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章节大纲
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折纸飞机的过程隐含一个算法
1.1　什么是算法
 
什么是算法（algorithms）？
 
简而言之，算法是在符合问题的限制下，将输入（input）转换成输出（output）的过程。
 
计算机算法是人类利用计算机解决问题的技巧之一。其实每个人都会一些算法。例如，厨师会将食材转换成美食；演奏家会将乐谱转换成迷人的音乐；小朋友将废纸折成纸飞机的过程也隐含一种算法。程序员（programmer）就是使用计算机执行某一种算法，以解决特定问题的人，如表1.1所示。
 
表1.1　算法存在于各行业中
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如何设计算法？
 
设计算法的第一个好习惯就是观察。我们认为观察是一切发现的开始。本书开篇利用一个例子——汉诺塔（Hanoi Tower）问题说明观察和设计算法的关系。
1.2　汉诺塔问题
 
汉诺塔问题是一个古老的游戏。游戏的目的是将左方柱子上的盘子搬到右方的柱子。游戏的规则有三条：
 
（1）一次搬一只盘子。
 
（2）每根柱子只有最上面的盘子可被搬动。
 
（3）大盘子不可置于小盘子的上方。
 
图1.1所示为三只盘子汉诺塔问题的一个解法。
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图1.1　所示为三只盘子汉诺塔问题的一个解法。
 
从上图得知，三只盘子的汉诺塔问题共需要7个步骤完成。很自然地，我们提出第一个问题：
 
n只盘子的汉诺塔问题，共需要几个步骤完成？
 
若这个问题无法立刻回答，则可先观察一些范例。
 
观察一些小例子，并记录其移动的次数。
 
为记录方便，我们使用数学符号Tn代表n只盘子汉诺塔问题所需要的搬运次数。尝试算出n小于9之前的Tn，如表1.2所示。
 
表1.2　观察汉诺塔问题的搬运次数
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这个数列有什么规则？T9=？
 
Tn好像是很靠近2的几次方，Tn是2n-1吗？
 
如何证明Tn是2n-1？
 
不知道。
 
还有其他规则吗？
 
比较前后项的关系，好像后项是前项的两倍？不，是两倍加1。
 
可以使用符号将此关系写下来吗？
 
可以，Tn=2Tn-1+1。
 
为何前后项有这样的关系？
 
不知道。
 
如果Tn=2Tn-1+1是正确的，有助于证明Tn=2n-1吗？最常用的证明方法是什么？
 
也许可以利用数学归纳法（mathematical induction）证明Tn=2n-1。
 
证明过程如表1.3所示。
 
表1.3　利用数学归纳法证明Tn=2n-1
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另一个简单的证明如表1.4所示。
 
表1.4　Tn=2n-1的另一个证明
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我们只利用简单的观察便猜中了Tn=2n-1这个性质。虽然不知道为什么Tn=2Tn-1+1，但此性质有助于证明Tn=2n-1。接下来的一个问题是：
 
给出一个有n只盘子的汉诺塔问题，如何（找出）搬动盘子（的算法）？
 
若这个问题无法立刻回答，则可先尝试找出一个小例子的解答，并观察这个解答的规则。
 
以下为有4只盘子的汉诺塔问题的一个解答。根据先前发现的性质，我们得知共需要搬动24-1=15次，如图1.2所示。
 
搬动的过程中有什么规则呢？
 
好像有些成堆的盘子打散之后又成堆了。
 
可以解释其中的道理吗？
 
大概是为了搬动最底部且最大的盘子，必须先将上面的3只盘子全部搬到中间的柱子。
 
哪个步骤可以看出此特性？
 
步骤7。
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图1.2　有4只盘子的汉诺塔问题的搬动过程
 
一定需要这样搬吗？
 
应该没有其他可能。倘若上面的任意一只盘子散落于左边的柱子，那么最底部且最大的盘子不能被搬动；若上面的任意一只盘子散落于右边的柱子，那么最底部且最大的盘子无处可放。”
 
为什么是步骤7？
 
因为前7个步骤是为了将上面的3只盘子全部搬到中间的柱子，第8个步骤将最大的盘子搬到了右边的柱子，剩下的7个步骤是将先前置于中间柱子的3只盘子再全部搬到右边的柱子。”
 
如此也说明T4=2T3+1？倘若是n只盘子的汉诺塔问题，是否也可以利用搬n-1只盘子两次完成？
 
答案是可以的。为搬动n只盘子的汉诺塔，可以先搬n-1只盘子到中间的柱子后，将最大的盘子搬到右边的柱子，最后将中间的n-1只盘子搬到右边的柱子。如此也说明先前发现的规律Tn=2Tn-1+1，因为搬动n只盘子需要搬动n-1只盘子两次和最大的盘子一次，如图1.3所示。
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图1.3　解决5只盘子的汉诺塔问题需要搬动4只盘子两次和最大的盘子一次
 
根据上述道理，我们可以设计算法解决n只盘子的汉诺塔问题，如表1.5所示。
 
表1.5　汉诺塔的递归算法
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注意　以上子程序调用自己的概念是一个经常使用的程序设计技巧——递归（recursion）。
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1.3　汉诺塔问题的非递归算法
 
我们已经找到一个解决汉诺塔问题的递归算法，另一个有趣的问题是：
 
如果不用递归算法，可以解决汉诺塔问题吗？
 
好像不行？
 
没关系，先观察几个小例子。注意从输入转换成输出的过程，并且用符号记录整个移动过程。
 
3只盘子汉诺塔问题的搬动过程如图1.4所示。为了方便，利用1到3的整数代表从小到大的3只盘子，而ABC代表3根柱子的位置。
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图1.4　记录3只盘子汉诺塔问题的整个搬动过程
 
看起来没有规律？
 
不要放弃，尝试另一种表示法。
 
因为3只盘子的汉诺塔问题共需要23-1=7次搬动。我们需要记录7次搬动中每次搬动的盘子号码和搬动的方向（即从哪一根柱子搬到哪一根柱子），如图1.5所示。
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图1.5　换一种方式记录3只盘子的汉诺塔搬动过程
 
还是看不出有什么规律？
 
不要放弃，再尝试另一种表示法。
 
因为搬动的方向似乎不易观察出规律，所以图1.6将移动的方向标注得更简洁一些。
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图1.6　换一种方式记录3只盘子的汉诺塔搬动过程
 
也许应该试试n大一点的例子？
 
图1.7是n=4的例子。
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图1.7　记录4只盘子的汉诺塔搬动过程
 
注视搬运的盘子号码，是否找得到规律？
 
好像1号盘子出现在奇数的搬动次数上？
 
其他盘子也有这种现象吗？
 
2号盘子没有这个现象。但是，好像每个2号盘子隔4次才搬动一次？
 
专心观察2号盘子被搬动的步骤，如图1.8所示。
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图1.8　观察2号盘子被搬动的步骤
 
还有其他盘子有类似的现象吗？
 
3号盘子隔8次出现一次。
 
所有盘子有一致的规律吗？
 
啊，我知道了。k号盘子每隔2k次搬动一次。
 
知道第i步骤搬动第几号盘子吗？
 
不知道，但是第1，3，5，7，9，11，13，15步是搬动第1号盘子，而第2，6，10，14步是搬动第2号盘子，第4和12步是搬动第3号盘子，而第8步搬动第4号盘子。
 
耶，我知道了。可能和这些数字的因子为2的倍数有关。
 
可以用符号写下来吗？
 
第i步搬动盘子的号码与i最大的因子2k有关。
 
我们终于知道，当进行第i步时，找出最大的k使得i=2k×z（z为正整数）。因此，在第i步时，需要搬动第k+1号盘子。
 
每次盘子搬动的方向知道了吗？
 
也许我们该看看，1号盘子搬动方向的规律是什么？
 
图1.9标注了1号盘子在整个搬动过程中的搬动方向。
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图1.9　观察1号盘子的搬动方向
 
有规律吗？
 
先看看1号盘子搬动的方向，好像往上移动到顶后就掉下来？
 
再看看2号盘子搬动的方向。有规律吗？
 
1号盘子和2号盘子搬动的方向有一些相像，但又不一样。
 
3号呢？
 
啊，我知道了。3号盘子和1号盘子搬运的方式一致，也就是奇数号盘子搬动的方式一致。
 
偶数号盘子搬动的方式一致？
 
是的，偶数号盘子搬动的方式一致，只是方向正好相反。也就是往下移动到底后，就跳上去。
 
图1.10标注了偶数号盘子在整个搬动过程中的搬动方向。
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图1.10　观察偶数号盘子的搬动方向
 
试一试其他例子，看看是否仍保留此规律呢？
 
当汉诺塔问题的盘子数是奇数时，好像整个搬动的方向全部相反。
 
可以换个方式描述您的观察吗？
 
当汉诺塔问题的盘子数是奇数时，奇数号盘子往下移动到底后，就跳上去；而偶数号盘子往上移动到顶后，就掉下来。
 
这些性质如何证明？
 
前面不是说，这本书不会提及证明的吗？
 

 [image: ]

 
根据以上讨论，可设计一个解决汉诺塔问题的非递归算法，如表1.6所示。为了方便起见，将3根柱子编号命名为0（起始的柱子）、1（可暂放的柱子）、2（目标的柱子）。
 
表1.6　汉诺塔问题的非递归算法
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1.4　发现算法的技巧
 
我们只利用“观察例子，寻找规律”就发现了解决汉诺塔问题的两个算法，读者也许会问下列问题：
 
我感觉好像比以前灵光多了？
 
你以前为什么不灵光呢？
 
以前我只会努力记住别人教过的问题和方法。
 
现在不同了吗？
 
有一点感觉，但是怎样才有机会发现更多算法呢？
 
也许，波利亚先生（G.Polya）在《怎样解题》（How to Solve It）中的一段话，可回答发现算法的技巧。
 
怎样解题（How to Solve It）
 
（节录并翻译自波利亚的《怎样解题》一书）
 
首先，你必须弄清问题。
 
未知数是什么？已知数据是什么？条件是什么？满足条件是否可能？要确定未知数，条件是否充分？或者它是否不充分？或者是多余的？或者是矛盾的？画张图，引入适当的符号，把条件的各个部分分开，你能否把它们写下来？
 
其次，找出已知数与未知数之间的联系。如果找不出直接的联系，你可能不得不考虑辅助问题。你应该最终得出一个求解的计划。
 
你以前见过这个问题吗？你是否见过相同的问题而形式稍有不同？你是否知道与此有关的问题？你是否知道一个可能用得上的定理？看着未知数！试想出一个具有相同未知数或相似未知数的熟悉的问题。这里有一个与你现在的问题有关，且早已解决的问题，你能应用它吗？你能不能利用它？你能利用它的结果吗？为了能利用它，你是否应该引入某些辅助元素？你能不能重新叙述这个问题？你能不能用不同的方法重新叙述它？
 
回到定义去。如果你不能解决所提出的问题，可先解决一个与此有关的问题。你能不能想出一个更容易着手的有关问题？一个更普遍的问题？一个更特殊的问题？一个类比的问题？你能否解决这个问题的一部分？仅仅保持条件的一部分而舍去其余部分，这样对于未知能确定到什么程度？它会有怎样的变化？你能不能从已知数据导出某些有用的东西？你能不能想出适用于确定未知数的其他数据？如果需要，你能不能改变未知数和已知数，或者二者都改变，以使新未知数和新已知数彼此更接近？你是否利用了所有已知数据？你是否利用了所有条件？你是否考虑了包含在问题中的所有必要的概念？
 
再次，实行你的计划。
 
实现你的求解计划，检验每一个步骤。你能否清楚地看出这一步是正确的？你能否证明这一步是正确的？
 
最后，验算所得到的解。
 
你能否检验这个论证？你能否用别的方法导出这个结果？你能否一下子看出它来？你能不能把这结果或方法用于其他问题？
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学习效果评测
 
1.编写一个递归的程序和一个非递归的程序解决汉诺塔问题，比较两者所需的运行时间，并写下你的观察与想法。
 
2.老王开杂货店想送N块冬瓜糖砖给客户，每块冬瓜糖砖长、宽、高都是10厘米。老王希望将这N块冬瓜糖砖包装成一大包（x×y×z的长方体），以方便运送，但为了响应环保，希望使用的包装纸越少越好。编写一个程序输入N，输出最少的包装纸面积。
 


输入:

9



输出:

3000




 
3.编写一个程序，对一个正整数进行质因子的分解。例如，3080=23×5×7×11。
 


输入:

3080



输出:

2^3 ×5×7×11




第2章　分而治之法
 
章节大纲
 
2.1　何谓分而治之法
 
2.2　找出最大值
 
2.3　时间复杂度
 
2.4　二维极点问题
 
2.5　快速排序法
 
2.6　快速排序法的时间复杂度
 
2.7　寻找第k小值问题
 
2.8　分而治之法的技巧
 
“邓哀王冲，字仓舒。少聪察岐嶷，生五六岁，智意所及，有若成人之智。时孙权曾致巨象，太祖曹操欲知其斤重，访之群下，咸莫能出其理。冲曰：‘置象大船之上，而刻其水痕所至，称物以载之，则校可知矣。’太祖大悦，即施行焉。”
 
三国志·魏书曹冲传
2.1　何谓分而治之法
 
何谓分而治之法（divide and conquer）？
 
简而言之，就是将一个问题分割（divide）成一些小问题，并且递归地解决（conquer）后，再利用这些小问题的解合并（merge）成原来大问题的解。”
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古时候要直接秤大象的重量不易，于是利用等重且较小的物品取代量测，分次称出所有取代的物品后，再计算总和即可得到大象的重量。古人曹冲称象的典故，其实蕴藏分而治之法的精神。在本章我们将利用几个例子介绍这个相当常见的算法技巧。
2.2　找出最大值
 
第一个问题是在一个整数的集合中找到最大值，如表2.1所示。
 
表2.1　找出最大值
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寻找最大值（finding the maximum）使用一个循环便可轻易解决，如表2.2中的算法所示。
 
表2.2　寻找最大值的算法
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我们以“寻找最大值”介绍第一个分而治之的算法。如果要在一堆数字中找到最大值，那么可以将这些数字分成平均的两堆。分别从这两堆数字中找到最大值后，再比较这两个值，找出其中较大者即可，如图2.1所示。
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图2.1　将一堆整数分成两堆后，再来找最大值
 
若将100个数据存放在矩阵A[1：100]中，首先将此矩阵从中间分成两个均等的小矩阵A[1：50]和A[51：100]（此为分割（divide）步骤）。若我们可以在A[1：50]中找到最大值，而且在A[51：100]中找到另一个最大值，则从这两数中找出更大的值（此为conquer步骤），即可得到答案。利用这样的概念，第一个分而治之的算法就可以被设计出来了，如表2.3所示。
 
表2.3　寻找最大值的分而治之算法
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2.3　时间复杂度
 
表2.2和表2.3中的两个算法哪一个比较好？
 
怎样评判一个算法的好与坏？
 
比如拥有较少的程序运行时间，也就是较小的时间复杂度（time complexity）。
 
什么是算法的时间复杂度？
 
简而言之，就是一个算法要花多少时间执行。
 
以找出最大值的算法（见表2.2）为例，每条指令被执行的次数如表2.4所示。
 
表2.4　寻找最大值的算法时间复杂度
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这个算法的时间复杂度为2n+1，此n是输入数值的个数。因为2n+1是n的两倍加1，当n够大时，2n和3n、5n差不多和n成正比，因此我们常用O（n）（读作big O n）简称算法的时间复杂度。表2.5将介绍O的正式定义。
 
表2.5　O的正式定义
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根据O的定义，表2.2上的寻找最大值的算法有2n+1=O（n）的时间复杂度。相对地，寻找最大值的分而治之算法（表2.3）的时间复杂度为多少呢？执行Procedure max-divide-and-conquer（1，n，Vmax）所需的计算时间为T（n）。因为此算法将输入的矩阵平均分割后，调用自己两次，所以我们可以将T（n）用两个T（n/2）取代后得T（1）=1；T（2）=2；T（n）=2T（n/2）+4，如表2.6所示。解开此数学式子即可知T（n）。如何知道此数学式子的解呢？最简单的方法是用“猜”。
 
表2.6　数学式子T（1）=1；T（2）=2；T（n）=2T（n/2）+4的值
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直观上看起来，T（n）都小于n的常数倍数，故T（n）可能为O（n）。若以O的角度分类，则这两个算法可归类于O（n）这个时间复杂度等级的算法。
2.4　二维极点问题
 
若将2.2节寻找最大值的问题扩展到坐标平面上，则成为了二维极点问题（the2-dimensional maxima finding）。
 
一个平面上的点的坐标可用两个整数（x，y）表示。当x1>x2且y1>y2时，我们说一个平面上的点（x1，y1）支配（dominate）另一个点（x2，y2），即图2.2中右上方的点支配左下方的点。
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图2.2　平面点(x1, y1)支配另一个平面点(x2, y2)
 
二维极点问题就是在一些平面上的点中找到那些没有被其他点支配的点，也就是极点（maxima）。直觉上，极点就是所有坐标点中那些位居右上方的一些坐标点，如表2.7和图2.3所示。
 
表2.7　二维极点问题
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图2.3　二维极点问题是找出所有极点（图中深黑色的点）
 
解决二维极点问题最简单的方法是采用暴力法（brute force method）。想法很简单，若某点A右上方有一点B，则A必不是极点。因为极点的右上方一定没有其他点，如图2.4所示。
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图2.4　极点（深黑的点）右上方必没有其他点
 
此暴力法就是每一点A都和其他点B比较。若B在A的右上方，则排除A为极点的可能，最后留下（未被排除）的点即为极点。例如，在图2.4中，比较（8，2）和（10，6）两点后，舍弃（8，2）。（10，6）并非极点，因为（10，6）在和（15，7）比较后，也被舍弃。此方法的时间复杂度取决于两点比较的总次数。
 
若给定n个点，任意两点需要比较一次，总共要比几次？
 
从n个点中任意选取两点的所有组合，也就是C（n，2）或[image: ]。
 
这个暴力法虽然解决了二维极点问题，但是我们仍想知道是否有其他更快的方法。
 
这个问题可以利用分而治之法解决。
 
但是什么是分而治之法？
 
将一个问题分割成一些小问题并且递归地解决后，再利用这些小问题的解合并成原来问题的解。你认为设计分而治之法的第一步应该思考什么？
 
如何将二维极点问题进行分割。
 
怎样分割呢？最简单的分割方法是什么？
 
从中间分割成两半吧，如图2.5所示。
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图2.5　将平面的点分割成左右均等的两半
 
将平面的点分割成左右均等的两半后，分别（递归地）找到左边点的极点集合和右边点的极点集合，再将两组的极点合并成最后的解，如图2.6所示。
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图2.6　先找到左半边的极点和右半边的极点
 
在图2.6中欲合并左右两边的极点，只需要将两个集合执行并集操作就可以了。再多试几个例子，将会发现将左半边的极点和右半边的极点直接并集后，不一定就是最后的解，如图2.7所示。原因是在并集中出现了有问题的点（图2.7中打×的点）。
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图2.7　当左半边的极点被右半边的极点所支配时，必不是极点
 
有趣的是，有问题的点都在左半边，原因是有一些在左半边找到的极点有可能被右半边的极点所支配（图2.7中A和B被C所支配）。注意右半边点的x坐标必大于左半边点的x坐标，故当右半边点的y坐标也大于左半边点的y坐标时，右半边的点便支配左半边的点，这些左半边的点必不是极点。
 
因此在右边的极点集合中，最高（或最左）的极点为C。当合并时，左边极点集合中高度小于C的点必不是极点（因为这些点必为C所支配）。如图2.7中的A、B就必须被除去，因为这两点被C所支配。最后合并的解答如图2.8所示。此分而治之的算法如表2.8所示。
 
 
 [image: ] 


图2.8　合并后的极点
 
表2.8　二维极点问题的分而治之算法
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二维极点问题分而治之算法的时间复杂度是多少？若T（n）为当输入n点时所需的运行时间，则T（n）大约为2T（n/2）+O（n）。若解开此递归式，则可得T（n）=O（n log n）。
2.5　快速排序法
 
快速排序法（Quicksort）是另一种典型的分而治之算法。
 
什么是排序（sorting）问题？
 
简而言之，就是讨论如何将数据从小到大排列的问题。
 
表2.9将对排序问题进行基本描述。

 
表2.9　排序问题

 
 [image: ]

 
下面举一个例子说明快速排序法。
 
快速排序法的基本技巧是什么？
 
分割（partition）：用一个数将所有其他的数值分成左右两边，使得左边的数都小于或等于此数，右边的数都大于或等于此数。
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下面的例子中，先将9个整数存储在数组中。取出矩阵中第一个数，当作分割元素（partitioning element）（即图2.9中的65）。从矩阵中第二个数开始向右寻找大于等于65的数，同时从矩阵最后一个数开始向左寻找小于等于65的数。交换这两个数的位置，重复前述动作，直到左右两方的寻找箭头交叉，此时将分割元素，与所指向比它小的数交换位置。注意，图2.9中数字下的箭头代表当前寻找的方向和位置。
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图2.9　分割为快速排序法的主要步骤
 
分割算法在扫描整个矩阵后，有一处疑点需要简单讨论。
 
为何要将分割元素与所指向比它小的数交换位置？
 
如果将分割元素与所指向比它大的数交换位置，会怎样呢？
 
比分割元素大的数将会被置于矩阵第一个位置，这样会造成比分割元素大的数被置于左边，如此就违背原意：利用分割元素将所有其他的数值分成左右两边，使得左边的数都小于或等于此数，右边的数都大于或等于此数。”
 
表2.10所示为此分割算法
 
表2.10　分割算法
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利用分割算法可以设计出快速排序法的算法，如表2.11所示。
 
表2.11　快速排序法的算法
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2.6　快速排序法的时间复杂度
 
快速排序法的时间复杂度是多少？
 
当输入n个数字时，快速排序法所需的运行时间为T（n）。利用分割元素会将整个矩阵（n个数据）分割为两个未排序的小矩阵，之后再递归地调用两次快速排序法，来处理剩下的排序工作。
 
根据上述说明，可得T（n）=T（j）+T（n-j-1）+n+1。此处，T（j）和T（n-j-1）为两个小矩阵，是被递归调用两次快速排序法所需的时间，而n+1是分割算法扫描矩阵（直到箭头交错）所需的比较（comparison）时间（见图2.9）。为了简化这个分析，在此我们仅考虑所需的比较（comparison）时间，并不包含交换（exchange）所需的时间。
 
若能解开此递归式，则可得快速排序法的时间复杂度T（n）。显然，T（n）的值可能会因j值的不同而有所变化。下面我们将讨论快速排序法的最佳、最差及平均时间复杂度。
 
2.6.1　快速排序法的最佳时间复杂度
 
在哪种情况下，快速排序法执行得最快？
 
先想想什么是快速排序法执行所需的时间。
 
即递归式T（n）=T（j）+T（n-j-1）+n+1的解。
 
当j为何值时，T（n）最小？
 
可能是j=1或n，或[image: ]。
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显然，上述讨论的答案取决于以下两式的解：
 
（1）T（0）=0，T（1）=0，T（n）=T（（n-1）/2+T（（n-1）/2）+n+1
 
（2）t（0）=0，t（1）=0，t（n）=t（1）+t（n-2）+n+1
 
试着将这两式T（n）和t（n）前几项的值列出，如表2.12所示。观察此表可知，这两式的值随n的变大而变大（递增性质）。另一个现象是，当n变得足够大时（n≥6），t（n）的值总是大于T（n）的值。
 
表2.12　递归式T（n）和t（n）前几项的值
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最小值可能是T（n），最大值可能是t（n）。
 
这表示在何种情况下，快速排序法执行得最快？
 
在j大约是n/2时，会有最小值的T（n）值，也就是快速排序法执行最快的时候。
 
这表示如何分割，快速排序法才会执行得最快？
 
平均分割，也就是分割元素位于正中间时。
 
我们知道了快速排序法在平均分割时会有最佳的时间复杂度，但真正的理由是什么？你可以一眼看穿吗？
 
嗯……
 
或者，如何知道快速排序法最佳的时间复杂度？
 
可解开此递归式：T（0）=0，T（1）=0，T（n）=T（（n-1）/2+T（（n-1）/2）+n+1。但好像有点难。
 
你可以想象一个类似的更容易的问题吗？
 
可以。递归式：T（0）=0，T（1）=0，T（n）=T（n/2）+T（n/2）+n+1=2T（n/2）+n+1比较简单，尤其是当n=2k时。
 
解开此简单递归式的一个方法是利用重复展开。
 
快速排序法最佳时间复杂度的近似解如下：
 
T（0）=0，T（1）=0，
 
T（n）=2T（n/2）+n+1，当n=2k。
 
=2（2T（n/4）+n/2+1）+n+1（因为T（n/2）=2T（n/4）+n/2+1）
 
=4T（n/4）+n+2+n+1
 
=4（2T（n/8）+n/4+1）+n+2+n+1
 
=8T（n/8）+n+4+n+2+n+1
 
=16T（n/16）+n+8+n+4+n+2+n+1
 
.
 
.
 
.
 
=2k×0+log2n×n+（2k-1+...+4+2+1）
 
=log2n×n+（2k-1+...+4+2+1）
 
=log2n×n+n-1
 
=O（n log n）
 
注意　T（0）=0，T（1）=0，T（n）=T（（n-1）/2+T（（n-1）/2）+n+1才是快速排序法的真正最佳时间复杂度。然而其解可利用数学归纳法获得，而且也正好是O（n log2n）。
 
2.6.2　快速排序法的最差时间复杂度
 
快速排序法的最差时间复杂度是多少？
 
什么是快速排序法执行所需的时间？
 
即此递归式T（n）=T（j）+T（n-j-1）+n+1的解。
 
何时T（n）会有最大值？
 
应该是递归式T（n）=T（0）+T（n-1）+n+1的解。
 
同样地，迭代此递归式即可得到快速排序法的最差时间复杂度O（n2），过程如下：
 
T（0）=0，T（1）=0，
 
T（n）=T（0）+T（n-1）+n+1
 
=0+T（n-1）+n+1
 
=T（n-1）+n+1
 
=（T（n-2）+n）+n+1，因为T（n-1）=T（n-2）+n
 
=T（n-2）+n+n+1
 
=（T（n-3）+n-1）+n+n+1
 
=T（n-3）+（n-1）+（n）+（n+1）
 
.
 
.
 
.
 
=T（1）+3+4+…+（n-1）+（n）+（n+1）
 
=0+（3+n+1）（n-1）/2
 
=（n+4）（n-1）/2
 
=n2/2+3n/2-2
 
=O（n2）
 
2.6.3　快速排序法的平均时间复杂度
 
最坏和最好的情况不会常常出现，那么一般情况下，快速排序法的表现如何？快速排序法的平均时间复杂度又是多少？
 
根据前两小节的讨论，快速排序法的执行速度和分割元素所在的位置有密切的关系。简单地说，当分割最平均时，快速排序法执行得最快；相反，当分割最不平均时，执行得最慢。当输入的数值无规律时，这两种情况应该不会每次都发生。倘若每一种分割出现的概率都是相同的（如图2.10到图2.14中↓所示的位置），那么快速排序法所需平均（期望）执行的时间是多少？
 
首先，矩阵共存储n个数值，当分割元素位于矩阵第一位时，其执行时间为T（n）=T（0）+T（n-1）+n+1。
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图2.10　分割元素落在矩阵的最左边位置

 
当分割元素位于矩阵第二位时，其运行时间为T（n）=T（1）+T（n-2）+n+1。
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图2.11　分割元素落在矩阵左边第二个位置

 
当分割元素位于矩阵第三位时，其运行时间为T（n）=T（2）+T（n-3）+n+1。
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图2.12　分割元素落在矩阵左边第三个位置

 
以此类推，当分割元素位于矩阵最后第二位时，其运行时间为T（n）=T（n-2）+T（1）+n+1。
 
 
 [image: ] 


图2.13　分割元素落在矩阵右边第二个位置

 
当分割元素位于矩阵倒数第一位时，其运行时间为T（n）=T（n-1）+T（0）+n+1。
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图2.14　分割元素落在矩阵最右边的位置

 
假设每一种情况发生的概率都是一样的（即1/n），那么快速排序法的平均时间复杂度可将每一种情况所需的运行时间加总后再除以n，得到以下递归式：
 
T（n）=（（T（0）+T（n-1）+n+1）+（T（1）+T（n-2）+n+1）+…+（T（n-2）+T（1）+n+1）+（T（n-1）+T（0）+n+1））/n
 
稍作整理可得：
 
T（n）=n+1+2/n×（T（0）+T（1）+...+T（n-1））
 
解开此递归式后，可得T（n）=O（n log n）。
 
快速排序法的平均时间复杂度详细分析如下：
 
T（0）=T（1）=0
 
T（n）=n+1+2/n×（T（0）+T（1）+...+T（n-1））
 
将上式等号的左右各乘上n可得：
 
n T（n）=n（n+1）+2（T（0）+T（1）+...+T（n-1））　（A）
 
将上式所有的n用n-1代入，得出另一等式：
 
（n-1）T（n-1）=（n-1）n+2（T（0）+T（1）+...+T（n-2））　（B）
 
将（A）-（B），可得一个较精简的递归式：
 
n T（n）-（n-1）T（n-1）=n（n+1）-n（n-1）+2（T（0）+T（1）+...+T（n-1）-（T（0）+T（1）+...+T（n-2）））
 
=2n+2T（n-1）
 
整理一下可得：
 
nT（n）=（n+1）T（n-1）+2n
 
再将上面的等式左右各除以n（n+1）可得：
 

 [image: ]

 
迭代此递归式可得：
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2.7　寻找第k小值问题
 
最后一个例子是，在n个数中寻找第k小值问题，如表2.13所示。当k=1或n时，就是找最小值或最大值问题，在第2.2节中，我们利用一个循环便可轻易解决。但当k不固定时，如何有效地解决此问题呢？
 
表2.13　寻找第 k小值问题
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如何在n个数中寻找第k小值？
 
可先将n个数从小到大排序（sort）后，再从矩阵第k个位置获取。
 
如此所需的时间复杂度为多少？
 
若使用一般的排序法，则需要O（n log n）。
 
有可能更快吗？比如O（n）。如何在O（n）时间内，寻找第k小值？
 
下面进行介绍。
 
2.7.1　寻找第k小值的O（n）算法
 
本节的重点是设计一个可以找到任意第k小值的O（n）算法。根据上述讨论，显然不可以利用排序法（否则所需的时间将达到O（n log n））。
 
此算法需要的技巧源自于快速排序法中的分割算法（参考第2.5节）。首先，利用快速排序法中的分割算法将整个矩阵分成“比分割元素大”和“比分割元素小”的两个集合。然后，如图2.15所示，分割元素65是第5小的数，若k=5，则此数为解；若k>5，则需在右边集合中寻找，此时左边集合可略过不必找；若k<5，则需在左边集合中寻找，此时右边集合可略过不必找。
 
递归地使用以上步骤，即可找到第k小值。问题是，这样的做法所需的最长时间等同于快速排序法在最差情况下的时间复杂度O（n2）。
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图2.15　分割元素的位置决定寻找第k小值的范围
 
上述方法的缺点是什么？
 
应该还是使用分而治之法时，分割元素并未平均分割整个矩阵。
 
未平均分割的原因何在？
 
因为分割元素有时不是太大就是太小。
 
最好的分割元素是什么？
 
找中间的值当作分割元素。
 
如何找中间的值？
 
可先将n个数从小到大排序（sorting）后，再从矩阵中间位置获取。
 
这样的算法可以在O（n）内完成吗？
 
糟了，不行！排序就花掉了O（n log n）的时间。
 
有其他方法可以较快地找到中间的值吗？如果你一时不能解决此问题，可先尝试一些相关的问题。可以想象到一个更容易的相关问题吗？
 
找到接近中间的值不知道有没有帮助？
 
如何很快地找到接近中间的值？
 
好像很难？
 
要找到中间的值，难在哪里？
 
好像这个值跟矩阵中每个数都有关？
 
怎样的中间值比较好找？
 
如果从5个数中找中间值就容易多了。
 
这样可以帮助你找到中间的值或较接近中间的值吗？
 
n个数太多了，若是只有5个数就好找了。也许将n个数分成每5个数一组……
 
然后呢？
 
将每一组的中间值找到。
 
共有几组中间值？然后呢？
 
大约n/5组，然后从这些值中找到其中间值。
 
这样的值拿来当作分割元素，不知道效果好不好？
 
下面进行介绍。
 
以下算法就是利用此想法快速获取大致接近中间的值。例如，将n个数排列成每5个数一行，若最后一行不足，则自成一行，如图2.16所示。
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图2.16　将n个数排列成每5个数一行后，取其中间值的中间值
 
每行5个数，分别找出其中间值（共有[image: ]个数）后，再从这些中间值中取出其中间值mm。表2.14是利用mm当作分割元素，寻找第k小值的算法。
 
表2.14　寻找第k小值的O（n）算法
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注意　从中间值中取出中间值mm的步骤（即Step5）是递归地调用寻找第k小值的算法，只是此时的k值是中间值总数的一半。
 
2.7.2　寻找第k小值算法的时间复杂度分析
 
寻找第k小值的O（n）算法的关键是，所选的分割元素mm必须足够靠近整个矩阵的中间值。如此在分割后，无论向右找（比mm大的值）或向左找（比mm小的值），都可保证至少有足够多（至少大约n/4）的数不必寻找，如图2.17所示。
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图2.17　分割元素mm为介于矩阵a等n/4到第3n/4小的数
 
下面说明分割元素mm属于矩阵a中“大约介于第n/4到第3n/4小的数”的理由。因为mm是m[i]（[n/5]列）中的中间值，所以m[i]中必有[[n/5]/2]的值大于或等于mm，如图2.18中间的椭圆形所示。除了mm这行和可能未排满的最后一行，在剩下的（[[n/5]/2]–2）行中，每行有[5/2]=3的值大于或等于m[i]，如图2.18右下方的长方形所示。如此可知，至少有3×（[[n/5]/2]-2≥[image: ]个数大于或等于mm。
 
同理，也有多于[image: ]的值小于或等于mm，如图2.18左上方的长方形所示。因此在Step7（见表2.12）递归调用selection时的输入矩阵a中，最多有[image: ]（即[image: ]）（接近3n/4）个数字。
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图2.18　至少有[image: ]-6个数大于或等于mm（右下方的长方块），同时至少有[image: ]个数小于或等于mm（左上方的长方块）
 
注意　图2.18的数值排列是假设左上方的值都小于右下方的值。在算法中，我们并不需要真正进行这样的排列，毕竟此图只是用来说明的，分割元素mm的确足够靠近整个矩阵的中间值。
 
表2.12中的步骤，除了Step5和Step7外，都可在O（n）内完成。Step5需要T（[n/5]）的时间，而Step7需要[image: ]的时间。因此寻找第k小值算法的时间复杂度T（n）可用以下式子表示：
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此处的k为常数。利用数学归纳法可得，当n>80时，T（n）≤cn。利用数学归纳法证明寻找第k小值算法的时间复杂度T（n）=O（n）的过程如下：
 
定理2.1[image: ]因此T(n)<=cn当n>80
 
证明：假设小于n时，本定理成立，那么：
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因为[image: ]所以[image: ]
 
因此我们选择c，使得当n>80时，[image: ]为真
 
因此，我们设计了一个寻找第k小值问题的线性（即O（n））时间复杂度的算法，此为理论上最佳的算法。
2.8　分而治之法的技巧
 
什么问题可利用分而治之法来解决呢？
 
这个问题显然不容易回答。不过，一旦一个问题可被分而治之法解决，也常隐含此问题可被并行处理。最后，提醒使用分而治之法时的注意事项。
 
·分割（divide）：尽可能快速地将问题平均地分割。若能将问题平均地分割成几个小问题，则可降低所需的运行时间。

·克服（conquer）：利用递归解决分割后的小问题。

·合并（merge）：尽可能快速地合并上述小问题的解，成为原问题的解。合并时所需的时间会影响整个算法所需的运行时间。
 
还有什么问题可被分而治之法解决？
 
下面列出一些可被分而治之法解决的常见问题，供读者参考。
 
（1）合并排序（merge sort）：是一个利用矩阵中邻近的数字两两合并，将数字从小到大排列的方法。
 
（2）二分搜索法（binary search）：利用一组已从小到大（或从大到小）排序好的数值进行特定数值的搜索。每次取出搜索区间的中间数值，与欲搜索的值进行比较后，舍弃不可能的一半数值，并到可能存放的另一半区域继续寻找。直到寻得或确定不存在，才停止搜索。
 
（3）前缀和（prefix sum）：计算一维矩阵B，使得B[i]中存储着从A矩阵中第一个值加到第i（1≤i≤n）个值的总和。此技巧常被用于设计并行处理的算法。
 
（4）矩阵相乘问题：将两个矩阵快速相乘的问题。
 
（5）邻近配对问题（closest pair problem）：找出平面点中最靠近的两点的距离。
 
（6）凸包问题（convex hull problem）：找出一个包含所有输入平面点的最小凸多边形的问题。
 
（7）维诺图（Voronoi diagrams）：将每一个平面点x分割落于单独的一个区域，使得另一个新加的平面点y落于此区域时，其最近的点为x。此算法技巧可用于无线移动设备（y）快速地寻找最近的基站（x）。
学习效果评测
 
1.设计一个分而治之的程序解决二维极点问题。
 


输入：

8                 (平面点的个数)

2 4              (以下是每个点的x和y坐标)

3 10

5 3

6 8

8 2

10 6

13 5

15 7



输出：

3 10

6 8

15 7




 
2.根据O的定义，证明当T（n）=T（n/2）+T（n/2）+1时，T（n）=O（n）。
 
3.设计一个程序执行快速排序法（quicksort）。
 


输入：

65 70 75 80 85 60 55 50 45



输出：

45 50 55 60 65 70 75 80 85




第3章　动态规划
 
章节大纲
 
3.1　何谓动态规划
 
3.2　换零钱
 
3.3　数字金字塔
 
3.4　最长相同子字符串
 
3.5　安排公司聚会
 
3.6　动态规划的技巧
 
“岱宗如何”是泰山派剑法的绝艺，要旨不在右手剑招，而在左手的算数。左手不住屈指计算，算的是敌人所处方位、武功门派、身形长短、兵刃大小以及日光所照高低等，计算极为繁复，一经算准，挺剑击出，无不中的。
 
金庸　笑傲江湖
3.1　何谓动态规划
 
什么是动态规划（dynamic programming）？
 
简而言之，就是计算并存储小问题的解，并将这些解组合成大问题的解。
 
当大问题的解可利用小问题的解组合计算得知时，若将可能用到的小问题的解先算出并存储起来，则可缩短计算大问题的解的时间。
 
乍看之下，动态规划还蛮暴力的。使用动态规划常经过烦琐的计算，最后一举解决问题，有一点像金庸的武侠小说《笑傲江湖》中的绝招“岱宗如何”。但是需注意的是，小问题的解一旦被计算出并存储后，就不会再被重复计算。当动态规划运用得当时，可高效率地解决问题。
3.2　换零钱
 
第一个例子是换零钱问题，问题描述如表3.1所示。
 
表3.1　换零钱问题问题
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任意给定一个金额n，有时不一定能用有限种类的零钱凑齐。例如，硬币种类为{33，24，12，5}时，就凑不出14元；而当硬币种类为{33，24，12，5，1}时，就可以凑出14元，甚至所有正整数（因为有无限个一元的关系）。
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如果换零钱的策略为尽量先兑换大金额的零钱，那么会发现这个方法有时并不能换到最少的硬币数目。如表3.1的例子，就会换成4个硬币（36=33+1+1+1），而非最佳的两个（36=24+12）。
 
怎样才可以使用最少的硬币，组合出总和为n的金额呢？
 
所需最少的硬币数目是多少？
 
不知道。
 
假设我们知道最佳（少）的硬币组合，猜想其中的任意一个硬币的面额会是多少？
 
应该是所有硬币种类其中之一。
 
扣掉此硬币，剩下的金额为多少？
 
剩下的金额应该是n扣掉此硬币的面额。
 
扣掉此硬币，剩下所需的硬币数为多少？
 
不知道。好像是同一个问题，但金额小一点。若知道如何用最少的硬币数组合出此金额就好了。
 
最后一句话暗示：若知道较小问题的最优解，则有助于解决大问题。按表3.1中换零钱问题的范例，36元的组成有以下5种可能：
 
（1）由一个33元硬币和3元组成。
 
（2）由一个24元硬币和12元组成。
 
（3）由一个12元硬币和24元组成。
 
（4）由一个5元硬币和31元组成。
 
（5）由一个1元硬币和35元组成。
 
为什么是5种？
 
因为共有5种硬币。
 
在5种组成方法中，哪一种需要的硬币数最少？
 
不知道。因为不清楚3、12、24、31、35这些金额需要的最少硬币数。
 
可以事先计算出3、12、24、31、35分别需要多少硬币。
 
从以上5种可能的兑换方法中挑选所需硬币数最少的一种，即最佳换零钱的方式。但是需要事先计算出这5种金额的最少硬币数。
 
根据上述讨论，若让函数f（n）代表组合金额为n所需要最少的硬币数，则下列等式是正确的。
 


f (36)=min {1+f (3), 1+f (12), 1+f (24), 1+f (31), 1+f (35))




 
此处，min是从一个集合中选取最小值（minimum value）之意。
 
动态规划的技巧是：为了计算f（36），需事先利用类似的方式计算f（3）、f（12）、f（24）、f（31）和f（35）。下面以f（31）和f（35）为例进行说明。因为31=24+7=12+19=5+26=1+30，所以f（31）=min{1+f（7），1+f（19），1+f（26），1+f（30）}。为了计算f（31），需利用类似的式子，事先计算出f（7）、f（19）、f（26）和f（30）。同样，因为35=33+2=24+11=12+23=5+30=1+34，所以f（35）=min{1+f（2），1+f（11），1+f（23），1+f（30），1+f（34）}。为了计算f（35），需使用类似的式子，事先计算出f（2）、f（11）、f（23）、f（30）和f（34）。
 
总而言之，下面的两个式子显然是正确的。
 
（1）f（0）=0。
 
（2）f（n）=1+min{f（n-c1），f（n-c2），…，f（n-ck）}。
 
当n>ci（1<i<k）且硬币面额为c1或c2…或ck时，动态规划的技巧会将f（n-c1），f（n-c2），…，f（n-ck）先行计算后存储起来，再按照上述式子计算出f（n）的值（即找出f（n-c1），f（n-c2），…，f（n-ck）中的最小值后，再加上1）。表3.2将列出换零钱问题的算法。
 
表3.2　换零钱问题的算法
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换零钱问题的算法在于利用一个循环和前页中间的式子（2）先计算比n小的所有金额的解（即该金额所需的最少硬币数）。最后利用这些解再计算出金额n的解。
3.3　数字金字塔
 
第二个例子是数字金字塔，如表3.3所示。
 
表3.3　数字金字塔
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这一题可用动态规划来解吗？
 
怎样判断一个问题可不可以用动态规划来解？
 
为何换零钱问题可以被成功地解决？
 
利用较小问题的最优解组成大问题的最优解。
 
这题如果要使用同样的技巧，下一步要做什么？
 
找出小问题的最优解和大问题的最优解之间的关系。
 
3.3.1　找出大问题和小问题之间的关系
 
弄清楚大问题和小问题之间的关系，显然是解决本题的关键。如图3.1所示，抵达金字塔顶点45的路径只有两种可能：（A）经过20；（B）经过33。
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图3.1　左右数字金字塔的解有助于找到大数字金字塔（以45为顶）的解
 
如果从底部走到20和从底部走到33的最快路径都事先被找到，只要从中选一条最快的路，直接登上顶端45就是最佳答案了。如果事先计算得知，经过20的最快路径9→18→20所费的时间为47，而经过33的最快路径9→18→33所费的时间为60，显然经过20的路径是两条中的较小者。也就是抵达金字塔顶点45最快的路径是一条先经过20的路径。
 
因此，抵达大金字塔顶点45最快的路是从左边小金字塔顶点20最快的路和右边小金字塔顶点33最快的路中选最短的。这就是大问题的最优解和小问题的最优解之间的关系。
 
如何知道小一些的数字金字塔的最优解？
 
知道更小一些的数字金字塔的最优解，将有助于解决这个问题。
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图3.2　左右更小数字金字塔的解有助于找到数字金字塔（以20为顶）的解
 
如图3.2所示，左右更小数字金字塔的解有助于找到数字金字塔（以20为顶）的解。显然，左边小数字金字塔的解是14→34这条路径的和48，而右边小数字金字塔的解是9→18这条路径的和27。比较大小之后，抵达金字塔顶点20的最快路径是9→18→20。
 
因此，解决数字金字塔的方法可系统地计算并存储所有小问题的解，并将这些解组合成大问题的解。
 
3.3.2　数字金字塔问题的数据结构
 
下面讨论所需要的两个数据结构。
 
1.矩阵变量val（x，y）存储数字金字塔第x层、第y个元素的值（value）。
 
例如，图3.3中val（3，2）存储了数字18。
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图3.3　矩阵val（x，y）存储数字金字塔第x层、第y个元素的值
 
2.矩阵变量sum（x，y）存储从底层走到以第x层、第y个元素为金字塔顶端的最快路径值。
 
例如，在图3.4中，sum（3，2）存储以18=val（3，2）、45=val（4，2）及9=val（4，3）三个数形成的金字塔（即图3.2中的右三角形）的最快路径的值（即sum（3，2）=18+9=27）。换句话说，sum（x，y）存储所有大小金字塔问题的最优解。
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图3.4　矩阵sum（x，y）代表从底层走到以第x层、第y个元素为金字塔顶端的最快路径值
 
根据以上讨论，下列式子显然是正确的。这里，子程序min（a，b）返回a、b中的较小值。
 
sum（x，y）=val（x，y）+min（sum（x+1，y），sum（x+1，y+1））if x不是底层。
 
sum（x，y）=val（x，y）if x是底层。
 
注意　上面这个式子准确地描述了大问题和小问题之间的关系。
 
最后，注意在计算sum（x，y）值时，可以从底层开始向上计算，即采取自下而上（bottom-up）的方式。理由很简单，因为上一层的值sum（x，y）需要利用下一层的值sum（x+1，y）和sum（x+1，y+1）计算得出，所以下一层的值要先被计算并存储。如此，利用动态规划求解数字金字塔的算法就可被设计出来了，如表3.4所示。
 
表3.4　数字金字塔的算法
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3.4　最长相同子字符串
 
利用动态规划的算法技巧解决了前两个问题。但是这个算法技巧的主要精神是什么呢？下面这句话非常关键。
 
利用小问题的最优解组成大问题的最优解。
 
动态规划解决问题的3个步骤应该是：
 
（1）此问题的“大问题的最优解”可以利用“小问题的最优解”求取。
 
（2）利用一个数学式子将“大问题的最优解”和“小问题的最优解”之间的关系清楚地表达出来。
 
（3）先将“小问题的最优解”计算出后存储下来，再利用它们算出“大问题的最优解”。
 
接下来介绍一个可应用于生命科学上的有趣问题：最长相同子字符串（the longest common subsequence），如表3.5所示。并展现如何遵循这3个步骤设计出一个动态规划的算法。
 
表3.5　最长相同子字符串
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下面将遵循上述3个步骤设计算法。
 
3.4.1　步骤1：检查大问题的最优解是否可以利用小问题的最优解求取。
 
若用表3.5中的范例说明步骤1，则是问：
 
X=<A，T，C，T，G，A，T>和Y=<T，G，C，A，T，A>的最长相同子字符串可否通过小一些的最长相同子字符串获得？
 
答案可以从下面两个稍小问题的解中选择一个获取。
 
（1）X*=<A，T，C，T，G，A>和Y=<T，G，C，A，T，A>的最长相同子字符串（即<T，C，T，A>）。
 
（2）X=<A，T，C，T，G，A，T>和Y*=<T，G，C，A，T>的最长相同子字串（即<T，C，A，T>）。
 
X=<A，T，C，T，G，A，T>和Y=<T，G，C，A，T，A>的最长相同子字符串只有两种可能：（1）X最后没有字母T；（2）Y最后没有字母A（见图3.5）。理由是最长相同子字符串必须同时出现在两个字符串中。而此范例中的X和Y尾部的字母不同（即T≠A），故X和Y的最长相同子字符串不可能同时拥有X和Y的尾部。
 
若事先计算出上述两个（（1）和（2））最长相同子字符串的答案，则其中较长的相同子字符串为X和Y的最长相同子字符串。此大问题的最优解包含小问题的最优解的性质，称为最优子结构（optimal substructure）。
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图3.5　最长相同子字符串问题的最佳子结构性质（当字尾不相同时）
 
另一方面，当两字符串的字尾相同时，可通过短一些的最长相同子字符串获取。例如，当X=<A，T，C，T，G，A>和Y=<T，G，C，A，T，A>时，因为X和Y尾部的字母相同，所以可先找出X*=<A，T，C，T，G>和Y*=<T，G，C，A，T>的最长相同子字符串<T，C，T>，再于尾部加上共同拥有的A，就可以得到其最长相同子字符串为<T，C，T，A>，如图3.6所示。此时大问题的最优解（即<T，C，T，A>）一样包含小问题的最优解（即<T，C，T>）。
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图3.6　最长相同子字符串问题的最佳子结构性质（当字尾相同时）
 
注意　此最佳子结构的性质确认了动态规划可以解决最长相同子字符串问题。
 
3.4.2　步骤2：利用数学式子描述大问题的最优解和小问题的最优解的关系
 
步骤1确认了大问题的最优解包含小问题的最优解，如此才有机会利用小问题的最优解组合拼凑出大问题的最优解。接下来，步骤2利用数学式子将此关系表达清楚。此式子也将在步骤3引导最后解的计算。
 
当考虑两个字符串X和Y的最长相同子字符串问题时，我们利用c[i，j]代表并存储其相关小问题的最优解的长度。准确地说，c[i，j]代表字串X中前面i个字符（即<x1，x2，…，xi>）和字串Y中前面j个字符（即<y1，y2，…，yj>）所形成的最长相同子字符串的长度。
 
例如，当X=<A，T，C，T，G，A>和Y=<T，G，C，A，T，A>时，c[2，2]记录<A，T>和<T，G>的最长相同子字符串的长度（即c[2，2]=1）；而c[3，4]记录<A，T，C>和<T，G，C，A>的最长相同子字符串的长度（即c[3，4]=2）。
 
当然，很容易可得c[i，0]=c[0，j]=0，因为其中的一个字符串是空的。当X和Y的字符串字尾相同时，我们可得c[i，j]=c[i-1，j-1]+1（图3.6就是一个例子）。相对地，当X和Y的字符串字尾不相同时，c[i，j]=max（c[i-1，j]，c[i，j-1]）（见图3.5）。以上关系可以整理如下：
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这个数学式子再次指出c[i，j]的值是可以利用3个小问题的值c[i-1，j-1]、c[i，j-1]和c[i-1，j]计算出来。这个关系可协助最后一个步骤的设计。
 
3.4.3　步骤3：设计算法，使得在计算大问题的最优解之前，所需要的所有小问题的最优解都事先被计算并存储了
 
最后，在设计动态规划算法时，需小心安排计算最优解的顺序，即当计算c[i，j]时，其可能需要的3个值c[i-1，j-1]、c[i，j-1]和c[i-1，j]已事先被计算并存储起来了。如图3.7所示，当填写每个矩阵中的某一格时，需将其上方、左方和左上方的值先填好。
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图3.7　计算c[i，j]时，其所需的3个值c[i-1，j-1]（左上方）、c[i，j-1]（左方）和c[i-1，j]（上方）需被事先计算出来。此图中的箭头指示出了计算最优解的顺序
 
因此，此算法可以按照从左到右和从上而下的顺序计算出所有的c[i，j]，如图3.8所示。
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图3.8　动态规划算法须安排计算最优值的顺序
 
按照这个方法，当X=<A，T，C，T，G，A，T>和Y=<T，G，C，A，T，A>时的所有c[i，j]的值也可计算得出，如图3.9所示。
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图3.9　当X=<A，T，C，T，G，A，T>和Y=<T，G，C，A，T，A>时所有c[i，j]的值
 
表3.6列出了最长相同子字符串的动态规划算法算法。
 
表3.6　最长相同子字符串的动态规划算法
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3.5　安排公司聚会
 
一个问题是否可用动态规划来解，有时不是一眼就能看出的。从表3.7来看如何进行此类的判断。
 
表3.7　安排公司聚会问题
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安排公司聚会问题可用动态规划来解吗？
 
应该如何判断？
 
应该先判断此问题是否有最优子结构性质。
 
什么是最优子结构性质？
 
检查是否大问题的最优解可以利用小问题的最优解组合得到。
 
若在公司找出n位员工是大问题，则小问题应该是什么？怎样的小问题的最优解对解大问题有帮助？
 
已知n-1位员工的小问题的最优解，好像对找到n位员工大问题的解帮助不大。
 
为什么？
 
因为公司的组织架构未被考虑，即员工和其直属上司不会同时参加聚会的特性。
 
公司的组织架构是什么？
 
就像一棵树（tree）。
 
一棵树的小问题可能是什么？
 
应该是小树或子树（subtree）吧！
 
哪些子树的解对找到大树的最优解有帮助？
 
嗯……
 
大树和子树的关系是什么？树的定义是什么？
 
由一个树根（root）和其子女（children）为树根的子树所组合而成。
 
3.5.1　安排公司聚会问题的最优子结构判断
 
以表3.7的公司组织为例，1号员工（即董事长）有两种可能，即“参加”和“不参加”聚会。
 
如果1号员工不参加，那么以2号员工为首的部门（即以2为树根的小树）的最优解（即2号员工的部门中最大快乐的聚会名单），配合以3号员工为首的部门（即以3为树根的小树）的最优解，再配合4号员工所带头的部门（即以4为树根的小树）的最优解，就是整个公司的最优解（最优聚会名单），如图3.10中3个虚线方块所示。
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图3.10　当1号员工不参加聚会时的公司聚会问题
 
若1号员工参加，则2、3、4号员工不可以参加。但是此时1号可配合5号、6号和7号员工所带头的下属（即以5、6、7为树根的小树）的最优解，得到最优聚会名单，如图3.11所示。
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图3.11　当1号员工参加聚会时的公司聚会问题
 
从这两种（即1号员工参加或不参加）聚会名单的快乐分数中取分数高的，即可决定最优的聚会名单。
 
如此，我们就可以用小问题（以2、3、4、5、6、7为树根的小树）的最优聚会名单找到大问题（以1为树根的大树）的最优聚会名单了。因此，安排公司聚会问题具备最佳子结构性质，适合动态规划法求解。
 
3.5.2　安排公司聚会问题的递归关系
 
接下来进行下一个步骤：使用一个数学式子描述大问题的最优解和小问题的最优解的关系。
 
倘若以v为根的部门的最大快乐分数存储于sumofhappy（v）中。当v是树叶（leaf）时，显然sumofhappy（v）=happy（v）。
 
当v不是树叶时，必有一个以上的儿子。令其所有儿子为{j1，j2，…，jc}，并令v的所有孙子（即其所有儿子的儿子）为{g1，g2，…，gd}。根据之前的讨论，下列式子可以描述大问题的最优解和小问题的最优解的关系。
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上面的式子也可改写成：
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3.5.3　安排公司聚会问题的计算顺序
 
进行最后的步骤：设计算法，使得在计算出大问题的最优解之前，其所需要的所有小问题的最优解都已被事先计算出。
 
首先，因为安排公司聚会问题考虑树状组织架构，需要一些变量存储树（公司的组织架构）的数据。令v为此公司的树状组织的内部节点（internal node），则Tv代表以v为树根的树。以图3.10为例，节点1是整棵树的根（root），T1代表整个公司的大树。节点2、3、4是节点1的3个儿子，而T2T3T4分别代表以2、3、4为树根的3棵小树。
 
用来描述这个算法的若干变量，说明如下：
 
·happy[v]每一个节点v将其快乐指数存于happy[v]中。

·sumofhappy[v]以v为根的部门（小树）的最大快乐指数。

·children[v，j]若children[v，j]返回true，则代表节点v为节点j的父节点。
 
表3.8中的算法可以计算出最优聚会名单的快乐指数总和，并存入sumofhappy[1]中。只要稍加修改，即可找出最优聚会名单。
 
表3.8　安排公司聚会的动态规划算法
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万一董事长不可以参加公司聚会，这样好吗？
 
怎么做，董事长一定会参加又不违反公司规定？
 
请人事部门调高董事长（带给员工）的快乐分数就好了。
 
这样会不会太假了！
 
太棒了，就这么办。
3.6　动态规划的技巧
 
如何判断一个问题是否可用动态规划来解？
 
本章的4个范例指示我们使用下列步骤思考，以及使用动态规划的技巧。
 
（1）判断大问题的最优解是否可以利用（多个）小问题的最优解组合并解出。
 
（2）若可以，则尝试写出大问题最优解和小问题最优解之间的递归关系。
 
（3）根据上述递归关系设计算法。先计算小问题的最优解，再计算出大问题的最优解。
 
哪种问题使用动态规划特别有效率？
 
动态规划有什么优点？
 
什么是动态规划？
 
计算并存储小问题的解，并将这些解组合成大问题的解。
 
什么是动态规划的特色？尤其是在加速计算方面的优点。
 
计算过的小问题不会重复计算。
 
如此有什么好处？
 
可以避免无谓的重复计算，以加快算法求解时所需的时间。
 
怎样可充分发挥动态规划的优点？
 
如果计算过小问题可被很多大问题利用来求解，也许更可以发挥出动态规划的优点。
 
怎样可以知道一个小问题的解可用于组合多少个大问题的解？
 
我好像写过两者之间的关系。对了，大问题最优解和小问题最优解之间的递归关系式子。
 
最后列出一些可以被动态规划解的问题，以供读者参考。
 
（1）矩阵链相乘（matrix-chain multiplication）：多于3个矩阵连乘时，不同顺序的矩阵相乘所得的结果相同，但需要的乘法运算总次数不同（一般加减法较省时间，故在此不计算）。此问题要找到最少乘法运算的矩阵相乘顺序。
 
（2）最优多边形三角分割（optimal polygon triangulation）：将一个多边形分割成多个三角形（分割点需在顶点上，且分割线不可相交），使其所需的分割线段长度总和最小。
 
（3）任意两点间的最短路径（all-pairs shortest-paths）：计算一个图中任意两个顶点（vertex）之间的最短路径，此图中不含有总和为负值的回路（cycle）。
 
（4）最优二叉搜索树（optimal binary search tree）：将被搜索的值置于二叉树（binary tree）的树叶（leaf）上。假设已经知道每个被查询的值的概率，此问题是创建一棵二叉搜索树，使得其所需的平均搜索时间最短。
 
（5）资源分配问题（resource allocation problem）：考虑m项资源和n个计划，当某项资源被分配到某个计划时，会有相对应的利益产生。此问题是找到一个资源分配的方式，使得整体的利益最大。
学习效果评测
 
1.最长严格递增子字符串：编写一个程序，从一串整数中找出最长严格递增子字符串（longest strictly increasing subsequence），即从一串整数中找到一个子集合；按照原来的顺序排列时，下一个数比上一个数值大，并且此子集合个数最大（即排出来的子字符串最长）。
 


输入：

-17 11 9 2 3 8 8 10



输出：

-17 2 3 8 10




 
2.给一个二维整数矩阵，找出一个子矩阵（sub-rectangle），该矩阵内所有数字的总和最大。例如，下列矩阵的解是下方的子矩阵：
 


-1      0       -9

-2      3       14

-2      4       20





3       14

4       20




 
而且其总和为41。
 


输入：

3 3                             (矩阵的行数和列数) 

-1 0 -9                 (以下是矩阵的数据)

-2 3 14

-2 4 20



输出：

41                          (子矩阵最大总和)






 
3.一台文件服务器（file server）希望被布置于一个连通（connected）网络的中心，使得网络上其他设备可以用最少的步数（hop）得以连接此服务器。例如，当此服务器被置于A时，最远的G最少需要花4步连接到A。但是当此服务器被置于D时，最远的F只需要两步即可抵达D。那么点D就是网络的中心点。
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输入：

6                               (网络上点的个数，并且以1, 2, 3……编号) 

9                               (网络上线的条数)

1 2                             (以下为每一条网络线的数据)

1 4

2 3

2 4

2 5

3 4

4 5

4 6

5 6



输出：

4                               (网络中心点的编号)






第4章　贪婪法
 
章节大纲
 
4.1　何谓贪婪法
 
4.2　最小成本生成树
 
4.3　霍夫曼编码树
 
4.4　贪婪法的陷阱：0-1背包问题
 
4.5　单位时间工作调度问题
 
4.6　证明贪婪法并介绍Matroid理论
 
4.7　贪婪法的技巧
4.1　何谓贪婪法
 
什么是贪婪法（greedy method）？
 
简而言之，就是重复地（或贪婪地）根据一个法则挑选解的一部分。当挑选完毕时，最优解也就出现了。
 
印度有一位农夫在田地的河边捡到一颗很漂亮的石头。他将石头带回家给小孩玩，小孩玩腻后，就将那颗石头随手丢到杂物堆的角落。有一天，一位珠宝商路过他家，告诉农夫在此附近有一条河，河里盛产钻石。农夫心想，种了一辈子的田太辛苦又赚不到钱，就决心把田地卖掉，去寻找那条产钻石的河。农夫找了好多年，无功而返。有天闲来无事整理家里时，在杂物堆里发现了那颗以前在河边捡来的石头，这才发现那竟是颗价值连城的大钻石。而他多年来苦心寻找的钻石河，正好位于他卖掉的田地内。
 
农夫寻找宝石的故事暗示：眼前的东西有时是最珍贵的。贪婪法一旦使用得当，会是一个有效率的策略，即便贪婪法也许无法解决所有问题。
4.2　最小成本生成树
 
第一个例子是使用最小成本架设网络的问题，如表4.1所示。
 
表4.1　最小成本网络架设问题
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这个问题是在输入的图（graph）中寻找怎样的答案？
 
应该是寻找此图的一部分，即子图（sub-graph）。
 
任意子图都可以吗？
 
不！需要将所有顶点连接在一起的子图。
 
还有其他条件吗？
 
这个子图的成本总和（sum）还必须最小。
 
上面描述了最小成本生成树（minimum cost spanning tree）问题：在一个有权重（weight）的图中，寻找一个子图（即此图的子集合）符合下列条件：
 
（1）连接在一起。　[此为树（tree）的性质]
 
（2）经过每一个顶点。　[此为生成（spanning）的性质]
 
（3）连线的成本总和最小。　[此为最小成本（minimum cost）的性质]
 
如图4.1所示，粗线的子图为整个图中一个最小成本生成树。
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图4.1　一个最小成本生成树（粗线的子图）
 
在任意一个连通图（connected graph）中找出其最小成本生成树后，会发现此树不含回路，而且任意地额外加入一条新的连线于此树上，就会产生一个唯一的回路。如图4.1所示，加入线（e，h）即可产生回路{dehi}。相反地，一旦从这棵生成树上任意地删除一条连线，就会造成整棵树不连通。用构建一个连通网路的问题打比方，每一棵最小成本生成树是将网络连在一起的最精简（最省线材）的方式。
 
如何在一个图中找到一棵最小成本生成树？
 
嗯！不知道。
 
观察最小成本生成树的例子（见图4.1），试着找这些最优解的特点？
 
一棵生成树是通过每一个顶点且拥有连接、成本最小及无回路的特点。
 
利用这些特色可以找到最小成本生成树吗？
 
嗯！好像不行。
 
试着比较落在最小成本生成树中的连线和不在其中的连线的差别？
 
看不出来有什么差别，除了任意地额外加入一条连线在生成树上就会产生唯一的回路。
 
注意此回路，试着找出生成树上的连线和新加入的连线之间有什么差别？
 
似乎在此回路中新加入（即不在最小成本生成树上）连线的成本都比回路中其他（即在最小成本生成树上）连线的成本高。
 
这个发现有助于找到一棵最小成本生成树？
 
也许可以先不考虑成本较大的连线，或按照连线的成本从小到大的顺序构建一个连通网络。
 
试几个例子看看，可否找到一棵最小成本生成树？
 
有些例子在连接的过程中会发生回路。这种情况需要避免，因为目标是要找到一棵树，而树是无回路的。
 
目前你有什么想法？
 
按照连线的成本从小到大的顺序连通整个网络，同时需要避免发生回路。
 
Kruskal的最小成本生成树的算法是：按照连线的成本，从小到大按序选择连线连通整个网络，但是在此过程中需避免发生回路。以图4.1为例，此算法的执行过程如图4.2所示。
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图4.2　Kruskal最小成本生成树算法的执行范例
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图4.2　Kruskal最小成本生成树算法的执行范例（续）
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图4.2　Kruskal最小成本生成树算法的执行范例（续）
 
详细的Kruskal最小成本生成树算法如表4.2所示。
 
表4.2　Kruskal最小成本生成树的算法
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Kruskal最小成本生成树算法还有一个步骤需要进一步讨论，如图4.3所示。
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图4.3　当线（e，h）加入时会造成回路
 
当一连线（e，h）加入时，如何判断T∪{（e，h）}会不会形成回路？试着观察一个例子。
 
好像是判断两个欲选的连线的两端点是否已经相连了。
 
如何判断两顶点已经相连了？
 
只要检查两顶点是否已经有一条路连通即可。
 
如何检查两顶点间是否有一条路连通？
 
嗯……
 
所有连通的点有什么共同性质？
 
所有连通的顶点彼此互相连接。
 
如何记录这种关系？
 
将所有相连的顶点用一个集合记录。
 
这个关系什么时候会被改变？
 
当加入的新连线连通两个不同的集合时。
 
此时关系会有怎样的改变？
 
这两个原来是不同的集合，因为新加入的连线，导致这两个集合的所有顶点都彼此可以连通在一起，因此可以将这两个集合并集成一个大的集合。
 
如何存储一个集合？
 
可以用矩阵存储。
 
还有更好的方式吗？
 
嗯……
 
为何选中|V|-1条连线后，此算法即可停止？
 
因为已经找到一棵生成树了。
 
|V|个顶点的生成树有多少条连线？
 
好像是|V|-1。
 
这个算法是对的吗？其时间复杂度为多少？
 
嗯……
 
Kruskal最小成本生成树算法的时间复杂度为O（|E|log|E|），如表4.3所示。注意Step3需运用较有效率的集合并集（union）和查找（find）的数据结构。
 
表4.3　Kruskal最小成本生成树算法的时间复杂度
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4.3　霍夫曼编码树
 
若将一份文本文件进行数据压缩（data compression）后，再上传到网络上，可以减少传输时间和成本。编码树用一棵二叉树（binary tree）表示编码的方法。如图4.4所示，每个被编码的符号被置于此二叉树的树叶（leaf）上，而且树上的每一条连线被标上一个二进制位（bit）的0（向左的连线）或1（向右的连线）。
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图4.4　编码树
 
在一棵编码树上，从树根（root）走到一个特定的树叶（leaf）会形成一条唯一的路径。收集这条路径各个连线上的0与1数字串，也就是此树叶上的符号所对应的编码。例如，图4.4中的F对应1001，而D对应101。
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不同的编码树会有不同的编码方式，也会产生不同的数据压缩效果。如果知道每个符号在传送数据中出现的次数，如何构造出一棵最优的编码树将传送的数据压缩成最少的位，就成为一个值得探讨的问题，如表4.4所示。霍夫曼编码（Huffman code）就是其中一种方法。
 
表4.4　构造最优的编码树
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编码树的数据压缩效果与什么有关系？
 
应该与符号出现的次数和符号编码有关。
 
符号出现的次数对此符号在最优编码树上出现的位置有何影响？
 
嗯……
 
出现最多次数的符号应该放在编码树的什么地方？
 
当然是越靠近树根（root）越好！因为这样对应的位数总和会越少。
 
出现最少次数的符号应该放在编码树的什么地方？
 
越靠近树叶（leaf）越好，这样可把靠近树根的位置留给出现较多次数的符号。
 
按此想法，如何构造一棵最优的编码树？
 
根据符号出现的频率安排出现在树上的位置：即在树的上层放置常出现的符号，在树的下层放置较少出现的符号。
 
一开始要怎么做？
 
也许可以将最少出现的两个符号放在树的最下层。
 
霍夫曼编码树就是贪婪地以“出现最少次数的两个符号放在树的最下层”的方法所构造出的一棵最优的编码树。下面使用一个范例说明。
 
步骤1　一开始整个集合包含所有符号，将每个符号的权重设置成其出现的次数，并且按照权重从小到大排列，如图4.5所示。
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图4.5　构造霍夫曼编码树算法的过程之一
 
步骤2　将集合中出现最小权重的两个符号E（权重1）和F（权重2）取出，合并成一棵二叉树（binary tree）后，将此树的权重设为E和F权重的和（即1+2=3），并按照权重从小到大的顺序插入原顺序中，如图4.6所示。
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图4.6　构造霍夫曼编码树算法的过程之二
 
步骤3　将集合中出现最小权重的树（权重3）和D（权重5）取出，合并成一棵二叉树。将此新树的权重设为8（=3+5），并按照权重从小到大插入原顺序中，如图4.7所示。
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图4.7　构造霍夫曼编码树算法的过程之三
 
步骤4　将集合中出现最小权重的B（权重6）和C（权重7）取出，合并成一棵树后，并将此新树的权重设为13（=6+7），再次放回原顺序中，如图4.8所示。
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图4.8　构造霍夫曼编码树算法的过程之四
 
步骤5　将集合中出现最小权重的树（权重8和权重13）取出，合并成一棵树（其权重设为21）后，依次放回原集合，如图4.9所示。
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图4.9　构造霍夫曼编码树算法的过程之五
 
步骤6　将集合中剩下的两个字符合并成一棵树后，放回原集合。此新树的权重为35（=14+21），如图4.10所示。
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图4.10　构造霍夫曼编码树算法的构造结果
 
构造霍夫曼编码树的贪婪算法如表4.5所示。
 
表4.5　构造霍夫曼编码树的算法
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构造霍夫曼编码树的时间复杂度分析如表4.6所示。
 
表4.6　构造霍夫曼编码树的时间复杂度分析
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4.4　贪婪法的陷阱：0-1背包问题
 
当贪婪法使用得当（如前两节所述）时，会是一个有效率的策略。但是，目前并非所有问题都可用贪婪法解决。下面介绍的0-1背包问题（0-1Knapsack problem）就是一个例子，如表4.7所示。
 
表4.7　0-1背包问题

 
 [image: ]

 
直觉上，贪婪地挑选当前最有价值且轻的商品，会有最优解，也就是从大到小按照{价值/重量}的值挑选。表4.8就是一个0-1背包问题的例子，表4.8的解析如图4.11所示。
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图4.11　表4.8的解析
 
表4.8　0-1背包问题的一个范例
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令袋子的重量限制W=50。若按照从大到小{价值/重量}的值挑选，则选入袋子的商品为d1和d2，而总价值为60+100=160。注意，此刻d3不可同时纳入，否则总重量为60，就超过袋子的负荷（W=50）了。但可惜的是，此解并非最优。若取d2和d3，则总价值为100+120=220，且总重量为20+30=50，并未超过袋子的负荷。
 
从上例可知，使用贪婪法未能成功地解答0-1背包问题。当每件商品可任意被取走一部分时（如取走商品d1的35%），这类背包问题被称为部分背包问题（fractional knapsack problem）。有趣的是，部分背包问题可以使用上述贪婪法找到最优解。注意，当最后取一件完整商品会超过袋子的负荷限制时，此法只取这种商品的一部分，使得整个袋子装满即可。
4.5　单位时间工作调度问题
 
当前知道的贪婪法可解的问题有最小成本生成树、构造最优的编码树，而贪婪法尚未成功解决的问题有0-1背包问题。本节再介绍一个贪婪法可解的问题——单位时间工作调度问题，以突显判断一个问题是否可用贪婪法来解是一个极需思考的议题，如表4.9所示。
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表4.9　单位时间工作调度问题
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首先，我们通过下列讨论，希望可以构思这个问题的解决方法。
 
若要缴纳最少罚金，怎样的工作需要先安排？
 
应该是期限早到期的工作或罚金较多的工作。
 
这两类工作哪一种需要先安排？
 
嗯……
 
如果期限早到期的工作先安排，会有什么缺点？
 
应该是当罚金较多的工作想要先安排时，却被期限早到期的工作占用了机器。”
 
相反地，如果罚金较多的工作先安排，会有什么缺点？
 
应该是当期限早到期的工作想要先安排时，却被罚金较多的工作占用了机器。
 
回到原来的问题，这两类的工作哪一种需要先安排？
 
嗯……
 
调度的目的是什么？
 
找到缴纳罚金最少的调度。
 
哪一种调度最有可能缴纳较少罚金？
 
嗯……
 
每一种调度下，被处罚的工作罚金的情况是怎样的？
 
我想一下。第一种调度当罚金较多的工作想要先安排时，却被期限早到期的工作占用了机器，罚的是罚金较多的工作；相对地，第二种调度当期限早到期的工作想要先安排时，却被罚金较多的工作占用了机器，罚的是期限早到期的工作。
 
哪一种调度最有可能缴纳较少罚金？
 
嗯，也许应该先不用第一种调度。不必先承受罚金较多的处罚，如果使用第二种调度，罚的就是期限早到期的工作，也许缴的罚金比较少。
 
将罚金较多的工作先安排的方法可以设计出一个贪婪算法。下面使用一个范例说明。
 
步骤1　将所有工作按照罚金的大小排列好。
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步骤2　按照Step1所得的顺序，将每件工作一一运用下列步骤判断是否加入当前的工作调度中。
 
步骤2.1　将工作1排入排程日期。
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步骤2.2　试着将工作2排入排程日期，因其期限为2（比工作1的期限4早），故将工作2排于工作1之前。
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步骤2.3　工作3和工作4排入排程日期时，也按其期限先后排入。
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步骤2.4　若要将工作5排入排程日期，则因其期限为1，需将前面的工作2、4、1及3的排程日期都向后推一日，但会造成工作3超过期限。因此工作5先不排入（预定被罚）。
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步骤2.5　若要将工作6排入排程日期，则因其期限为4，可排在工作3之后，但会造成工作6超过期限。因此工作6也暂时不排入（预定被罚）。
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步骤2.6　工作7顺利排在工作3之后。
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步骤2.7　最后将先前未排的工作5和6任意排入排程日期，并接受处罚。
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表4.10　单位时间工作调度问题的贪婪算法
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4.6　证明贪婪法并介绍Matroid理论
 
单位时间工作调度问题的贪婪算法是对的吗？
 
老师说的一定正确。
 
Kruskal最小成本生成树算法是对的吗？
 
嗯，Kruskal挺有名的，他设计的算法应该差不了多少。
 
有没有方法证明这些贪婪法是正确的呢？
 
嗯……
 
本节所介绍的理论可用于证明一些贪婪法是正确的。贪婪算法的设计常需要提供证明，而证明需要严格的论证，总是令人不易接受。第4.2节中介绍的Kruskal最小成本生成树算法的证明如下，你可以试试看此证明正确与否。
 
Kruskal算法在一连通图中找到最小成本生成树
 
证明：
 
假设由Kruskal算法找到的树是t，而t'是一棵最小成本生成树。我们要证明的是这两棵树的成本相同。如此也就证明了Kruskal算法可以找到最小成本生成树。令E（t）和E（t'）分别为两棵树的连线集合（edge set），此时有两种可能：
 
（1）两棵树的连线集合相同，则这两棵树的成本必相同，得证。
 
（2）两棵树的连线集合不相同，则令q为落在t中（即61371.png），但不在t'中的最小成本的一条连线。
 
①此q必然存在，否则两棵树的连线集合相同。
 
②将q加入t'中必产生唯一的环路，因为在任何一棵生成树（spanning tree）（图4.12粗线）上加入任意一条非树上的新连线（图4.12虚线）必产生唯一的环路（cycle）。
 
③在此唯一的环路中，必然至少存在一条连线不在t中，令q'为此连线（q'∈t'）。否则，此环路存在于此树t中（但t为一棵树，不应该有环路），产生矛盾。
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图4.12　产生唯一的环路
 
④连线q'（∈t'）的成本必高于或等于连线q∈的成本。否则q'的成本小于连线q的成本，则kruskal的算法会先考虑将q'（而非q）纳入t中。注意，将q'纳入t中不会产生环路的原因是，小于q而落于t中的连线也必落于树t'中，因为当初选择的q是落在t中但不在t'中的一条最小成本线。
 
⑤将t'中的q'换成q（即E（t'）-{q'}∪{q}）会产生一棵新的生成树，且此树的成本不会高于原先的树t'。也是一棵最小成本生成树，而其连线集合比t'更靠近t。
 
重复以上步骤，t'会逐渐转变成t。因此得证。
 
看起来，想证明一个贪婪算法是正确的，有时不太容易。下面介绍一种离散结构——Matroid，可以协助证明一些贪婪算法。Matroid的定义如下：
 
Matroid
 
Matroid是符合下列条件的一个系统M=（S，I）：
 
（1）S是一个有限元素的集合（非空集合）。
 
（2）I是S的子集合所构成的集合（非空集合），称为S的独立集合（independent set），需具有以下两个性质。
 
①继承性质（hereditary property）：如果B∈I且A[image: ]B，那么A∈I。
 
②交换性质（exchange property）：如果A∈I、B∈I，且│A│<│B│，那么存在x∈B-A使得A∪{x}∈I。
 
Matroid中独立集合的继承性质是任何此集合中元素的子集合都落入独立集合中。如图4.13所示，{ABC}落入独立集合中，则{ABC}的子集合都落入独立集合中。Matroid中独立集合的交换性质保证在独立集合中，任何一个较小的集合都可以从一个较大的集合中找到一个元素，加入后扩大为另一个独立集合。
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图4.13
 
有些问题可表示成在有权重（正数）的Matroid中寻找最大权重的独立集合的问题。例如，最小成本生成树的问题就是寻找最小成本的连线，进而得以连接所有的顶点。将{无回路的连线集合}看成是一个独立集合，且将每条连线的权重w转换成c-w，此处c是一个大于所有连线权重的正值，最小成本生成树的问题（可被证明）就是找出最大权重独立集合的Matroid。
 
此问题的继承性质十分明显，因为无回路的连线集合的子集合必不含回路。而交换性质从表4.10的证明中大致可以看出。本章第4.5节中的单位时间工作调度问题也可以表示成Matroid，其中的独立集合为{不被罚钱的工作集合}。
 
当有一个问题可以被表示成有权重（正数）的Matroid时，表4.11中的贪婪算法可以找到最大权重的独立集合。
 
表4.11　Matroid的最优贪婪算法
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4.7　贪婪法的技巧
 
贪婪法的一般设计步骤如下：
 


Algorithm Greedy(a, n )

// a [1:n] 包含 n 输入；solution 为解集合

{

solution:=φ ;

for i :=1 to n do

　{

　按照某法则，从 a 中选择出 x 。

　if 按照某法则判断 x 可以被加入 solution 中

　then

　solution :=solution ∪{x }。

　}

返回solution。

}




 
当你想用贪婪法解题时，注意你的方法是否针对所有输入都可以找到想要的答案或最优解。若问题需要的答案是必须找出最优解，而你的方法只是找到还不错的解或偶尔找到最优解，则可能不符合要求。
 
另外，可表示成Matroid的问题可利用贪婪法解决或提供其正确性证明，但是不代表当一个问题不被表示成Matroid时，就断定此问题绝不可能使用贪婪法求解。
 
总而言之，使用贪婪法时要小心设计并证明，以免失去找到最优解的机会。最后，一般算法书中提到可以用贪婪法解的问题还有以下几个：
 
（1）磁带上的最优存储空间：有n个程序想被存储在一个长度为L的磁带上。假设每一个程序被读取时，磁带都在起始的位置。每个程序的长度可能不同，请找出n个程序的一种存储排列方式，使得其平均的读取时间最短。
 
（2）最优合并模式：两个排列好的稳健分别有s和t笔数据，共需要O（s+t）的时间，将其合并成一个排列好的文件。输入n个排列好的文件（大小不一），找出一个花费最少比较次数的合并模式，可以两两合并成最终的文件。
学习效果评测
 
1.编写一个程序，将一个连通图G=（V，E）的最小成本生树的权重总和输出，其中V为顶点集合，而E为有权重的连线集合。
 


输入：

9 　　　　　　(顶点 V 的个数)

15 　　　　　　(连线 E 的个数)

a b 2 　　　　　(以下是连线及其权重)

a f 13

a g 7

b c 6

b e 15

b f 9

c d 10

c e 12

d e 3

d i 7

e h 8

f g 11

f h 14

g h 5

h i 1



输出：

40 　　　　　　(最小成本生树的权重总和)




 
2.有n个程序想被存储在一个长度为L的磁带上。假设每一个程序被读取时磁带都在起始的位置。每个程序的长度可能不同，找出n个程序的一种存储排列方式，使其平均的读取时间最短。假设每一个程序被读取的概率是一样的。例如，当n=3，而3个程序的长度为（5，3，1）时，不同的存储顺序将会有不同的读取时间。
 


输入：

3 　　　　　　(程序的个数)

5 3 1 　　　　　(每个程序的长度)



输出：

1 3 5 　　　　　(最优的存储排列方式)
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3.两个排列好的文件分别有s和t笔数据，共需要O（s+t）的时间，将其合并成一个排列好的文件。输入n个排列好的文件（长度不一），找出一个花费最少比较次数的合并模式，可以两两合并成最终的文件。
 


输入：

20 30 10 5 30 　　　(每个文件的长度)



输出：

205　　　　　　　 (最少的比较次数)




第5章　修剪与搜索法
 
章节大纲
 
5.1　何谓修剪与搜索法
 
5.2　找坏蛋问题
 
5.3　猜数字问题
 
5.4　约瑟夫问题
 
5.5　简化的线性规划问题
 
5.6　修剪与搜索法的技巧
5.1　何谓修剪与搜索法
 
何谓修剪与搜索法（prune and search）？
 
简而言之，就是在寻找解的过程中，重复地将解的可能范围缩小，直到可以直接找到解为止。
 
修剪与搜索法好像儿时玩的游戏。
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首先，用小刀在泥地上画一个长方形。第一个小朋友将此小刀向长方形中掷下，并使其插立于泥地上，并任意画一条直线经过此点，同时将此长方形分割成两半。接下来，另一个小朋友在此两半中选择其一掷下，并使其插立于泥地上；同样地，任意画一条直线经过此点，并将选择的区域分割成两半。
 
两方不断轮流，直到一方掷到选择的区域外或未插立于泥地上时宣告失败。这个游戏的特点是可以选择的区域不断变小，使得将小刀掷中的难度越来越高。此游戏和修剪与搜索法都是将求解空间不断缩小的一种方法。
5.2　找坏蛋问题
 
第一个修剪与搜索法的例子是从一窝蛋中找一颗坏掉的蛋，如表5.1所示。
 
表5.1　找坏蛋问题
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找到坏蛋的方法需要善用天平。因为坏蛋的重量较轻，所以当天平两边有相同数量的蛋时，较高（轻）的一边为坏蛋所在的位置。以图5.1为例，将一窝10个蛋平分于天平两边，观察发现天平向右倾斜，所以坏蛋在左边的5个蛋中，可排除坏蛋在右边的可能（见图5.1（a））。使用相同的方法，再将5个蛋平分于天平两边，多余的一个暂时放在一旁。若天平左右一般高，则放在旁边的蛋是坏的（见图5.1（b））。若有一边较高，则坏蛋落于高的那一边（见图5.1（c）和图5.1（d））。
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图5.1　坏蛋落于天平高的那一边
 
以上做法的特点是：每用一次天平，就将大约1/2的蛋排除。当剩下2个或3个蛋时，再用最后一次天平就可以找到坏蛋了。显然，这个算法的时间复杂度为O（log2n），此处n为蛋的个数。
5.3　猜数字问题
 
第二个修剪与搜索法的简单例子是猜测事先预定好的一个正整数（小于100）。当每次猜测的数字输入后，会给“猜中”“太高”或“太低”的提示。
 
假设事先预定好的整数是27，当猜测45时会提示“太高”，此时解的范围在1~44之间；当猜测18时会提示“太低”，此时解的范围缩小为19~44之间；当猜测29时会提示“太高”，此解的范围再缩小为19~28之间；当猜测26时会提示“太低”，此解的范围再缩小为27~28之间。显然，最多再猜两次即可猜中，如图5.2所示。
 
这个任意猜测的方法不能保证所需的猜测次数。但是经过几次尝试后可以知道，若每次总是猜测可能解的范围的中间值，则至少可消除一半的解的范围。这种猜测方式的算法可参考表5.2。
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图5.2　解的范围不断地缩小
 
表5.2　猜数字的算法
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5.4　约瑟夫问题
 
接下来这个问题十分有趣，是一个利用数学拯救自己性命的一个历史故事，如表5.3所示。
 
表5.3　约瑟夫问题
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哪一名囚犯会存活下来？
 
不知道呀！
 
可以试几个小例子，看看是否有规律？
 
当有10名囚犯时，自裁的顺序是2→4→6→8→10→3→7→1→9，最后5号囚犯存活下来。
 
当有13名囚犯时，自裁的顺序是2→4→6→8→10→12→1→5→9→13→7→3，最后11号囚犯存活下来。
 
是否有规律？
 
好像偶数编号的囚犯都最先自裁。
 
奇数是否有规律？
 
好像没有。
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表5.4是具有1~16名囚犯的16种情况下最后存活囚犯的编号。这里J（n）代表当有n名囚犯时，最后存活下来的囚犯编号。
 
表5.4　约瑟夫问题的1~16名囚犯不同情况下的结果范例
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从此表中可以得知，当囚犯人数J=1，2，4，8，16时，其输出J（n）都是1。而且存活下来的囚犯编号都是奇数，因为偶数编号的囚犯在第一圈时，就最先自裁了。我们可先删除所有偶数编号的囚犯会存活到最后的可能。
 
哪一名奇数编号的囚犯会存活下来？
 
不知道呀！
 
在第一圈后，还存活几名奇数编号的囚犯？
 
大约一半的囚犯。准确地说，如果所有囚犯人数是偶数2k，那么在第一圈后，还存活k名奇数编号的囚犯；如果所有囚犯人数是奇数2k+1，那么在第一圈后，还存活k+1名奇数编号的囚犯。
 
知道还存活k名奇数编号的囚犯时，哪些囚犯会存活下来？
 
不知道呀！好像需要重新编号，一旦又被编到偶数，就要倒大霉了。
 
在第一圈偶数号囚犯自裁后，如果重新编号后知道哪些囚犯会存活下来，这些囚犯的旧编号是多少？
 
肯定是奇数！当新编号是1，2，3，4时，其旧编号就是1，3，5，7……就看新编号是第几名。如果新编号是第i名，那么对应的旧编号就是第2i-1名。这是一个等差数列。
 
可否用一个小例子检查上述发现是否为真？
 
假设一开始共有10名囚犯。在第一圈自裁5名偶数号囚犯后，剩下5名奇数号囚犯。在此剩下的5名奇数号囚犯中，谁会是最后的存活者？简单，查看表5.4就好了，J（5）=3。所以是顺时针排第3名的囚犯，他的原先编号是1，3，5（=2×3-1）。最后存活者是编号为5的囚犯。
 
如何利用符号记录上述发现？
 
J（10）=5。换句话说，在第一圈自裁5名偶数号囚犯后，J（10）=2×J（5）-1=2×3-1=5。
 
J（2k）=2J（k）-1？另一方面，J（2k+1）=？
 
嗯……
 
当囚犯人数是奇数2k+1时，在第一圈删除编号1后，还存活k名奇数编号的囚犯，因此J（2k+1）=2J（k）+1。若再加上先前的发现（即J（2k）=2J（k）-1），则可以设计一个算法解决约瑟夫问题，如表5.5所示。
 
表5.5　约瑟夫问题的算法
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公式J（2k）=2J（k）-1也说明了“J=1，2，4，8，16时，其输出J（n）都是1”的原因，如J（4）=2J（2）-1=2（2J（1）-1）-1=1。
 
其实还有一个更快、更直接的计算方式，这个方式巧妙地隐藏于二进制表示法中。表5.6是将表5.4的数值化成二进制表示法，以方便进一步观察。
 
表5.6　神奇的规律隐藏于二进制表示法中
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n和J（n）之间是否有规律？
 
好像出现1的数目相同。
 
排列顺序是否有规律？
 
好像没有。不，好像是在绕圈圈。
 
绕圈圈？可以换个方式说清楚吗？
 
将n的每个数字向左移一格，同时最左的1像绕圈圈一样移到最右边，就变成J（n）。
 
你是正确的，但是为什么呢？
 
嗯……
 
目前在什么情况下这个问题最容易被解决？
 
当J=1，2，4，8，16或2k时，最后存活的囚犯编号必为1。
 
可以利用这个结果吗，困难点在何处？
 
所有囚犯人数不会总是2k，除非囚犯人数可以减少。
 
什么方法可以让囚犯人数减少？
 
如果可以，先让几名囚犯自裁。直到剩下2k名囚犯，这样最后自裁的囚犯的下一位就是最后存活者。
 
需要自裁多少囚犯？
 
多于2k的囚犯就自裁掉。例如，J=10时，需要自裁到剩下23名囚犯；也就是10=23+2，需要自裁2名囚犯。
 
知道最后自裁的囚犯是谁就好了。
 
不难呀！因为2名囚犯要先自裁，所以自裁的顺序是从偶数的2，4，6……算起；2×2=4，最后自裁的是编号为4的囚犯。
 
那么最后存活的囚犯编号是多少？
 
最后自裁囚犯的下一位，就是编号为4的下一位；自然，4+1=5，编号为5的囚犯就是最后存活者了。
 
这个方法和先前观察的规律有关系吗？
 
当n=10=（1010）2时，将（1010）2的每个数字向左移一格，得到（0100）2=4，刚好是最后自裁的囚犯的编号。之后将最左的1移到最右边，刚好得到最后存活者的编号J（n）=（0101）2=5。真是神奇呀！
 
将10=（1010）2的每个数字向左移一格，就得到最后自裁囚犯的编号，为什么？
 
因为（1010）2-（010）2=（1000）2=8=23，（010）2就是需要减少的囚犯的数目。将（1010）2的每个数字向左移一格，（010）2=2乘以2变成（0100）2，就是计算最后自裁囚犯的编号。
 
为何最左的1需要移到最右边？
 
最后自裁囚犯的下一位就是最后存活者，这个加1的操作只是在算下一名囚犯的编号。
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表5.7是利用此方法所设计出的快速算法。
 
表5.7　约瑟夫问题的快速算法
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5.5　简化的线性规划问题
 
线性规划是一个应用广泛的解题工具，因此有效率地找到线性规划问题的解是一个程序设计的基本课题。首先，利用一个例子引出线性规划问题，再设计一个有效率的修剪与搜索算法解决线性规划中的一个简化问题。这是一位农夫想养猪羊赚钱的问题，可参考表5.8。
 
表5.8　农夫养猪羊问题
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注：该范例中表示价格的数字只是举例用，没有实际市场意义
 
用x代表农夫饲养猪的数目，y为饲养羊的数目。我们可以将上述农夫养猪羊的问题转换成以下两个变量的线性规划问题。
 
·目标式（objective function）：极小化x+y的值（此式在于希望养猪羊的总数最少）。

·限制式（constraints）：此解需符合下列每一个条件。
 
（1）x≥0且xεZ（即整数）。
 
（2）y≥0且yεZ（即整数）。
 
（3）1500x+2200y+400×12x+700×12y≤200000（此式等同于6300x+10600y≤200000，在于保证养猪羊的成本少于向朋友借的钱）。
 
（4）22000x+35000y≥200000（此式在于保证卖猪羊的钱超过200000元）。
 
图解法常被用来解决简单的线性规划问题。此法先绘出其解空间，再寻找解空间的解，使其符合目标式的要求。上述问题对应的解空间如图5.3所示。
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图5.3　对应的解空间
 
图5.3中任何落在解空间内（灰色区域）的点都符合限制式。表5.9的问题就在图5.3的灰色区域中，找到使得x+y为最小的点。因此，图解法接下来寻找经过灰色区域，且和x+y=0并行的线（即x+y=k的直线），使得k值最小。从图5.3得知，x+y=6为此解。因此这位农夫需养6头羊，就可以在一年后靠卖羊获得超过200000元。
 
此问题的最优解必定落在直线的交点上，因此图解法暗示着一个简单的算法。此法就是先计算出所有任意两条直线的交点，过滤去除不符合限制式的交点，再从中找到让目标式（objective function）x+y为最小的交点，就是最优解。当n代表限制式的数目时，因为n条直线最多有[image: ]个交点，所以这个算法最少需要O（n2）以上的时间执行。
 
设计更快的算法求解两个变量的线性规划问题看起来并不容易。我们将介绍一个简化后的线性规划问题，并且为其设计一个O（n）时间复杂度的算法。有趣的是，这个算法在稍加修改后，有机会解决一般的两个变量的线性规划问题，其时间复杂度依旧是O（n）。
 
此简化问题的目标式固定为y，而其所有限制式都为y≥ax+b这种类型（这里的a和b是常数）。下面介绍一个简化的两个变量线性规划问题的范例，对应的解空间如图5.4所示。
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图5.4　对应的解空间
 
目标式：找出y的最小值
 
限制式：此解需符合下列条件
 
（1）0≥-x
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（4）y≥4x-80
 
如何找到这个简化问题的最优解？
 
嗯……
 
先想想此最优解有什么特性？
 
最优解在解空间的最低点，此点正好是两条线的交点。另外，解空间像一个漏斗，往下是缩小的。
 
可以利用这个特性找到最优解吗？
 
如果可以沿着解空间的边界向下找到漏斗底部，应该可找到最优解。
 
怎么找到解空间的边界？
 
嗯……
 
仔细观察边界，可以看到什么特性？
 
边界是由数条线段连接而成的。
 
仔细观察线段，这些线段有什么特性？
 
线段的正上方是解空间，好像没有其他线段。解空间的边界总是出现在最高点。
 
试试看是否可利用这个特性找到边界？
 
利用一条自上而下的直线计算与其他直线所有的交点。形成最高交点的线会帮助构成边界。
 
找到边界对寻找最优解有什么帮助？
 
最优解位于边界最低的方向，也就是计算边界的斜率可以决定最优解的方向。
 
如何利用最优解的方向协助找到最优解？
 
嗯……
 
利用最优解的方向修剪冗余的限制式，以便高效率地找到最优解，这是这一算法的核心。下面的范例说明其主要概念。在图5.5中，当最优解在虚线的左边且AB两条直线的交点在右边时，A直线必与最优解无关。
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图5.5　当最优解在虚线的左边且AB两条直线交点在右边时，A直线必与最优解无关
 
原因是AB两条直线在虚线左边的范围，B直线则永远高于A直线；因为AB两条直线都是y≥ax+b这种类型的限制式，符合AB两条直线所围的点都是向上的区域（如箭头所示）。在虚线的左边，A直线所围的区域都比B直线所围的区域大，故可行的解（含最优解）必落在B直线的上端。因此对找到最优解而言，A直线是多余的，可被去掉。
 
值得注意的是，任意两条相交的直线必可删除其中一条，而不影响找到最优解的机会。
 
表5.9的算法就是利用修剪搜索的概念不断修剪去掉一定比例的限制式，直到剩下两条限制式为止。
 
表5.9　简化的两个变量线性规划问题的算法
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此算法在每执行一次循环（Step2~Step6）后，会剪除大约四分之一的限制式。因为当有n个限制式时，在Step2中会找到大约n/2个交点，而利用直线x=xm分割成左右各大约n/4个交点后，最后将会剪除大约n/4个限制式。
 
令T（n）是执行此算法所需的时间时，可得T（n）=T（3n/4）+O（n），因为Step1到Step7都可以在O（n）时间内完成（注意，Step3可利用第2章找第k小值的O（n）算法）。解开此递归式可知，此算法的时间复杂度为T（n）=O（n）。
5.6　修剪与搜索法的技巧
 
修剪与搜索法总是需要执行多次循环，并在每次循环中缩小固定比例的解范围。如何有效地缩小固定比例的解范围是使用修剪与搜索法的关键技巧。
 
最后列出一个可被修剪与搜索法解决的问题——一个中心问题（the1-center problem）：给定平面上n个点，找一个最小的圆可以覆盖所有的点，如图5.6所示。
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图5.6　找一个最小的圆，可以盖住平面上所有的点
学习效果评测
 
1.约瑟夫问题：编写一个程序，输入囚犯人数n，输出存活下来的囚犯编号J（n）。
 


输入

10                                      (囚犯人数 n)



输出                      

5                                       (存活下来的囚犯编号 J(n))




 
2.假设有2n个人围成一个圆圈。前面n个人是好人，而后面n个人是坏人。编写一个程序，找出一个m值，当沿着圆圈处决第m人时，所有坏人会先被定罪。
 


输入

3                                       (n值)



输出 

5                                       (m值)




 
3.输入平面上n个点，编写一个程序，找出一个最小的圆（circle）可以包含平面上所有的点。
 


输入

 4                                      (n值)

 1   0                          (以下为 n 个平面点的坐标)

 0   1

-1   0

 0  -1



输出 

0 0                                     (圆心的坐标)

1                                       (圆的半径)




第6章　树搜索法
 
章节大纲
 
6.1　何谓树搜索法
 
6.2　树状解空间：n个皇后问题
 
6.3　回溯法：涂色问题
 
6.4　广度优先搜索法：八数字谜题
 
6.5　加速技巧：旅行商问题
 
6.6　树搜索法的技巧
6.1　何谓树搜索法
 
什么是树搜索法（tree searching）？
 
简而言之，就是将问题的解空间想象成一棵树，求解的过程如同在这棵树上搜寻答案。
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图6.1　禅宗法脉传承
 
许多问题的解空间可以表示成一棵树。例如，禅宗法脉传承（见图6.1）、生物的演化、人类家族的繁衍都可以利用树来展现。在树上搜索解的过程如同在族谱上寻找自己的亲人一般自然。
6.2　树状解空间：n个皇后问题
 
第一个例子是n个皇后问题，如表6.1所示。
 
表6.1　n个皇后问题
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若将所有皇后按照行的顺序编号，则此处的Xi代表第i个皇后，放在该行从左开始计算的位置（即1≤i≤4且1≤Xi≤4）。例如，4个皇后问题其中一个解可以表示成（X1，X2，X3，X4）=（2，4，1，3）（可参考表6.1中的输出）。
 
树搜索法的第一步需将问题的解空间想象成一棵树。图6.2以4个皇后的问题为范例。
 
这棵树的第一层（level1）代表第一个皇后所放的行位置X1；第二层（level2）代表第二个皇后所放的行位置X2；类似地，第i层（level i）代表第i个皇后所放的行位置Xi。任意从这棵树的树根（root）走到树叶（leaf）的一条路径就代表4个皇后可能放置的位置。因为同一行不能放置两个皇后，即从树根走到树叶的任意一条路径上的值不会重复出现。
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图6.2　n个皇后问题的解空间被想象成一棵树（当n=4时）
 
如果利用深度优先搜索法（depth-first search）的方式在这棵树上搜索，就被称为回溯法（backtracking）。如图6.3所示，树上的数字代表此搜索的顺序。
 
 
 [image: ] 


图6.3　在4个皇后问题的树状解空间上，利用回溯法搜索的前31个步骤
 
在图6.3上，回溯法从编号1节点开始，按照数字的大小顺序搜索解答。当遍历第31个节点时，找到4个皇后的第一个解。此时，从树根走到树叶的一条路径为1-18-29-30-31，其对应到图6.2的解为（X1，X2，X3，X4）=（2，4，1，3）。此解正好是表6.1中4个皇后的放置位置。
 
表6.2将介绍4个皇后的撤退法。
 
表6.2　4个皇后的撤退法
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注意，上述算法并未构造出一棵树，在这棵树上搜索解答，也就是树搜索法用树代表解空间可能只是想象中的数据结构。
 
一般而言，一个问题的解空间可能使用不同种树表示。当然，就算在同一棵树上，也可以有不同的搜索顺序。下面将介绍常用的搜索方式。
6.3　回溯法：涂色问题
 
第二个例子是涂色问题，也是一个可以使用回溯法解题的例子，如表6.3所示。
 
表6.3　涂色问题
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同样地，首先将涂色问题的解空间想象成一棵树。图6.4是以表6.3中的输入为范例。此处的Xi代表点vi的颜色编号（即1≤i≤4且1≤Xi≤3）。
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图6.4　4点图（使用三种颜色）的涂色问题其解空间可以想象成一棵树
 
同样地，在这棵树上进行深度优先搜索所得到的解为（X1，X2，X3，X4）=（1，2，1，3）。涂色问题的回溯法如表6.4所示。
 
表6.4　涂色问题的回溯法
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注意，在涂色问题的回溯法中，若无法顺利为顶点vi涂上颜色（即所有颜色都与其相邻顶点冲突时），则回溯到上一个顶点vi-1，并继续尝试为顶点vi-1涂下一个颜色。此算法也并未构造出一棵树。
6.4　广度优先搜索法：八数字谜题
 
回溯法是在一个问题的解空间（表示成一棵树）上进行广度优先搜索。当然，在解空间中也可采取不同的搜索策略。下面介绍利用广度优先搜索法（breadth-first search）解八数字谜题，首先介绍八数字谜题，如表6.5所示。
 
表6.5　八数字谜题
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这个问题的解空间可表达成图6.5所示的一棵树。
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图6.5　八数字谜题的解空间被表示成一棵树（棋盘上的数字代表搜索的顺序）
 
当在这棵树上进行广度优先搜索时，其顺序如图6.5所示。注意，广度优先搜索法的规则为：在开始搜索下一层的节点前，当前这一层的节点需先被搜索完毕。图6.5显示了出八数字谜题前16步的搜索。
 
利用广度优先搜索法解八数字谜题的方法如表6.6所示。
 
表6.6　八数字谜题的广度优先搜索法
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6.5　加速技巧：旅行商问题
 
若想在树状的解空间上进行高效率的搜索，其中的一个策略就是尽量省略不必要的搜索。我们将利用旅行商问题（traveling salesperson problem）说明这个技巧，如表6.7所示。
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表6.7　旅行商问题
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在一个树状解空间中搜索一个最小成本的解时，如果已经推算出继续搜索某子树所得到解的成本一定高于最优解，此刻显然可以停止搜索此子树。
 
但是尚未找到最优解前，怎么知道某些解的成本高于最优解的成本呢？
 
好像是呀！
 
一定要知道最优解的值后，才能判断一个可行解的成本高于最优解的成本吗？
 
不知道！
 
譬如要找出全班同学中最矮的人（假设是a），在我们不知道a是谁之前，如何判断b不是最矮的人？
 
只要b比任何一个人高，就一定不是最矮的人。
 
又譬如全班同学排成几排，如果甲排最矮的都比乙排最高的人都还要高，那么哪一排的人不会有最矮的人？
 
当然是甲排中不会有最矮的人。因为甲排最矮的人都比乙排最高的人高。
 
换句话说，如果我们可以预估某一群解的成本下限（lower bound）为x，也可以预估最优解成本的上限（upper bound）为y，当x>y时，这一群解中必不存在最优解（如此可省略而不必去搜索这一群），因为最优解是可行解中最小成本的那一个。
 
从上面的讨论得知，“预估某一群解的成本下限”和“最优解成本的上限”有助于在树状解空间中有效率地搜索。
 
我们将用以上方法加速寻找旅行商问题的最优解。注意，最优解必须将每个顶点都刚好拜访一次，也就是此旅行路径需要进入且离开每个顶点一次。表6.7的最优路径为1→2→5→3→6→7→4→1。注意，此最优路径的成本刚好每一行和每一列都出现一个数字，如表6.8所示。
 
表6.8　在有向图矩阵A中，最优路径的成本刚好每一行和每一列都出现一个数字
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如果我们将任意一行或任意一列都同样减去一个常数（使其剩余值不为负值），那么此最优旅行路径并没有任何改变。例如，将表6.8中的第一行都减去一个常数7，此举导致顶点1直接走到其他顶点的成本都同时下降7。因为路径的其他部分成本都不变，故每一条旅游路径的相对成本差还是一样的，如表6.9所示。所以新的有向图的最优路径还是原来的那一条（1→2→5→3→6→7→4→1）。注意，这个被减去的常数是所有路径在这一步最少需要付出的成本。例如，从表6.9中得知，从顶点1直接走到其他顶点最少需付出的成本为7。
 
根据同样的道理，只要任意一行（或任意一列）减去某一个常数，而不会出现负数，上述动作就可以重复执行，而最优路径依旧存在于最后的那个有向图中。将所有减去的常数进行加总，便成为所有路径成本的一个下限。
 
表6.9　第一行都减去一个常数7后的有向图矩阵A
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每一行都减去一个最大的常数，使得该行不会出现负数，最后的结果如表6.10所示。当前累积的成本为7+2+7+5+3+1+4=29。
 
表6.10　第1行都减少7，第2行都减少2，第3行都减少7，第4行都减少5，第5行都减少3，第6行都减少1，第7行都减少4后的有向图矩阵A
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检查表6.10矩阵A的每一列，发现第6列并没有0。因此，第6列可以都减去1，此旅行商问题所有解的一个下限是29+1=30。经调整后的新有向图矩阵如表6.11所示。
 
表6.11　将表6.10的第6列都减去1后的有向图矩阵A
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下面我们将思考如何将旅行商问题的解空间表示成一棵树。
 
假设此旅行路径选择经过[2，5]这条线，那么此路径的最小成本是30。因为此类的旅行路径都经过[2，5]，每一个顶点仅能通过一次，故此类旅行路径不会在剩余的旅程中，而且不会从顶点2出发到其他顶点，或从其他顶点抵达顶点5。我们可剪除第2行和第5列，而且[5，2]这条线也不会出现在此路径中（否则会造成回路），因此可将A[5，2]设置为∞。经调整后的新有向图矩阵如表6.12所示。
 
表6.12　所有路径经过[2，5]的有向图矩阵A（删除第2列和第5列后将A[5，2]设置为∞）
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相反地，当旅行路径不经过[2，5]时，可将A[2，5]设置为∞，如表6.13所示。
 
表6.13　将A[2，5]设置为∞后的方向图矩阵A
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虽然这些路径不经过[2，5]，但所有旅行路径又必须经过2、5这两个顶点。所以此路径一定从顶点2直接走到顶点5以外的顶点（即顶点1或顶点3），而且从顶点2以外的顶点（即顶点4、顶点6或顶点7）直接走进顶点5。从顶点2直接走到顶点1或顶点3的最小成本为9（即19和9中的小值），而从顶点4、顶点6或顶点7直接走进顶点5的最小成本为1（即1、35和12中的最小值）。因此，不经过[2，5]这条线的所有路径的成本从30增加了10（=9+1），即为40。
 
同样地，第2行都减少9且第5列都减少1，经调整后的新有向图矩阵如表6.14所示。
 
表6.14　所有路径不经过[2，5]的有向图矩阵A

 
 [image: ]

 
使用[2，5]将解空间分成两个子树，并且找到相对应的成本下限，如图6.6所示。
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图6.6　使用[2，5]分割解空间
 
以上做法可以持续进行，最后可以得到如图6.7所示的树状解空间。
 
从树根（root）到最左下的树叶（leaf）所形成的路径包含[2，5]、[7，4]、[3，7]、[6，3]、[1，2]、[4，1]、[5，6]，刚好可形成一个旅游路径1→2→5→6→3→7→4→1，其成本为57，可为当前“最优解成本的上限”。
 
在搜索整个树状解空间时，当某一子树“预估的成本下限”大于此“最优解成本的上限”时，此子树就可以省略而不必继续搜索。
 
例如，图6.7中含[2，5]但不含[7，4]的所有解（被打×的节点）的下限为65，已经超过57（当前最优解成本的上限），因此不必继续搜索。
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图6.7　当搜索到被打×的节点时，因为其“预估的成本下限”大于当前“最优解成本的上限”，因此不必继续搜索此子树
 
寻找旅行商问题最优解的过程中，发现在一棵子树下一定找不到可行解时（如已经被选择的路线构成回路，但尚有其他顶点未被拜访），也可以立刻停止这棵子树的搜索。
6.6　树搜索法的技巧
 
回溯法和广度优先搜索法哪一种会最快找到答案？
 
很难说呀！也许要看最优解在树中的位置。
 
有可能猜测出最优解在树中的位置？
 
也许需要评估每一个搜索方向是否存有最优解的可能。
 
综合以上的范例和对话，我们可以将使用树搜索法的技巧整理在表6.15中。
 
表6.15　使用树搜索法解题的步骤
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学习效果评测
 
1.输入一个图和颜色数k，编写一个程序，将此图的顶点涂上颜色，使得相邻两个顶点的颜色不同。
 


输入：



3       (颜色数 k)

4       (输入图中顶点的个数，并且以 1, 2, 3 …编号)

5       (输入图中连线的条数)

1 2     (以下是连线的数据)

1 4

2 3

2 4

3 4

输出：



1 1    (顶点 1 被涂成颜色 1)

2 2    (顶点 2 被涂成颜色 2)

3 1    (顶点 3 被涂成颜色 1)

4 3    (顶点 4 被涂成颜色 3)






 
2.输入一个整数集合S和数字m，编写一个程序，找出集合中的元素，使得其总和刚好为m。
 


输入：



3 1 5 8 13 6 7          (集合 S)

18              (数字 m)



输出：



5 13






 
3.哈密尔顿路径：输入一个图，编写一个程序，找到一条路径，刚好经过每一个顶点一次，并且回到原点。
 


输入：



5       (输入图中顶点的个数，并且以 1, 2, 3 …编号)

7       (输入图中连线的条数)

1 2     (以下是连线的数据)

1 4

2 3

2 4

3 4

3 5

4 5



输出：



1 → 2 → 3 → 5 → 4 → 1






第7章　问题转换
 
章节大纲
 
7.1　何谓问题转换
 
7.2　将相异代表系问题转换成二分图上的匹配问题
 
7.3　将二分图上的匹配问题转换成网络流图问题
 
7.4　将网络流图问题转换成线性规划问题
 
7.5　问题转换的技巧
 
有一位数学家和他的太太被问到一个问题：“假如你在地下室，而你想要烧开水，你会怎么做？”这位数学家说，他会上楼到厨房里烧水，他的太太也有类似的回答。现在两人再被问到一个问题：“假如你在厨房，而你想要烧水，你会怎么做？”数学家的太太说：“这简单，我会在水壶里装上水，然后开始烧水。”数学家回答说：“还有更简单的解决方法，我会先走到地下室，接下来的问题之前已经解决过了。”
 
笑话一则
7.1　何谓问题转换
 
什么是问题转换（problem transformation）？
 
简而言之，就是将陌生的问题转换成熟悉的问题后，借助解决此熟悉的问题间接地解决原来陌生的问题。
 
问题转换是将不易求解的陌生问题转换成较熟悉的问题。因为较熟悉的问题存有已知的解法，所以可以利用此现成的解法解决此熟悉的问题，同时可以间接地找到原来陌生问题的答案。
 
粗略地说，问题转换是一种“借刀杀人”的伎俩，在金庸的武侠小说中有点像“乾坤大挪移”神功，可以轻易地将敌人的猛烈攻击转化于无形。图7.1表达出了这个概念，注意转换的方式（图中弯弯曲曲的线）可能有很多种。
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图7.1　问题转换是将陌生的问题转换成熟悉的问题
 
后文将分节展现4个不同问题（包含相异代表系问题、二分图上的匹配问题、网络流图问题和线性规划问题）之间的转换，用以说明这个技巧。
7.2　将相异代表系问题转换成二分图上的匹配问题
 
第一个例子是将相异代表系问题（systems of distinct representatives）转换成二分图上的匹配问题（matching problem in bipartite graphs）。首先解释这两个问题，再说明其中的转换。表7.1所示为相异代表系问题的说明。
 
表7.1　相异代表系问题
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接下来说明二分图上的匹配问题，如表7.2所示。
 
表7.2　二分图上的匹配问题
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如何将相异代表系问题转换成二分图上的匹配问题？
 
两个问题乍看起来一点都不像。
 
可以将相异代表系问题使用图来表示吗？
 
什么是图？
 
图是在几个顶点中用一条连线连起两个顶点，代表两个顶点之间的关系。
 
顶点有什么用途？
 
顶点代表你关心的事物，你关心什么？
 
哪些人可以当某一个社团的会长？
 
主要的事物是什么？
 
好像是“人”和“社团”。
 
这些事物之间的关联是什么？
 
哪个“人”担任这个“社团”的会长。
 
如果“人”和“社团”都用顶点表示，那么顶点和顶点之间的连线代表什么关系？
 
当某“人”担任某“社团”的会长时，连接这两个顶点。
 
可以画出一个图吗？此图是一个二分图吗？
 
“人”和“社团”各分一边，刚好是二分图。
 
原来是相异代表系问题，现在是在二分图上寻找什么？
 
找很多连线，但是连线不可共享端点。
 
这是怎样的问题？
 
这是匹配问题，我完成了问题的转换！
 
以上讨论可以将相异代表系问题转换成二分图上的匹配问题。转换后，根据表7.1的输入，可以画出如图7.2所示的二分图。此图的最大匹配可以代表在社团中选出的会长名单。
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图7.2　相异代表系问题被转换成二分图上的匹配问题
 
当最大匹配的个数小于社团的个数时，代表无法帮每个社团选出一位专职的会长。此外，二分图上的匹配问题可用匈牙利法（the Hungarian Method）解决。
7.3　将二分图上的匹配问题转换成网络流图问题
 
第二个例子是将二分图上的匹配问题转换成网络流图问题（network flowproblem）。首先解释网络流图问题，再说明其中的转换。表7.3所示为网络流图问题的说明。
 
表7.3　网络流图问题
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接下来，我们将二分图上的匹配问题转换成网络流图问题。首先，将匹配问题的（无方向）二分图转换成网络流图问题的有向网络。以表7.2中的匹配问题为例，我们在二分图G=（S，T，E）上下分别新增两顶点s和t（源点和汇集点）。其中，源点s连接朝向S中的所有顶点，汇集点T中的所有顶点连接朝向顶点t。接着，将所有原来E中的连线改成从S指向T的有向连线，如图7.3所示。
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图7.3　将无向的二分图改成有向的网络
 
紧接着，让网络上每条连线的容量为1。直觉上，使用二分图改造的网络，其流量的瓶颈就是原来二分图的中间连线。当在此网络上找到最大流量时，必须经过二分图中的最多连线以传输最大流量，也可以间接地找到原来二分图上的最大匹配，如图7.4中的粗线。
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图7.4　找到最大流量（4）时，也可以找到原来二分图上的最大匹配（4条粗线）
 
上述网络流图问题可使用福特-富尔克森法（Ford-Fulkerson Method）找到一个整数解。
7.4　将网络流图问题转换成线性规划问题
 
最后的例子是将网络流图问题转换成线性规划问题。线性规划问题对我们来说并不陌生，我们曾经在第5.5节讨论农夫养猪羊的问题（见表5.8）和对应的线性规划问题。接下来，正式定义线性规划问题，并说明两者间的转换。表7.4所示为线性规划问题的说明。
 
表7.4　线性规划问题
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接下来，我们将网络流图问题转换成线性规划问题。首先，重新叙述网络流量问题如下：
 
（1）一个网络流图是在每一条连线e上决定其流量f（e），值不可超过容量c（e）。
 
（2）除了源点s和汇集点t外，每一个顶点需符合“流入流量的总和等于流出流量的总和”。
 
（3）网络流图问题是找出一个网络流图，使得流出源点s的流量总和最大。
 
经观察发现，（1）和（2）和限制式有关，而（3）用于阐述目标函数。我们会逐步将这3个叙述转换成线性规划问题。
 
令变量x1，x2，…，xn代表每一条连线的流量，常数c1，c2，…，cn代表每一条连线的容量。首先，将上面的（3）转为以下目标函数式子：
 
[image: ]这里代表所有流出源点s的连线集合。
 
其次，将上面的叙述（1）转为以下式子：
 
[image: ]，即每个流量不可超过其容量。
 
最后，将上面叙述（2）转为以下式子：
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即每一个顶点，除了源点s和汇集点t外，需符合流入流量的总和等于流出流量的总和。
 
稍做整理后，网络流图问题就被转换成下面的线性规划问题了。
 
极大化：
 
[image: ]，这里S代表所有流出源点s的连线集合。
 
受限于：
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如同前面两次的转换，线性规划问题也可以被单纯形法（Simplex Method）所解。
7.5　问题转换的技巧
 
问题转换的技巧是将一个陌生问题转换成较熟悉的问题。使用较熟悉问题早已存在的解法间接地解决此陌生问题，如图7.5所示。
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图7.5　3个贴地铁环（使得彼此不相交）的摆放问题可以转换成在4个不同符号上用括号正确分隔的问题
 
当我们面对一个陌生问题时，常常会问：“该转换到哪一个问题呢？”
 
如果你熟悉的问题本来就不多，上面的问话就难有答案了；反之，如果你常常比较两个问题间的相似处和不同处，应该会对这两个问题产生更深的体会，如图7.6所示。
 
 
 [image: ] 


图7.6　比较相似处和不同处
 
最后，引用波利亚先生（G.Polya）在《如何解题》（How to Solve It）中的一段话，作为本章的结束语：
 
“你以前看过这个问题吗？你看过相似的问题吗？你看过相关的问题吗？”
 
“这里有一个相关而且知道解法的问题。你能使用它吗？你能使用它的结果吗？你能使用它的方法吗？你可以引入一些辅助元素以便使用它吗？”
 
“你可以重新表达这个问题吗？你可以用不同的方式表达这个问题吗？”
学习效果评测
 
1.有n个慈善捐款人想要捐钱给k个孤儿院。每个捐款人想要捐款的额度有一定的上限，而且针对每个孤儿院，也有一个最高的捐款额度。为了公平起见，每个孤儿院接受捐款的总额也被设定了一个最高额度，以免独占所有捐款。此问题在于找出一个捐款的方式，使得整体的捐款达到最高。将上述问题转换成一个线性规划问题。
 
2.在一个平面上的二维极点问题（参阅第2.4节）和一条直线上的线段包含问题之间找到一种转换的方式。注意，线段b包含线段a，线段c也包含线段a。
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3.输入一个二分图G=（S，T，E），设计一个程序找出此图的最大匹配。此题可利用匈牙利法解决。
 


输入： 

4                               (顶点集合S的个数，并且以 1, 2, 3 …编号) 

4                               (顶点集合T的个数，并且以 1, 2, 3 …编号) 

10                              (连线集合 E 的条数) 

1 1                             (以下为连线的数据) 

1 3 

1 4 

2 1 

2 2 

2 4 

3 2 

3 3 

3 4 

4 2 



输出： 

4                               (最大匹配的个数) 

1 1                             (以下为匹配的数据) 

2 4 

3 3 

4 2 




第8章　图算法
 
章节大纲
 
8.1　什么是图
 
8.2　连通分支
 
8.3　Dijkstra最短路径算法
 
8.4　Bellman-Ford最短路径算法
 
8.5　双连通分支
 
8.6　图算法的技巧
 
在古代东普鲁士（Eastern Prussia）哥尼斯堡（Koenigsberg），有一条河流环绕keiphof岛，并将附近土地分割成4个区域。这些区域的居民借助7座桥进行往来。当地的居民想从某一个区域刚好走过7座桥一次，并回到原出发地，你能帮他们找出这条路径吗？
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8.1　什么是图
 
什么是图（graphs）？
 
简而言之，就是一个图包含几个顶点和几条连线（或称为边），每一条连线连接两个顶点。
 
图算法就是将问题的输入表达成一个图，并在此图上设计算法，以找到问题的输出（解）。
 
例如，在思考哥尼斯堡（Koenigsberg）问题时（这个问题也称为哥尼斯堡七桥问题，在图论中简称七桥问题），把隔离的4个区域当作顶点（vertex），并将桥当作连线（edge，或称为边），则柯尼斯堡的地图可以用图8.1所示的图表示。
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图8.1　用图表示哥尼斯堡七桥问题
 
七桥问题就是在这个图上找到一条路径，使得刚好走过每一条连线一次，且回到原出发点。此问题也被称为欧拉回路问题（Euler Circuit），有解的条件是：此图是连通的（connected），而且每一个顶点连接线的条数都是偶数。依据这个条件，我们可以判断出“七桥问题是无解的”，因为图8.1虽然是连通的，但是每一个顶点连接线的个数分别是{3，5，3，3}，并不全是偶数。
8.2　连通分支
 
第一个图算法的例子是利用找出一个图连通分支（connected components）的技巧解决问题。表8.1将说明第一个例子。
 
表8.1　同班同学
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如何利用图算法解决同班同学的问题？
 
先试着将这个问题用一个图来表示吧！
 
此问题是否提到两个不同个体之间的关系？
 
有啊，两个学生是不是拥有同班同学的关系。
 
若使用一个顶点代表学生，则一条连线代表两个学生之间的什么关系？
 
如果两位学生是同班，就用一条连线连起来。
 
使用这个方法就可以将上述输入表示成图8.2所示的样子。
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图8.2　用图表示同班同学的问题（一个顶点代表一个学生，如果两位学生是同班，就用一条线连起来）
 
接下来，我们要在这个图上找什么？哪些学生是同一班的？总共有多少班？从这个图上看得出总共有多少班吗？
 
两个班，因为有两组学生。
 
怎样找到每一组的学生？
 
从一个顶点开始，寻找所有连接得到的顶点。
 
对一个图进行搜索的常见方法是什么？
 
好像学过，是深度搜索法吗？
 
直觉上，图8.2中的每一组就是此图上的连通分支（connected component），即此图上最大可连通子图。如果能找到一个图连通分支的个数，就可以解决同班同学的问题。
 
根据以上讨论，我们可以用深度优先搜索法（Depth-First Search，DFS）展开每一个连通分支的搜索。深度优先搜索法的特点是：最晚被拜访的顶点的邻居比其他较早被拜访的顶点的邻居优先被搜索。以图8.2为例，可能的搜索顺序为1（起始点）→2（1的邻居）→发现第一个连通分支；3（起始点）→4（3的邻居）→5（4的邻居）→6（5的邻居）→发现第二个连通分支，如图8.3所示。详细的算法如表8.2所示。
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图8.3　使用深度优先搜索法开始每一个连通分支的搜索（虚线表示搜索顺序）
 
表8.2　深度优先搜索法
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最后，使用深度优先搜索法逐一搜索每一个连通分支。表8.3是使用图算法解决同班同学问题的连通分支算法。
 
表8.3　连通分支算法
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8.3　Dijkstra最短路径算法
 
第二个例子是最短路径（shortestpaths）的问题，如表8.4所示。
 
表8.4　最短路径问题
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如果能将地图上的交通信息转成一个图，再找出此图上从源点到每一个顶点的最短路径，就可以解决此问题。在此我们称两顶点的距离（distance）为这两顶点间最短路径上所有连线时间的总和。
 
8.3.1　直观概念——Dijkstra最短路径算法
 
将表8.4中的图从起始点到其他每一个顶点的最短路径按照距离长度从小到大列出如下：
 
a→a，时间　0
 
a→b，时间　5
 
a→c，时间　10
 
a→d，时间　10
 
a→d→e，时间　12
 
a→c→f，时间　15
 
a→c→f→g，时间　17
 
最短路径之间有什么关系？
 
最短路径的前面部分也是一条最短路径。例如，a→c→f→g的前面部分为a→c→f，a→c→f的前面部分为a→c，都是最短路径。
 
哪一个距离较长？
 
包含较多顶点的路径距离较长。
 
为什么？
 
因为每两个顶点间所需的时间是正的，多走一段路就多需一些时间。
 
如果从短到长找出所有最短路径，那么这些最短路径有什么关系？
 
除了最后一个顶点外，其他顶点的最短路径会比较早被找到。
 
如何选择最短路径的最后一点？
 
不知道，大概是找最短路径吧。
 
根据以上讨论，Dijkstra最短路径算法是由近而远地找出起始点a到其他每一个顶点的最短路径。此算法一直记录当前找到最短路径的顶点集合S，并使用经过S的顶点向外跨一步，找到下一个距离起始点最近的最短路径。
 
更精确地说，Dijkstra最短路径算法尝试找到从顶点a出发，只经过S中的顶点，最后抵达S的外围邻居u的一条最短的路。注意，u并不在S集合中，但是距离S中的一个顶点只有一步。因此，为找到下一条最短路径（及靠近顶点a的顶点），需计算顶点a（只经过S中的顶点）到每一个S的外围邻居u的路径值，并将此值存储于dist[u]中。此算法会从所有可能的这种顶点u中选择一个拥有最小dist[u]值的顶点，而dist[u]是其最短路径。最后将顶点u纳入集合S中。
 
Dijkstra最短路径算法重复以上操作，直到所有顶点纳入集合S中为止。
 
总结以上讨论，这些特性有助于了解Dijkstra最短路径算法：令S集合包括当前已经找到距离最靠近a的顶点（含起始点a）。若下一个最靠近a的顶点为u，从a走到u的最短路径所有中途经过的顶点都会在S中。
 
直觉上，因为每一步都需要花费额外的移动时间，所以越靠近起始点的顶点越被先发现。如图8.4所示，虚线内的顶点（代表S）是当前找到最靠近a的顶点。假设下一个最靠近a的顶点是从a走到u的路径，那么除了此路径的最末顶点u外，不会经过虚线外的顶点。否则，假设此路径中尚有另一个顶点w落在S外，那么从a走到w的路径将会比从a走到u的路径短（因为从w走到u的路径所需时间必为正数）。但是，如此又违反了“顶点u是下一个最靠近a的顶点”的假设。结论是此特性是正确的。
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图8.4　下一个最靠近a的顶点，其路径除了最后一个顶点外，不会经过虚线外的顶点
 
8.3.2　范例——Dijkstra最短路径算法
 
下面将以表8.4中的图为例子进行说明。
 
起初，S只包含顶点a，即S={a}。计算顶点a直接走一步的最短距离。因为顶点a可连接到b（距离5），可连接到c（距离10），也可连接到d（距离10），所以相对应的dist[]值可计算出，其余的dist[]值暂时为∞，如图8.5所示。
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图8.5　S={a}和dist[]
 
接下来，找出下一个最短路径。从图8.5的dist[]中选择不在S={a}中且dist[]值最小的点。因为dist[b]=5最小，所以下一个最短路径是从顶点a到顶点b的路径，其最短距离为5。
 
此刻将b加入S中，即S={a，b}。重新计算顶点a到S的外围邻居的dist[]值。因为b是新加入S的顶点，故dist[]中有可能改变的是{c，d}（顶点b直接连接到的邻居），如图8.6所示。计算dist[b]+t[b，c]=5+25=30，因为比当前的dist[c]=10还要大，故不改动dist[c]。另外，计算dist[b]+t[b，d]=5+20=25，因为也比当前的dist[c]=10还要大，故不改动dist[c]。
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图8.6　S={a，b}和dist[]
 
接下来，找出下一个最短路径。从图8.6的dist[]中选择不在S={a，b}中且dist[]值最小的顶点（即顶点c或d，因为dist[c]=dist[d]=10）。假设选择c，下一个最短路径就是从顶点a到顶点c的路径，其最短距离为10。
 
此刻将c加入S中，即S={a，b，c}，并重新计算顶点a到S的外围邻居{f，g}（顶点c直接连接到的邻居）的最短路径值dist[]。计算dist[c]+t[c，f]=10+5=15，因为比当前的dist[f]=∞小，故更新dist[f]=15。另外，计算dist[c]+t[c，g]=10+15=25，因为也比当前的dist[g]=∞小，故更新dist[g]=25，如图8.7所示。
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图8.7　S={a，b，c}和dist[]dist[]
 
接下来继续完成后续的步骤。从图8.7的dist[]中选择不在S={a，b，c}中且dist[]值最小的顶点（即顶点d）。所以下一个最短路径是从顶点a到顶点d的路径，其最短距离为10。
 
此刻将d加入S中，即S={a，b，c，d}，并重新计算顶点a到S的外围邻居{e}（顶点d直接连接到的邻居）的最短路径值dist[]。计算dist[d]+t[d，e]=10+2=12，因为比当前的dist[e]=∞小，故更新dist[e]=12，如图8.8所示。
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图8.8　S={a，b，c，d}和dist[]
 
接下来，寻找下一个最短路径。从图8.8的dist[]中选择不在S={a，b，c，d}中且dist[]值最小的顶点（即顶点e）。所以下一个最短路径是从顶点a到顶点e的路径，其最短距离为12。
 
将e加入S中，即S={a，b，c，d，e}，并重新计算顶点a到S的外围邻居{f}（顶点e直接连接到的邻居）的dist[]。计算dist[e]+t[e，f]=12+35=47>dist[f]=15，故不更新，如图8.9所示。
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图8.9　S={a，b，c，d，e}和dist[]
 
继续寻找下一个最短路径。从图8.9的dist[]中选择不在S={a，b，c，d，e}中且dist[]值最小的顶点（即顶点f）。所以下一个最短路径是从顶点a到顶点f的路径，其最短距离为15。
 
将f加入S中，即S={a，b，c，d，e，f}，并重新计算顶点a到S的外围邻居{g}（顶点f直接连接到的邻居）的dist[]。因为dist[f]+t[f，g]=15+2=17<dist[g]=25，故更新dist[g]=17，如图8.10所示。
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图8.10　S={a，b，c，d，e，f}和dist[]
 
最后，将g加入S中，即S={a，b，c，d，e，f，g}，并结束此算法，如图8.11所示。
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图8.11　S={a，b，c，d，e，f，g}和dist[]
 
下页的表8.5将列出Dijkstra最短路径算法。
 
表8.5　Dijkstra最短路径算法
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8.4　Bellman-Ford最短路径算法
 
当输入图连线的值为负数时（即边的值为负数），Dijkstra最短路径算法有可能找不到最短路径。如图8.12所示，令a为起始点，起初S只包含顶点a（即S={a}）。计算顶点a到S的外围邻居{b，c}的dist[]值。
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图8.12　S={a}和dist[]
 
接着，选择c加入S，即当前S={a，c}，dist[]的值并未改变。根据Dijkstra最短路径算法，当c加入S后，dist[c]将不再被改变。此时dist[c]=7代表顶点a到顶点c的最短路径为a→c，而此路径值为7，但是在此图中顶点a到顶点c的最短路径应为a→b→c，且其路径值应为8-5=3才对。因此，当输入图连线的值为负数时（即边的值为负数），Dijkstra最短路径算法有可能出错。
 
此外，当输入图连线的值可为负时，若存在一个回路（cycle），其路径值为负，则可能存在负无限大值的最短路径。如图8.13所示，路径a→b→d→a的路径值为负，则从顶点a到顶点c的最短路径可为a→b→d→a→b→d→a→…→b→c。当中间的负值回路不断重复时，顶点a到顶点c的最短路径值可为负无限大。
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图8.13　回路a→b→d→a的路径值为负数
 
若一个输入图没有负值回路（但可能有负值的连线），则图中任意两顶点的最短路径不会有回路；否则去掉此回路后，反而会得到另一条更短的路径。
 
8.4.1　直观概念——Bellman-Ford最短路径算法
 
下面介绍Bellman-Ford最短路径算法，可以弥补Dijkstra最短路径算法不能处理负值连线的缺憾。简单地说，Bellman-Ford最短路径算法的精神是“动态规划”。
 
首先，需要两个符号：
 
dist[u]代表自起始点a到顶点u的最短路径值。
 
distk[u]代表自起始点a到顶点u的最短路径值，但是只经过最多k条连线（或边）。
 
当输入图为G=（V={1，2，3，…，n}，E）时，每条连线e=（i，j）上的权重为t[i，j]（注意，此处权重可为负值，且当i不连接j时，设t[i，j]=∞，1≤i，j≤n）。此时，dist1[u]=t[a，u]，1≤u≤n（因为初始时，只有一条连线可经过）。并且一条最短路径最多只有n-1条连线（否则会造成回路），distn-1[u]就等于从起始点a到顶点u的最短路径值dist[u]。
 
Bellman-Ford最短路径算法就是利用动态规划的方式计算所有顶点的distn-1[u]值。如第3章所讲解的，成功地使用动态规划方法的关键在于“找出大问题的解和小问题的解之间的关系”。
 
当distk[u]是大问题的解时，什么是小问题的解？
 
会不会是distk-1[u]？
 
如果是，他们之间的关系是什么？
 
嗯！不知道。
 
distk[u]和distk-1[u]分别代表什么？
 
distk[u]是从起始点a到顶点u只经过最多k条连线的最短路径值，而distk-1[u]是从起始点a到顶点u只经过最多k-1条连线的最短路径值。
 
它们之间的关系是什么？有什么不同？
 
distk[u]的路径比distk-1[u]的路径多一条连线。
 
可以利用distk-1[u]找到distk[u]吗？
 
“好难想象呀！”
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distk[u]和distk-1[u]的关系如图8.14所示。
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图8.14　寻找distk[u]和distk-1[u]的关系
 
从a到u只经过最多k条连线的最短路径中，有没有藏着一个类似问题的解？
 
在此最短路径中，从a到u的前面一个顶点j的路径应该是最多使用k-1条连线的最短路径。
 
这个顶点j是哪一个顶点？
 
好像很多顶点都有可能。只要从a出发经过最多k-1条连线，最后连接顶点j，顶点j又可连接顶点u即可。
 
基于上述讨论，这条从a到u最多使用k条连线的最短路径，是从a到j的最短路径（最多经过k-1条连线）再衔接（j，u）这条连线所构成的。
 
为了找到a到u的最短路径，需要从所有可能的顶点j中选择其中最短的一条路径。此步骤可表示成[image: ]。但是，从a到u的最短路径也有可能用不到第k条连线（即只使用最多k-1条连线），所以大问题的解和小问题的解之间的关系可以表示成：
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利用此关系，Bellman-Ford最短路径算法就可被设计出来了。
 
8.4.2　范例——Bellman-Ford最短路径算法
 
下面以图8.15为例说明Bellman-Ford最短路径算法。
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图8.15　Bellman-Ford最短路径算法的范例
 
当k=1时，设置从起始点a仅利用一条连线可抵达的顶点（即b，c）的路径值，其他顶点因使用一条连线到不了，故设置其值为∞。
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当k=2时，利用dist1[]计算出dist2[]。
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当k=3时，利用dist2[]计算出dist3[]。
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当k=4时，利用dist3[]计算出dist4[]。
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当k=5时，利用dist4[]计算出dist5[]。
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当k=6时，利用dist5[]计算出dist6[]。
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最后，dist6[]中的每一个值代表所有的最短路径值，如表8.6所示。例如，dist6[g]代表顶点a到顶点g的最短路径（即a→b→d→e→f→g），值为13。
 
表8.6　Bellman-Ford最短路径算法计算出的distk[]值
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表8.7所示为Bellman-Ford最短路径算法。
 
表8.7　Bellman-Ford最短路径算法

 
 [image: ]

8.5　双连通分支
 
最后一个例子是双连通分支（bi-connected component）问题，如表8.8所示。
 
表8.8　双连通分支问题
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以表8.8中输入的网络为例，顶点a的损坏会导致剩余网络不连通。明确地说，剩余网络为两个连通分支，如图8.16（a）和（b）所示。
 
因此，顶点a为一关节点，其他关节点有顶点b、c、f。一个连通图（connected graph）不含有关节点，就被称为双连通图（bi-connected graph）。显然，双连通图拥有较强的容错能力。
 
图8.16（b）是一个双连通图，但是图8.16（a）不是双连通图。一个图G的最大双连通子图（subgraph）H被称为双连通分支（bi-connected component），代表在图G中找不到比H更大的子图，包含H且是双连通的。表8.8中的输出{a，b}、{b，c，f，g}、{c，d}、{e，f}、{a，h，i，j，k}都是输入图的双连通分支。简单地说，双连通分支问题就是为一个图找到所有的双连通分支。
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图8.16　顶点a的损坏导致剩余网络不连通
 
8.5.1　双连通分支的性质
 
想设计一个算法找到一个输入图的所有双连通分支似乎不容易。首先，将此范例的每个双连通分支用一个圆圈绘出，以方便找出其特点并进行讨论，如图8.17所示。
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图8.17　每一个圈内的子图代表一个双连通分支
 
双连通分支之间有什么关系？
 
只共享一个顶点。
 
这些共享的顶点有什么性质？
 
都是关节点。
 
双连通分支之间会共享一条连线（或边）吗？
 
好像不会。
 
是否有一条连线可以不被任何一个双连通分支所包含？
 
好像没有。
 
每一条连线都被一个特定的双连通分支所包含，因此所有连线被双连通分支分割成不相交的集合？
 
对极了。
 
所有顶点被双连通分支分割成不相交的集合吗？
 
不！因为有共享的现象。
 
这些共享的顶点有什么特质？
 
割离出双连通分支，是连接双连通分支之间的桥或出入渡口。
 
双连通分支内的连线如图8.18所示。
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图8.18　每个双连通分支内的连线集合隐藏着一个神秘的关系
 
哪些连线会落在同一个双连通分支？
 
不知道。
 
试着观察同一个双连通分支中连线之间的特性。
 
好像除了一条连线外，每个双连通分支都是由一组邻近的连线所组成的。
 
这一组连线集合中藏着怎样的关系？
 
不知道。
 
回到定义，双连通分支的定义是什么？
 
本身不存在关节点的最大连通子图。
 
此网络不存在关节点，有什么特性？
 
当此网络中任意一个节点损坏时，剩余网络的任意两个节点还是连通的，也就是任意一个节点的失效无法破坏任意两个节点的连通。
 
因为原来网络是连通的，所以会有一条路径连接任意两个节点。但是为什么当任意一个节点损坏时，导致这个路径断裂后，剩余网络还是连通的呢？
 
会不会有另一条备份路径（无共享中间顶点和连线）也连接这两个节点？
 
这样是不是暗示着双连通分支中的任意两个节点的特性？
 
除非是一条连线，双连通分支中的任意两个节点将存在两条（无共享中间节点和连线）路径连接这两个节点，即存在一条回路（cycle）经过它们。”
 
下面列出上述有关双连通分支的特性。
 
（1）两个双连通分支最多共享一个节点，此节点为整个网络的关节点。
 
（2）每一条连线被唯一的双连通分支所包含。
 
（3）关节点将双连通分支隔离并串接成整个网络。
 
（4）每个双连通分支中的任意两条连线（或边）会被一个不重复节点的回路所经过。借助上面双连通分支的特性，我们将有机会找出一个输入图的所有双连通分支。
 
8.5.2　设计一个简单的算法
 
想要设计一个双连通分支算法，必须将所有图中的连线分割成不同的双连通分支。
 
目前已知，当两条连线被一个不重复节点的回路经过时，这两条连线属于同一个双连通分支。同理可得，所有在此回路中的连线都属于同一个双连通分支，如图8.19中的连线[c，f]、[f，g]、[g，c]属于同一个双连通分支。
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图8.19　共享连线将多个回路粘成一个双连通分支的一部分
 
更有甚者，当有两个回路共享一些连线时，这两个回路中的所有连线需与此共享连线属于同一个双连通分支。如图8.19中的回路，c—f—g—c和回路b—c—g—b共享连线[c，g]，故[c，f]、[f，g]、[g，c]、[b，c]、[g，b]应属于同一个双连通分支；又如回路：a—h—i—k—a和回路i—k—j—i共享连线[i，k]，故[a，h]、[h，i]、[i，k]、[k，a]、[k，j]、[j，i]也应属于同一个双连通分支。
 
为了找出所有双连通分支，目前最直接的方式是将所有的回路找到，并将一个回路和与其有共享连线的回路中的连线并集成一个双连通分支的一部分。但是，所有回路的数目有可能过大，导致此方法的效率不高。
 
另一种方法是先找出所有关节点，因为关节点将整个网络隔离成多个双连通分支。
 
撒找出所有关节点，可以试着将某一节点删除，并测试剩下的图是否依然连通，以此判断出所有关节点，但此法的效率显然不高。
 
8.5.3　深度优先搜索生成树的特性
 
另一种较有效率的方法是利用深度优先搜索法找出所有关节点和双连通分支。
 
此法需要利用深度优先搜索（Depth First Search，DFS）生成树的以下特性：
 
（1）DFS生成树加上任意一条不在此树上的连线称为反向连线（back edge，或称为反向边），将形成唯一的回路。
 
（2）任意一条反向连线，将直接连接此树中的祖先及其后代，如图8.20虚线所示。
 
（3）图中的所有连线只有两种：DFS生成树上的连线和连接DFS生成树中祖先及其后代的反向连线。我们所设计的算法需要将此两种连线分类成不同的双连通分支。
 
首先，讨论因为加入一条反向连线所牵连出的双连通分支。注意，在图8.20中，加入反向连线[k，a]所形成的回路a—h—i—j—k—a，加入反向连线[k，i]所形成的回路i—j—k—i，以及加入反向连线[j，h]所形成的回路h—i—j—h，因为共享（或共用）DFS生成树上的连线，导致这3条回路属于（粘接成）同一个双连通分支。
 
相反地，如果有DFS生成树上的一条连线不落在任何这样的回路中，那么它只好自己组成一个双连通分支，如图8.20中的[a，b]、[c，d]和[e，f]。以上特性有助于找到每条双连通分支中的连线。
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图8.20　深度优先搜索的过程形成一个DFS生成树（实线）
 
利用DFS生成树似乎有机会简单地找出回路，并且判断两个回路之间是否存有共享连线（或共享的边），进而找到双连通分支。
 
8.5.4　利用深度优先搜索法找出关节点
 
本节将利用DFS生成树上的反向连线所形成的回路界定双连通分支和关节点的位置。注意，关节点位居于双连通分支的边界，若能有效地辨认出图中的关节点，将有助于设计出一个双连通分支算法。
 
首先进行关节点的简单性质说明。在DFS生成树上，一个树根（root）若是关节点，则最少有两个以上的儿子（child）（因为去掉树根后，两个儿子所属的图将不会有路径相连通）；反之亦然。例如，图8.20中的树根a拥有两个儿子，故为关节点。
 
当节点u不是树根时，下列关节点的两个特性是存在的：
 
（1）如果节点u存在某一个儿子w，利用w及其后代和一条反向连线无法连通到u的祖先，那么节点u是一个关节点。
 
原因是在一个连通图中，除了DFS生成树上的连线，剩下的就是反向连线了。删除节点u后，w和u的祖先将无法通过反向连线连通。因此，节点u是一个关节点。
 
例如，图8.20中的节点b有一个儿子c，利用c及其后代和一条反向连线无法连通到b的祖先（最多只能连到b）。若去掉b，则c将无法连通到b的祖先。因此，节点b是关节点。注意，节点c（f）也是关节点，因为此节点都存在一个儿子d（e），利用此儿子及其后代和一条反向连线不可以连通到c（f）的祖先。
 
（2）相反地，如果从节点u的每一个儿子w，利用w及其后代和一条反向连线都可以连通到u的祖先，那么节点u不是一个关节点”
 
原因是删除节点u后，其所有儿子及其后代和树上的其他节点依然连通着。因此，节点u不是一个关节点。
 
例如，图8.20中的节点i只有一个儿子j，利用j及其后代和一条反向连线可以连通到i的祖先h或a，故节点i不是关节点。
 
若想利用上述特性判断某节点是否为关节点，则需要知道利用此节点及其后代和一条反向连线可以连通到的祖先为哪一个节点。因此，我们将为每个节点进行编号，以方便辨识。
 
首先，按照深度优先搜索遍历的顺序将节点从小到大进行编号（见图8.21），此编号被称为深度优先编号（Depth First Number，DFN），如DFN（a）=1，DFN（h）=8，而DFN（i）=9。在深度优先搜索遍历的过程中，因为祖先总是比后代先被“拜访”到（即遍历到），所以祖先的DFN编号永远比其后代小。
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图8.21　在深度优先编号中，祖先的编号永远比其后代小
 
利用此特性，当执行深度优先搜索法遍历到反向连线时，记录此连线连通到最老祖先的DFN编号，并且将其返回给需要的节点，将可以有效地借助上述两个特性判断关节点。明确的做法是针对每一个节点u定义一个函数：
 


L(u)=min{ DFN(u)，min{L(w)是w 是 u 的儿子}，min{DFN(x)∣(u,x)是一条反向连线}}




 
L（u）代表利用节点u及其后代所形成的路径，以及最多一条反向连线可以连通到的最老祖先的DFN编号。
 
如先前讨论的，若节点u不是树根，则节点u是一个关节点，当且仅当节点u存在某一个儿子w时，利用w及其后代和一条方向连线无法连通到u的祖先。
 
上述条件若使用DFN和函数L表示，则节点u是一个关节点，当且仅当节点u有一个儿子w时，其L（w）≥DFN（u）。
 
例如，在图8.22中，节点b有一个儿子c，L（c）=2≥DFN（b）=2，故节点b是一个关节点。又例如，节点c有一个儿子d，L（d）=4≥DFN（c）=3，故节点c是一个关节点。反之，节点i只有一个儿子j，L（j）=1<DFN（i）=9，故节点i不是一个关节点。计算函数L的值可在进行深度优先搜索遍历时利用后序法（postorder）得出。有关计算DFN和函数L值的算法，可参考表8.9。
 
表8.9　计算DFN和函数L值的算法
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图8.22　计算每个节点函数的L值：L（a）=1，L（b）=2，L（c）=2，L（d）=4，L（e）=6，L（f）=2，L（g）=2，L（h）=1，L（i）=1，L（j）=1，L（k）=1
 
计算DFN和函数L值的算法显然可以在O（n+e）的时间内完成（此处的n为图的节点个数，而e为连线的条数），因此所有关节点都可在O（n+e）的时间内找到。
 
8.5.5　利用深度优先搜索法找出所有双连通分支
 
至此，我们知道使用函数L（）和DFN（）可以辨认出关节点。接下来找出所有双连通分支。
 
一个双连通分支内的连线有两个特色：（1）被关节点所分割；（2）在深度优先搜索的过程中，除非被其他双连通分支的连线所占据，同一个双连通分支内的连线是连续出现的。
 
例如，在图8.23中，按照深度优先搜索法对图中连线的遍历顺序进行编号，则编号{9、10、11、12、13、14、15}等连续7条连线属于同一个双连通分支；但是编号{2、4、6、7、8}不连续，却也属于同一个双连通分支，原因是其中夹着两个双连通分支，即{3}和{5}。若排除{3}和{5}，则编号{2、4、6、7、8}的连线可视为连续的。
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图8.23　按照深度优先搜索法对所有连线进行编号
 
这个特性其实是：若将每一个双连通分支视为一个节点，则整个连通图就是一棵树（tree），如图8.24所示。
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图8.24　每个连通分支可视为树中的一个节点
 
按照上述特性，我们可以设计出一个有效率的双连通分支算法，概念如下：
 
（1）使用深度优先搜索法按序遍历输入图。
 
（2）在遍历的过程中，将第一次遇到的连线压入（push）一个堆栈（stack）中。
 
（3）当发现一个节点u是关节点时（即节点u的儿子w，其L（w）≥DFN（u）），将堆栈中的连线连续取出（pop），直到取出的连线为（u，w）为止。图8.25是一个范例。
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图8.25　双连通分支算法的范例，每个节点u旁的两个整数为DFN（u）/L（u）
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图8.25　双连通分支算法的范例，每个节点u旁的两个整数为DFN（u）/L（u）（续）
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图8.25　双连通分支算法的范例，每个节点u旁的两个整数为DFN（u）/L（u）（续）
 
 
 [image: ] 


图8.25　双连通分支算法的范例，每个节点u旁的两个整数为DFN（u）/L（u）（续）
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图8.25　双连通分支算法的范例，每个节点u旁的两个整数为DFN（u）/L（u）（续）
 
根据以上讨论，我们可以修改计算DFN和函数L值的算法（见表8.9），得到双连通分支算法（见表8.10）。注意，此双连通分支算法的时间复杂度仍为O（n+e）（此处的n为图的节点个数，而e为连线的条数）。
 
表8.10　双连通分支算法
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8.6　图算法的技巧
 
怎样的问题可以使用图来解决呢？
 
不知道。
 
什么是图？
 
几个节点使用几条连线连接起来。
 
如果每个节点代表一个体，那么连接两个节点的一条连线代表两个体之间的什么？
 
会不会是这两个体之间的一种关系？
 
怎样的问题可以使用图来解决呢？
 
当一个问题牵扯到若干体之间的某种关系时，可能可以使用图来解决。
 
图算法的技巧是将一个问题表达成一个图之后，在此图上设计算法，以找到问题的解。
 
一般而言，当一个问题探讨有关离散个体之间的二元关系（binary relation）时，此问题常可以被抽象成图上的问题。若设计出的算法能充分地使用到这个图的特性，则将更有效率地解决这个问题。
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学习效果评测
 
1.图G=（V，E）是一个无回路（loop-free）且连通的无向图。一个在集合V中的顶点v被称为关节点，则图G除去v后，是不连接的。编写一个程序，找出所有输入图的关节点。
 


输入

6                               (顶点的个数，并且以1, 2, 3 …编号)

8                               (连线的条数)

1 2                             (以下为连线的数据)

2 3

2 4

2 5

3 4

3 5

4 5

5 6



输出

2 5                     (所有关节点)






 
2.一个村子有N位村民，已经知道哪些人彼此是朋友。俗话说：四海之内皆兄弟，也就是如果A和B是朋友，且B和C是朋友，则A和C也是朋友。编写一个程序，计算此村内共有多少组村民彼此拥有朋友关系。
 


输入

7                               (村民的人数 N，并且以1, 2, 3 …编号)

7                               (朋友关系的个数)

1 5                             (以下为关系的数据)

2 3

2 4

4 3

1 6

5 1

7 1



输出

2                               (拥有朋友关系的群体数目)




 
3.收集器（sinks）：无线传感器网络（wireless sensor networks）是由大量、小尺寸、低成本的传感器所组成的。每个传感器可侦测各种信号（包含温度、湿度、照度或声音），并将收集到的信号通过邻近的传感器传送到网络上的收集器中。在一个无限传感器网络中，选择一个特定的传感器当作收集器是一个基本的问题。
 
当两个传感器的距离小于或等于RA单位长度时，传感器A可以直接传数据包给传感器B。我们称传感器A的通信半径是RA单位长度。明确地说，当（x1，y1）和（x2，y2）分别是A和B的坐标时，如果（x1-x2）2+（y1–y2）2≤RA2，那么传感器A可以直接传数据包给传感器B。注意，因为每个传感器的通信半径可能不同，当传感器A可以直接传数据包给传感器B时，传感器B不必直接传数据包给传感器A。
 
假设每个传感器的通信范围是一个圆圈，其中心点就是传感器的位置。
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在上图中有4个传感器A、B、C、D部署在平面。假定传感器A、C的半径是4个单位长度（即RA=RC=4），而传感器B、D的半径是两个单位长度（即RB=RD=2）。因为A（C）圆圈包含B的中心点，所以A（C）可以直接和B通信。但是B不能直接和A（C）通信，因为B的通信范围并没有包含A（C）的中心点。同样地，D可以直接和C通信，但是D不能直接传送数据包给B或A。在上图中，明显地只有传感器B可以担任收集器的工作。
 
编写一个程序，计算一个输入的传感器网络中最多有几个传感器可当作收集器。
 


输入

4                               (传感器的总数)

1 6 4                   (以下是传感器的x、y坐标和半径)

4 6 4

7 8 4

8 8 4



输出

4                               (收集器的个数)






第9章　计算几何
 
章节大纲
 
9.1　何谓计算几何
 
9.2　多边形中的点
 
9.3　天空轮廓
 
9.4　凸包
 
9.5　最近点对
 
9.6　计算几何的技巧
9.1　何谓计算几何
 
什么是计算几何（computational geometry）？
 
简而言之，就是输入几何上的对象，并从这些对象中寻找解答的技巧。
 
当在设计集成电路时，减少整体电路所占用的面积有助于降低其制造成本。降低占用的面积时，需要考虑如何将不同大小的长方形挤入一个给定的空间中，如图9.1所示。另一个例子是，思考部署一个无线传感器以监控所有目标物。传感器的监控范围可用一个圆表示，而每一个目标物可用一个点表示。如何找出一个最小的圆来覆盖平面上所有的点，就是将此无线传感器的部署转换成几何计算的问题。
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图9.1　减少整体电路的制造成本，需要考虑如何将不同大小的长方形挤入给定的空间中
9.2　多边形中的点
 
第一个例子是判断一个点是否在一个简单多边形内，如表9.1所示。
 
表9.1　判断一个点是否在一个简单多边形内
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这个问题乍看之下十分简单，因为只是判断一个点是否落在一个多边形内而已。但是当这个多边形变得比较复杂时，就需要多思考一下。例如，在图9.2中，乍看之下一个黑点好像落入此多边形内，但是仔细一瞧才发觉其实落在了多边形外。
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图9.2　判断一个点是否落在一个多边形中
 
下面用一个简单方法进行判断。我们可以任选多边形外的一点，将此点连接到查询点，以形成一个线段。接下来，计算此线段和多边形的边所形成的相交数。若相交数为奇数，则此查询点在多边形内；若相交数为偶数，则此查询点不在此多边形内。
 
例如，在图9.3中，此线段和多边形的边产生两次相交，故查询点落于多边形外。
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图9.3　多边形外的一点（白点）连接到查询点（黑点）形成一个线段，和多边形的边产生两次相交，故查询点落于多边形外
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接下来，考虑此方法的细节。当输入的多边形使用一连串二维坐标记录相邻边的转角点时，我们该如何计算所需的相交数呢？
 
乍看之下，好像需要一些额外的计算才能完成。但是，若能适当选择多边形外的点，将有助于进一步简化这种判断。
 
例如，在图9.4中，当我们选择一点，使得此点连接到查询点（123，9）的线段与y轴平行时，此多边形会与此线段相交，只有两条边，即（109，5）-（127，5）和（109，2）-（129，2）。最后，只需要判断线段（109，5）-（127，5）和（109，2）-（129，2）是否和直线x=123相交。若相交，则判断其交点的y坐标是否小于或等于9即可。详细的算法如表9.2所示。
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图9.4　使用一连串的二维坐标代表输入的多边形，此时查询点（黑点）的坐标为（123，9）
 
表9.2　判断点在多边形中的算法
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上述算法只需要O（n）时间执行（这里n代表多边形边的条数）。
9.3　天空轮廓
 
下一个例子是找出天空轮廓（skyline）问题，如表9.3所示。
 
表9.3　天空轮廓问题
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天空轮廓问题在表9.3中的输入和输出可表示成图9.5和图9.6。注意在图9.6中，落在其他建筑物（矩形）内的线段都被删除了，只保留了最外围的线段。
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图9.5　表9.3中的天空轮廓问题的输入范例
 
 
 [image: ] 


图9.6　表9.3中的天空轮廓问题的输出范例（粗黑数字代表高度，非粗黑数字代表x轴坐标）
 
解决天空轮廓问题最简单的方法是将建筑物一栋一栋地加入，并且在每加入一栋建筑物后，立刻调整其天空轮廓。如此在所有建筑物处理完后，即可得到最后的天空轮廓。为了完成此算法，假设在原来的天空轮廓上加入一栋建筑物，接下来观察如何调整其天空轮廓。
 
例如，在图9.6上加一栋建筑物（7，6，21），如图9.7所示。首先观察原来的天空轮廓（1，5，5，8，10，3，11，0，12，2，17，11，19，4，22，2，24，0）会发生怎样的变化。天空轮廓显然被破坏了，尤其是x轴坐标介于7到21之间（即新加入建筑物的宽度范围）的轮廓若低于6（即新加入建筑物的高度），则需要被隐藏起来，并且其高度需要被修正成6。另外，建筑物的左右两道墙也有可能改变天空轮廓。
 
在图9.7中，建筑物的左墙被原先的轮廓隐藏了，但建筑物的右墙形成了新的天空轮廓，而建筑物的中间部分被调整为至少大于等于6以上。
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图9.7　在图9.5上加一栋建筑物（7，6，21）后，天空轮廓被破坏了
 
我们可以设计一个算法从左到右扫描整个天空轮廓并进行调整。首先，找到新加入的建筑物（7，6，21）的左墙位置（即x轴坐标为7），接着逐一调整x轴坐标7~21之间的高度。
 
第一条碰到的平行线段为5，8，10。因为此线段从x轴坐标5到10，且其高度为8，大于新加入建筑的高度6，故不需调整。
 
第二条平行线段为10，3，11，因为其高度低于新加入建筑的高度6，故需改成10，6，11。同样的理由下两条平行线段11，0，12需改成11，6，12，而12，2，17需改成12，6，17。这3条线段10，6，11、11，6，12、12，6，17因为高度相同，所以可合并成10，6，17。
 
下一条平行线段17，11，19的高度超过新加入建筑的高度6，故不必调整。
 
最后一条平行线段19，4，22已经超过建筑物右墙（其x轴坐标为21），因为其高度仍低于新加入建筑的高度6，所以要将19，4，22（可看成19，4，21，4，22）改成19，6，21，4，22。
 
天空轮廓的修正过程示意图如图9.8所示。最后剩下的天空轮廓因为早已经超过了建筑物的右墙，故不必处理。图9.9绘出了修正后的天空轮廓。
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图9.8　天空轮廓的修正过程示意图
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图9.9　修正后的天空轮廓（1，5，5，8，10，6，17，11，19，6，21，4，22，2，24，0）
 
详细的天空轮廓算法如表9.4所示。
 
表9.4　天空轮廓算法
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天空轮廓算法需要O（n2）的时间复杂度来扫描天空轮廓并进行适当的调整，此处的n是输入建筑物的个数。
9.4　凸包
 
下面介绍凸包（convex hulls）问题。凸包问题是一个十分有名的计算几何问题，如表9.5所示。
 
表9.5　凸包
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平面上的n个点和其凸包（见图9.10）的关系可以用下面的比喻解释。就像给了n颗铁钉，并且将它们钉在黑板上，接着找一根大橡皮筋，拉大到足以包含所有的铁钉，将橡皮筋放松后，橡皮筋会被最外围的铁钉圈住，所得到的多边形就是凸包。
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图9.10　平面上的点及其凸包
 
落在凸包上的点有什么特性？
 
好像这些点都位于最外围的地方。
 
为什么凸包上的点都在最外围呢？
 
凸包需要包含所有输入点，因此凸包被撑到最外围。
 
有些点也在非常靠外面的地方，却不在凸包上，如图9.11浅色圆点所示，为什么？
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图9.11　浅色圆点（左下方）不在凸包上
 
因为会产生凹多边形的关系吧！
 
怎样判断出现了凹多边形？
 
看角度。从内部来看，有一个角度大于180就是凹多边形。
 
什么是凸多边形？
 
凸多边形内的任意两点所形成的线段需完全落入此多边形中。
 
从角度上看，在凸包上的点有什么特性？
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从外面来看，所有的角度（即任意相邻3个点所形成的角度）都需小于180度。
 
最直接的凸包算法是：先使用任意的3个点建立一个凸包，每加入一个新点，就调整成新的凸包，直到所有点被加入且调整完毕。此类算法包括天空轮廓算法（见表9.4），可视为归纳设计法（design by induction），是一种常见的算法设计策略。
 
如果将上述方法稍微改变一下处理点的顺序，就会成为一个知名的凸包算法，称为格雷厄姆扫描（Graham's scan）。格雷厄姆扫描首先挑出最低的一点p1（若这样的点有多个，则选择其中最右边的点），计算此点和其他每一点连成直线的角度，并利用此角度将所有剩下的点排成逆时钟的顺序p2，p3，…，pn（见图9.12），以便后续处理。
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图9.12　平面上的每一点与最低点所形成的直线
 
假设处理前面i-1个点p1，p2，…，pi-1后，所得到的凸包为c1→c2→…→ck-1→ck。
 
当格雷厄姆扫描处理下一个点pi时，将会进行修正以找到新的凸包。首先，计算pi和最近凸包上的两点ck，ck-1所形成的角度，即∠pickck-1（此角度需从凸包内部测量）。如果∠pickck-1小于180度，就将pi加入原来的凸包中，形成新凸包c1→c2→…→ck-1→ck→ck+1=pi，并结束此点的处理。反之，如果∠pickck-1大于或等于180度，就将点ck从凸包中移出，并继续对此凸包进行同样的检查，直到找到小于180度的角（并将pi加入）为止。
 
格雷厄姆扫描重复以上步骤，直到所有点被处理完为止。图9.13所示为格雷厄姆扫描的一个范例。
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图9.13　格雷厄姆扫描的过程
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图9.13　格雷厄姆扫描的过程（续）
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图9.13　格雷厄姆扫描的过程（续）
 
格雷厄姆扫描详细的算法如表9.6所示。
 
表9.6　格雷厄姆扫描算法
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格雷厄姆扫描需要O（n log n）时间来执行（这里n代表点的个数），因为除了Step2需要O（n log n）时间进行排序（sorting）外，其余都可在O（n）时间内完成。
9.5　最近点对
 
最后的例子是最近点对（closest pair）问题，如表9.7所示。
 
表9.7　最近点对问题
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从n个点中找到最近的两个点，最简单的方法是暴力法：比较所有的两两点对，并从其中找到最小距离的点对。此法需将所有两两点对（共[image: ]种点对）都考虑到，因此时间复杂度为O（n2）。如果使用分而治之法，就有机会设计出更快的算法。
 
如何设计出有效的分而治之算法？
 
这个嘛……
 
什么是分而治之？
 
将一个问题分割成一些小问题，并且递归地解决后，再利用这些小问题的解合并成原来大问题的解。
 
最近点对问题可以被分割成两个小问题吗？
 
应该可以。根据x轴坐标将所有点排序后，从中间平分即可。
 
如何利用两个小问题的解合并成原来大问题的解？
 
分别找到一个最近点对后，从两者中再选出更近者即可。
 
没有其他点对被遗漏了？
 
好像没有，除非落在中间，并且此点对的两点正好落在分割线的不同端，如图9.14所示。
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图9.14　利用分而治之法寻找最近点对时，需考虑两点落在分割线不同端的点对
 
这样的点对有多少对？
 
好像有很多可能。
 
每一种可能的点对都要考虑吗？
 
太远的点对应该不需要考虑。
 
为什么太远的点对不需要考虑？
 
因为要找的是最近的点对。
 
多远的点对不需要考虑？
 
只要距离超过两边选出的最小者，都可以不考虑，因为不会产生更近的点对。
 
跨越两边且距离小的点对个数多吗？会不会影响合并时的速度？
 
应该不会太多。因为这些点如果落在同一边，其间隔就需要大于一定距离，所以分布不会太密集，应该不会增加太多分而治之算法的运行时间。
 
设计一个分而治之最近点对的算法，关键在于如何合并和所需的运行时间。根据以上讨论，此合并需检查是不是有落在分割线两端且更靠近的点对。
 
当在左边找到的最小点对距离为d1，而在右边找到的最小点对距离为d2时，跨越两边的最小点对（如果存在的话）的距离不可超过d=min{d1，d2}。
 
若令此最小点对其中一点pL位于左边，另一点pR位于右边，则必可找到两个相邻且分处两边的d×d方格包含此最小点对。否则，pL和pR的距离会超过d，如图9.15所示。
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图9.15　跨越两边的最近点对的距离不可超过d=min{d1，d2}
 
落在同一方格中的点必须距离等于或超过d，否则在该边所找到的最近点对就是错的。所以，在左边同一方格中的点最多只有4个，且被“逼迫”退到4个角上。另外，在右边相邻的方格上也有同样的情况，即最多只有4个点，且被“逼迫”退到4个角上，如图9.16所示。
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图9.16　跨越两边相邻的d×d方格内的最近点对最多只有6个点
 
这个分而治之的最近点对算法合并时在以分割线为中线的长为2d的带状范围内寻找可能存在的最近点对。寻找的方法是：在此范围中的每一点p，检查是不是在一个方格的距离内有更靠近（距离比d小）的点对。如果有，就将此最近点对和距离返回。
 
详细的最近点对算法如表9.8所示。
 
表9.8　最近点对算法
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上述算法的Step2可以利用原来已经在Step1排列好的数组Px和Py在O（n）时间内完成。Step6需为Py'中的每一点，在Py'依照此点的y轴坐标值增减d的范围内寻找可能的最近点对。还好因为这样的点是有限的（见图9.16），所以Step6可在O（n）时间内完成。因此，Step2到Step7的时间复杂度可用此数学式子表示：T（n）=2T（n/2）+O（n）（此处n代表平面点的个数）。解开此数学式子可知，T（n）需要O（n log n）的时间来执行。最后，整个算法需要T（n）+O（n log n）（即Step1的排序时间）=O（n log n）时间来完成。
9.6　计算几何的技巧
 
归纳法（induction）和分而治之法（divide and conquer）都是计算几何上常见的技巧。例如，本章中的天空轮廓算法和格雷厄姆扫描算法使用了归纳法，而最近点对算法使用了分而治之法。天空轮廓算法使用的方法是从左到右扫描整个天空轮廓并对高度进行调整，也可视为一种重要的几何算法技巧，称为线扫描（line sweep）。下面列出一些其他常见的计算几何问题。
 
（1）平行线段和垂直线段的交点（intersections of horizontal and vertical line segments）：输入n条平行线段和m条垂直线段，找出所有的交点（intersection）。
 
（2）维诺图（Voronoi diagram）：输入n个平面上的点（称为维诺点），将平面分割成几个区域，使得每一个区域包含所有靠近其中一个维诺点的平面点，如图9.17所示。
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图9.17　维诺图
 
（3）最优多边形三角分割（optimal polygon triangulation）：将一个多边形切成多个三角形（切点须在顶点上且分割线不可相交），使其所需的分割线段长度总和最小。
学习效果评测
 
1.平面上的线：一块比萨被连续直切数次之后，最多会得到几片？数学用语的描述是，一个平面可以被n条直线最多分割成几个区域？当n=1时，可分割成2个区域；当n=2时，最多分割成4个区域；当n=3时，最多分割成7个区域。
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编写一个程序，当输入n时，计算最多的分割区域，并将此数输出。
 


输入

2

3

输出

4

7




 
2.决定冗余传感器：另一个无线传感器网络的基本问题是如何部署传感器网络，使得每一个地方至少被一个传感器所监控。若传感器没有均匀分布，则会导致若干地方未被监控。为了缓解此问题，可移动一些冗余传感器到未被监控的地方。
 
假设每一个传感器的位置可利用全球定位系统（GPS）来获得，每一个传感器的通信半径（等同于其传感半径）都一样大。为了简化计算，我们再假设每一个传感器的通信（传感）范围是一个正方形，而其中心代表此传感器的位置。
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每一个传感器随时记录它邻近传感器的坐标。例如，传感器C可以知道传感器A、B、D、E，因为C落在A、B、D、E的正方形中。反之，传感器F不是C的邻居，因为C没有落在F的正方形中，所以收不到F的位置信息。在收到邻近传感器的坐标后，传感器C发现它自己是冗余的，因为它的监控区域可以被邻近传感器A、B、D、E完全覆盖。
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相反地，当接收到邻居C和D的坐标信息后，传感器B会发现它自己不是冗余的。
 
编写一个程序，计算有多少个传感器在收集邻近传感器的坐标后会察觉自己是冗余的。
 


输入

4            （传感器的个数）

6            （传感器的通信和监控半径）

4 4           (以下为传感器的坐标)

6 4

8 4

10 4



输出

2              (冗余传感器的个数)




 
3.隐藏节点问题：自组织网络（ad hoc networks）是一种随意连接，不需要基础网络建设的无线网络。每一台设备（device）在此网络上的功能如同一台路由器（router），可以寻找和维护网络路径。假设每一台设备的通信半径为R单位长度。当设备A和B的距离小于或等于R（即（x1-x2）2+（y1-y2）2≤R2，此处（x1，y1）和（x2，y2）是A和B的坐标）时，设备A可以直接和设备B通信。
 
在自组织网络中，隐藏节点问题（hidden-terminal problem）的出现是因为两台设备无法直接通信，却同时通过另一台相同的设备进行数据的传送。例如，设备A不能和设备B直接通信（即设备A、B之间的距离超过R），但是设备A可以和设备C直接通信，并且设备B可以和设备C直接通信，这3台设备就形成了隐藏节点集合。又例如，4台设备A、B、C、D部署在平面的（0，0），（0，1），（1，0），（1，1）坐标上，假设通信半径为R=1单位长度，如此A可以直接与B（C）通信，D可以直接与B（C）通信，但是A不能与D直接通信，B不能与C直接通信。在此平面上的隐藏节点集合共有4组，即{A，B，C}、{A，B，D}、{A，C，D}和{B，C，D}。隐藏节点集合在自组织网络中严重地延长了通信时间，并且降低了系统的性能。输入平面上的N台设备，计算出有多少个不同的隐藏节点集合。
 


输入

4            (部署设备的台数)

1            (部署设备的通信半径 R )

0 0         (以下是部署设备的平面坐标)

0 1

1 0

1 1



输出

4            (不同的隐藏节点的集合数目)




第10章　算法的难题
 
章节大纲
 
10.1　什么是NP-Complete
 
10.2　集合P和集合NP
 
10.3　满足性问题
 
10.4　多项式时间转换
 
10.5　NP中的难题
 
10.6　NP-Complete的性质
 
10.7　NP-Complete的证明技巧
10.1　什么是NP-Complete
 
什么是NP-Complete？
 
针对NP-Complete的问题，目前并没有O（nk）时间复杂度的算法被设计出来。也并没有被证明，这样的算法是不存在的。
 
NP-Complete（NP-完全或NP-完备）是一个集合，包含许多困难的算法问题。若将解决算法问题比喻成电脑游戏中的怪兽，这一类怪兽的战斗力是十分强大的，目前人类尚不能完全战胜它们。更不幸的是，NP-Complete问题几乎遍及信息应用的所有领域。例如，哈密尔顿回路（Hamiltonian Circuit）问题（可否找到一条路径将每一个点刚好经过一次又回到原点）就是这样的难题，如图10.1所示。注：NP是非确定多项式的缩写，NP问题是指还未被证明是否存在多项式算法能够解决的问题。
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图10.1　找到一条哈密尔顿回路，将每一个点刚好经过一次又回到原点
 
面对NP-Complete的问题时，若有人想要设计出一个高效率（即拥有O（nk）的时间复杂度）的算法，将是一个很大的挑战。注意，本章中的n是指输入的数量，而k是一个任意大小的常数。
10.2　集合P和集合NP
 
决策问题（decision problem）是指输出只有“是”或“否”的这类问题。例如，一个搜索问题：询问x是否出现在一个集合A中？若有，则输出“是”，否则输出“否”。因此搜索问题是一个决策问题。为了方便讨论，本章仅对决策问题进行难易分类。在决策问题中，一些较简单的问题有快的算法可以解决，但是也有一些较难的问题目前只存在慢的算法。
 
当一个决策问题存在O（nk）时间复杂度的算法时，称此问题落在P的集合中。落在P中的决策问题在本章中可以视为较简单的问题。
 
相对地，有一些决策问题目前尚无法将它们归入集合P中。为了思考这些问题，在一般算法可采用的功能上扩展了虚构的新指令。这些新指令虽然不存在于现实中，但是对探讨这些难题的性质和彼此的关系有很大帮助。以下是这些虚构的新指令：
 
●　choice（S）从集合S中选出会导致正确解的一个元素。当集合S中无此元素时，则可任意选择一个元素。
 
●　failure（）代表失败结束。
 
●　success（）代表成功结束。
 
其中，choice（S）可以解释成，在求解的过程中神奇地猜中集合S中其中一个元素，使其结果是成功的，并且这3条指令只需要O（1）时间来执行。当然，choice（S）是如何快速猜中的在此不需要讨论，毕竟它只是虚构的。
 
在添加这些虚构函数后，所设计出的算法被称为非确定性算法（non-deterministic algorithm）。相比之下，原来一般的算法称为确定性算法（deterministic algorithm）。使用非确定性算法定义另一个集合NP，讨论目前尚无法归入集合P的难题。当一个决策问题存在一个O（nk）时间复杂度的非确定性算法时，称此问题落在NP的集合中。集合P和集合NP在本章中将扮演重要的角色。
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表10.1设计了一个非确定性算法来解决搜索问题。
 
表10.1　搜索问题的非确定性算法
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上述算法因为Step1中使用了choice（），故为非确定性算法。其时间复杂度显然为O（1）=O（n0），因此搜索问题落入NP中。相对地，设计出一个确定性算法，通过扫描数组来解此搜索问题时，可能需要O（n）的时间复杂度，因此搜索问题也落入P中。
 
和非确定性算法相比，确定性算法常需要较多的时间来解决同一个问题。NP中的问题不会比P少（主要是在O（nk）时间内NP可以选择使用扩展的功能choice（）的缘故）。简而言之，NP包含P，如图10.2所示。
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图10.2　NP包含P
 
NP内的问题都很难吗？
 
不！NP中也有简单的问题，例如搜索问题。
 
NP比P大吗？
 
NP看起来比P大，NP包含P。
 
有没有可能NP=P？
 
不知道！可否告诉我答案？
 
目前还没有人可以证明NP=P或NP≠P。
10.3　满足性问题
 
接下来介绍的满足性问题（Satisfiability Problem，SAT）就是一个NP中的典型难题，如表10.2所示。
 
表10.2　满足性问题
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我们可以很容易地设计一个暴力法（brute force method）解决满足性问题。此暴力法列出所有n个变量2n不同的真假组合，并代入此式中，检测是否为真即可。可惜，此算法的时间复杂度为O（2n），因此目前不能将满足性问题列入P集合中。相对地，表10.3将设计一个非确定性算法，并说明满足性问题可列入NP集合中。
 
表10.3　满足性问题的非确定性算法
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上述非确定性算法的时间复杂度为O（m+n）。其中用O（n）的时间来猜测n个变量的值，并用O（m）的时间来计算长度为m的布林公式E（x1，…，xn）是否为真。因此，满足性问题落入NP中。针对满足性问题，此非确定性算法比暴力法（确定性算法）减少了不少运行时间。综上所述，满足性问题这个难题目前不在P中，但是在NP中，如图10.3所示。
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图10.3　满足性问题落于NP中
10.4　多项式时间转换
 
面对一个算法的题目时，可以利用问题转换（见第7章）将当前的问题转换成另一个问题。本节关心的问题转换技巧所需要转换的时间都需在多项式时间（即O（nk））内完成。利用此多项式时间的转换可以将NP中的难题建立起一些有趣的关系。
 
针对两个问题A和B，如果存在一个O（nk）时间的（确定性）算法，当且仅当问题B有解时，将每一个问题A的输入转换成问题B的输入，使得问题A有解。此关系被称为问题A转换成（reduce to）问题B，可表示成A∝B。
 
当A∝B时，若设计出一个O（nj）时间的确定性算法β来解决问题B，则立即存在一个多项式时间的确定性算法可解决问题A。原因是，我们可以先使用算法α（需时间O（nk））将问题A转换成问题B，接着执行算法β（需时间O（nj）），因此共执行O（nk）+O（nj）的多项式时间，如图10.4所示。
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图10.4　多项式时间问题转换（A∝B）
 
若以设计出一个多项式时间算法为主要目的，则在多项式时间内将A转换成问题B有一个好处，即可以直接解决问题A，也可以选择解决问题B间接地解决问题A。因此，问题A和B似乎出现了一个依赖关系，即“解决B”→“解决A”的关系。注意，此处“解决”是指此问题存在一个O（nk）时间的确定性算法。
10.5　NP中的难题
 
若将算法问题比喻成电脑游戏中的怪兽，NP-Complete就是NP中最难缠的怪兽。
 
首先定义一个名词，用来代表一组目前未被有效解决（指未落入P中）的算法问题。
 
当且仅当满足性问题转换成L（满足性问题∝L）时，问题L被称为NP-Hard（NP难解）。
 
我们已经知道了满足性问题是NP中的难题，而NP-Hard的问题是满足性问题衍生（转换）出来的。
 
换句话说，满足性问题这只怪兽进化成了另一只NP-Hard怪兽。
 
如果能有效地解决NP-Hard问题，就可以有效地解决满足性问题，即如果NP-Hard问题落入P中，满足性问题也落入P中。
 
NP-Hard问题虽然是从NP中转换而来的满足性问题，但不一定全部落于NP中，如图10.5所示。接下来讨论的是同时落在NP和NP-Hard中的问题。一个问题L被称为NP-Complete，当且仅当L∈NP且L∈NP-Hard。
 
 
 [image: ] 


图10.5　NP-Hard问题是从满足性问题（SAT）转换过来的，但不一定落于NP中
 
NP-Complete问题从满足性问题转换而来，且落于NP中，如图10.6所示；可以想象成在NP中与满足性问题为同等级难度的怪兽。同样，如果能有效地解决NP-Complete的问题，就可以有效地解决满足性问题，即如果NP-Complete问题落入P中，满足性问题也落入P中。
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图10.6　NP-Complete（两集合交集处）是NP中的难题
 
简而言之，NP-Complete问题也是NP-Hard问题，两者都是从满足性问题转换而来的。差别是NP-Complete问题必须在NP中。
 
P集合圈养的是较容易收服的怪兽，NP-Complete和NP-Hard两集合养的怪兽都是满足性问题进化而成的，目前并未被人类收服。但是，如果动用choice（）这一神器，NP-Complete内的怪兽就会立即投降。可惜的是，人类在现实生活中买不到这一神器。
 
截止到目前为止，人类尚未设计出O（nk）时间复杂度的（确定性）算法来解决NP-Complete或NP-Hard问题。更不幸的是，NP-Complete或NP-Hard所涵盖的问题几乎遍布所有信息领域。下面介绍3个NP-Complete的范例。
 
1.图着色（graph k-colorability）问题：此问题需回答“任意一个输入的图中，是否存在一种涂色方法，使用k种颜色使得相邻点上的颜色是不同的”。当输入的图如图10.7所示，且k=2时，答案为“否”。然而，当输入的图如图10.7所示，且k=3时，答案为“是”。
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图10.7　图着色问题范例
 
2.哈密尔顿回路（Hamiltonian circuit）问题：一个哈密尔顿回路为图上的一条路径，此路径需刚好经过每一个点一次，且形成回路（circuit）。哈密尔顿回路问题就是回答“任意一个输入的图中，是否存在一条这样的路径”。当输入的图如图10.8所示时，答案为“是”。
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图10.8　哈密尔顿回路范例
 
3.分割（partition）问题：输入一个正整数的集合。分割问题就是回答“是否可以将集合分割成两个小集合，使得每个小集合的总和是相同的”。当输入的集合为{2，3，4，6，9}时，答案为“是”，因为{2，4，6}的和与{3，9}的和是相同的。
 
另外，如何将一些东西装到固定的箱子中，也是一个NP-Complete的难题。
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10.6　NP-Complete的性质
 
根据之前的讨论，我们应有以下认识：
 
（1）想要有效率地（指拥有多项式时间O（nk）时间复杂度的确定性算法）解决一些NP-Complete难题，目前无法做到。
 
（2）利用choice（），集合NP可以包含一部分这样的难题（如满足性问题）。
 
（3）多项式时间转换的关系可以被用来讨论这些难题之间的关系。
 
（4）满足性问题可以在多项式时间内转换成NP-Hard和NP-Complete中的任意一个难题，如图10.9所示。
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图10.9　满足性问题可以在多项式时间内转换成NP-Hard和NP-Complete中的任意一个难题
 
在本节中，更多NP-Complete问题的性质将会被提及。史蒂芬·库克（Stephen Cook）证明了一个十分重要的性质：
 
性质（A）：任意一个NP内的问题都可以在多项式时间内被转换成满足性问题。
 
因此，满足性问题可以说是NP内最难的问题之一，如图10.10所示。
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图10.10　任意一个NP内的问题都可以在多项式时间内被转换成满足性问题SAT
 
因为满足性问题可以转换成NP-Hard和NP-Complete中的任意一个问题，使用性质（A）我们知道，任意一个NP内的问题可以在多项式时间内转换成任意一个NP-Hard或NP-Complete中的问题，如图10.11所示。因此，我们可以得到性质（B）和性质（C）。
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图10.11　任意一个NP内的问题可以被转换成任意一个NP-Complete（或NP-Hard）问题
 
性质（B）：任意一个NP内的问题都可以在多项式时间内被转换成任意一个NP-complete问题。
 
性质（C）：任意一个NP内的问题都可以在多项式时间内被转换成任意一个NP-hard问题。
 
根据以上性质，若NP-Complete（或NP-Hard）其中一个问题被有效率地解决了（指设计出一个多项式时间O（nk）时间复杂度的确定性算法），则NP中的所有问题都将有一个有效率的解。换句话说，若NP-Complete或NP-Hard其中一个问题落入P中，则NP中的所有问题都落入P中。
 
再次将算法问题比喻成电脑游戏中的怪兽。若能解决NP-Complete和NP-Hard两集合中的其中一只怪兽，则NP（含NP-Complete）中的全部怪兽都会被消灭殆尽。
 
因为满足性问题是NP-Complete，故可推论性质（D）是正确的。
 
性质（D）：满足性问题在集合P中，当且仅当P=NP。
 
相反地，若存在一个NP-Complete问题被证明不会落入P中，则所有NP-Complete问题都不会落入P中（此时P≠NP）。
 
NP-Complete中的怪兽具备同生共死的特性，即NP-Complete中的怪兽全部被消灭殆尽（指落入P中），或者NP-Complete中的怪兽全部存活（指落入P外）
 
到底NP等不等于P？
 
不知道！目前世界上没有人知道答案呢！
 
如果要挑战此题目，你会怎么做？
 
为其中一个NP-Complete问题设计一个O（nk）时间复杂度的算法，或者证明其中一个NP-Complete问题绝对不存在此算法。
 
为何只需考虑一个问题就可以了？
 
因为NP-Complete问题彼此是好朋友，同生共死，绝不苟活。
 
问题好像变简单了，你的敌人只剩下一个了？
 
不过这个敌人代表着千千万万个敌人！
10.7　NP-Complete的证明技巧
 
这个程序超难写的，怎么写都跑不快！
 
会不会是NP-Complete？
 
不会吧？
 
怎么证明一个问题是NP-complete？
 
不知道！
 
NP-Complete的定义是什么？
 
落在NP且落在NP-Hard中。
 
怎么证明一个问题落在NP中？
 
设计一个花费O（nk）时间的非确定性算法来解决此问题。
 
怎么证明一个问题落在NP-Hard中？
 
将满足性问题转换成此问题！
 
转得过去吗？
 
这个……
 
其实，证明一个决策问题是NP-hard不一定需要从满足性问题转换，比较可行的方式是从任意一个已经被证明为NP-Hard的问题下手。
 
理由是将一个NP-Hard的问题β转换成所关心的问题α时，我们可以推论问题α也是NP-Hard。因为问题β是NP-Hard，故满足性问题必可转换成问题β，再加上之前发现的转换，满足性问题可以辗转转换成问题α，因此问题α也成为了NP-Hard，如图10.12所示。
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图10.12　从任意一个NP-hard问题（β）来证明另一个新问题（α）为NP-Hard
 
下面我们将以顶点覆盖问题（vertex cover problem）说明此证明技巧，如表10.4所示。
 
表10.4　顶点覆盖问题
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已知clique问题是NP-Hard问题，如表10.5所示。接下来准备将clique问题转换成顶点覆盖问题，借此证明顶点覆盖问题也是NP-Hard问题。
 
表10.5　clique问题
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此转换的重点在于，将clique问题的输入{G=（V，E），k}转换成顶点覆盖问题的输入{G'=（V'，E'），k'}。转换的方法十分简单，新图的顶点集合和原来的相同，不同的是当原来的图上两顶点之间有线时，新图不需要连线；反之，当原来的图上两顶点之间没有连线时，新图需要连线，如图10.13所示。也就是两个图在顶点集合上是相同的，但在连线集合上是互补的，故称G'为G的互补图（complement graph）。最后，令k'=|V|-k，转换完成。注意，此转换最多需要O（n2）的时间。这里的n是顶点集合V的个数，因此是一个多项式时间的转换。
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图10.13　将clique问题转换成顶点覆盖问题
 
在G中找得到大小为3的clique吗？
 
不难吧？{b，d，e}就是。
 
删除{b，d，e}后的顶点集合在G'中有什么特性？
 
删除{b，d，e}后的顶点集合是{a，c，f}，{a，c，f}是什么？
 
在G'中{a，c，f}是顶点覆盖吗？
 
所有的线都粘到a或c或f，真的是顶点覆盖！
 
试试看其他clique是否正确。
 
删除G中的clique{b，c，d}后的顶点集合是{a，e，f}，所有G'的线都粘到a或e或f，也是顶点覆盖。
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此转换的正确性可参考表10.6。最后，我们借助clique问题证明了顶点覆盖问题也是NP-Hard。
 
表10.6　clique问题转换成顶点覆盖问题的正确性论述
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学习效果评测
 
1.排列：一个字符串abc的所有排列是{"abc"，"acb"，"bac"，"bca"，"cab"，"cba"}，按照字母顺序排列并给予编号：
 


0 "abc"

1 "acb"

2 "bac"

3 "bca"

4 "cab"

5 "cba"



输入

abc             (要按字母顺序排序后一个字符串)

3               (一个整数 n)



输出

bca                       (编号为n的字符串)






 
2.欧拉（Totient）函数：欧拉函数φ（m）代表{1，…，m}中有多少个数和m互质？例如，φ（1）=1，φ（2）=1，φ（3）=2，φ（4）=2，φ（5）=4，φ（6）=2，φ（7）=6。编写一个程序，当输入m时，输出其欧拉函数φ（m）。
 


输入

13

8



输出

12

4






 
3.是非题：填入答案○或×（若陈述不正确，说明原因）。
 
①（　）NP的问题无法写出程序来解决。
 
②（　）所有P问题不一定可写程序找到解。
 
③（　）NP不等于P。
 
④（　）NP=P。
 
⑤（　）NP-Complete不是NP问题。
 
⑥（　）NP-Complete不是NP-Hard问题。
 
⑦（　）NP-Hard问题是NP中特别难的问题。
 
⑧（　）NP-Hard问题都可以转换成SAT问题。
 
⑨（　）无法编写程序有效解决的问题就是NP-Hard或NP-Complete。
 
⑩（　）若一个NP问题被有效解决了，则NP=P。
第11章　逼近算法
 
章节大纲
 
11.1　什么是逼近算法
 
11.2　最小顶点覆盖问题
 
11.3　装箱问题
 
11.4　平面上的旅行商问题
 
11.5　逼近算法的技巧
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圆周率π的前一百个数字是3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679，不过这只是逼近的数字而已。
11.1　什么是逼近算法
 
什么是逼近算法（approximation algorithm）？
 
简而言之，就是设计一个有效率的算法，找到与最优答案差距有限的解。
 
当碰到NP-Complete问题或其他难题时，想要找出最优解需要花费十分冗长的运行时间，有时花很长时间找到最优解反而不是一个适当的解法。退而求其次，倘若有一个算法可以很快地找到一个可以被接受的解，虽然不是最优解，但是与最优解差距不多，有时反而可以被接受。
 
一般而言，设计一个逼近算法需说明其解和最优解的差距有多大，以提供解答的质量保证。
11.2　最小顶点覆盖问题
 
第一个例子是最小顶点覆盖问题（the minimum vertex cover problem），如表11.1所示。
 
表11.1　最小顶点覆盖问题
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最小顶点覆盖问题（见表11.1）和第10章提及的顶点覆盖问题（见表10.4）十分相似。差别在于最小顶点覆盖问题需找到最小的顶点覆盖集合并，输出此集合的顶点；而顶点覆盖问题只需判断是否存在一个大小为k的顶点覆盖（输出是或否）。目前已知顶点覆盖问题是NP-Complete问题，因此最小顶点覆盖问题也不容易有效地解决，本节将为此问题设计一个逼近算法。
 
什么是最小顶点覆盖问题？
 
找到最少的顶点，粘到所有的连线。
 
怎样的顶点可以粘到所有的线？
 
每条连线都需被所挑选的一个顶点粘到。
 
每一条连线有两个端点，应该挑哪一个呢？
 
不清楚！
 
每一条连线的两端点可以都不挑吗？
 
不可以。若是如此，则连接该两个顶点的连线将无任何顶点可照顾到。
 
需要两个顶点都挑选吗？
 
两个顶点都挑又太浪费了。
 
下面介绍的逼近算法希望找到足够少的顶点来粘住所有的连线。以表11.1中的图为例（见图11.1（a）），首先考虑图中任意一条连线（a，c）。将其两个端点a、c设置为选取，并将所有连到这两个顶点的连线全部去掉（见图11.1（b））。接着重复以上操作，直到所有连线都被去掉为止。下一条要考虑的连线为（b，f），将b、f设置为选取，并将所有连到b、f的连线全部去掉，得到图11.1（c）。此时图中并无任何连线，此算法结束。
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图11.1　最小点覆盖逼近算法的范例
 
在整个过程中，我们选取{a，b，c，f}为顶点覆盖。虽然比最优解（如{a，c，f}）所需的顶点多，但是此算法显然十分简单，且速度快。
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此算法所得到的顶点覆盖数量不会超过最小点覆盖的两倍。原因是每一条被考虑的连线中，这个逼近算法会选取两个顶点，而最优解需在这两个顶点中至少选取一个顶点；否则这条被考虑的连线不会被最优解中任何顶点粘住（出现矛盾）。上述逼近算法如表11.2所示。
 
表11.2　最小点覆盖逼近算法
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11.3　装箱问题
 
下一个例子是装箱问题（bin packing problem），如表11.3所示。
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表11.3　装箱问题
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装箱问题也是NP-Hard，因此我们将专注于设计一个逼近算法。最直观简单的做法是利用首次合适（first fit）的概念：所有箱子按照从小到大的编号固定排列，每件货物依次按照此排列寻找第一个可以放入的箱子并直接放入。当输入为{0.2，0.1，0.5，0.7，0.4，0.2，0.3}时，需要3个箱子，且其装箱方式为{0.2，0.1，0.5，0.2}，{0.7，0.3}，{0.4}。
 
下面将证明首次合适算法的解不会超出最优解的两倍。
 
假设执行首次合适算法后，装箱的情况为B1，B2，…，Bm（Bi代表编号i（此1≤i≤k），箱子的总重量Bi>0），共需要m个箱子。令任意相邻的两个箱子编号为Bi和Bi+1，它们的和Bi+Bi+1>1；否则若Bi+Bi+1≤1，则按照此算法的做法，编号i+1箱子的货物会全部装入编号为i的箱子中（因为比较早被考虑到）。又因为B1+B2>1，[image: ]，最优解使用箱子的数量为n，最少需[image: ]（大于m/2）个箱子，故n>m/2。推导可得2n>m，因此首次合适算法的解不会超出最优解的两倍。
11.4　平面上的旅行商问题
 
最后一个例子是平面上的旅行商问题（traveling-salesman problem），如表11.4所示。一般的旅行商问题是，在一个图中，找出一条最小成本的路径，使得此路径经过所有的顶点刚好一次，最后回到原起始点。本节讨论的平面上的旅行商问题稍有不同，需符合三角不等式（triangle inequality）的性质。
 
表11.4　平面上的旅行商问题
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平面上的旅行商问题中的顶点都在一个平面上，而且任意两顶点的距离（成本）为连接两者的直线距离。因为几何上的三角形有两边之长的和大于第三边的特性，故顶点a直接连到顶点b的距离（成本）小于或等于顶点a绕过顶点c再连接顶点b的距离之和，如图11.2所示。所以平面上的旅行商问题符合三角不等式的性质。尽管如此，这个问题还是NP-Hard，接下来将为这个问题设计一个逼近算法。
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图11.2　平面上的旅行商问题符合三角不等式的性质
 
这个逼近算法先使用一棵树（tree）将所有顶点连接，再从此树上寻找一个拜访（或遍历）每一个节点（即顶点，但在树图中习惯称为节点）的旅程。此算法找到的解的距离总和不会超过最优解的两倍，如表11.5所示。
 
表11.5　平面上的旅行商逼近算法

 
 [image: ]

 
上述算法中的前序遍历（preorder traversal）是指在一棵树中递归地遍历（即拜访）一个节点后，才开始遍历其儿子们。图11.3是上述算法的一个范例。
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图11.3　平面上的旅行商逼近算法的范例
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图11.3　平面上的旅行商逼近算法的范例（续）
 
最后证明平面上的旅行商逼近算法找到的旅程的距离和不会超过最优解的两倍。
 
令最短的旅程为TSP*。若将此旅程扣除任意一条连线，则成为一棵生成树。因此，距离和C（TSP*）必大于或等于最小成本生成树T的距离和C（T），即C（T）≤C（TSP*）。
 
下面说明此逼近算法找到的旅程TSP的距离和C（TSP）小于或等于最小成本生成树T所有连线权重（距离）和的两倍，即C（TSP）≤2×C（T）。
 
假想最小成本生成树T是一道围墙，从树根绕此墙一周回到原点，将形成一个路径E。此路径有时会经过同一个节点多次，如在图11.3（d）找到的路径U为a→c→e→b→e→c→f→c→a→d→a。注意路径U中所有线的距离和C（U）=2×C（T），因为T中的每一条连线刚好被经过两次。又因为C（T）≤C（TSP*），故C（U）≤2×C（TSP*）。
 
旅程TSP其实是在路径U中（除了头尾外）忽略重复经过的节点后所形成的旅程。例如，在图11.3（e）中，TSP是将路径U：a→c→e→b→e→c→f→c→a→d→a忽略（跳过）重复节点e、c、c、a后，得到路径a→c→e→b→f→d→a。其中，路径的片段b→e→c→f被b→f所取代。但是因为两边之长的和大于第三边，故C（b→e→c→f）≥C（b→c→f）≥C（b→f）。因此TSP的距离和不大于路径U的距离和，即C（TSP）≤C（U）。
 
因为C（TSP）≤C（U）且C（U）≤2×C（TSP*），故C（TSP）≤2×C（TSP*），即平面上的旅行商逼近算法找到的解距离的和不会超过最优解的两倍。
11.5　逼近算法的技巧
 
一个逼近算法的解和最优解的差距需要被严格保证。若设计一个算法后，虽然执行后所得的解十分靠近最优解，但是不能提出严格的证明来保证每一次执行的质量，这种算法暂时不适合称为逼近演算法。当然，逼近算法的解和最优解的差距越小，就会更有价值。
学习效果评测
 
1.传感器网络部署问题：输入一个k×k的正方形，代表一个传感器网络部署的区域。请尽量部署最少数量的传感器（半径为r的圆）来覆盖（监控）整个区域。
 


输入

10             (正方形的宽 k )

4               (传感器的传感半径 r )



输出

4              (部署传感器的个数)




 
2.编写一个程序，验证在装箱问题中使用首次合适（first fit）算法的解不会超出最优解的两倍。
 


输入

7               (货物的件数 n )

0.2            (以下是这批货物的重量{w 1, w 2, …, wn }，0<wi ≤1)

0.1

0.5

0.7

0.4

0.2

0.3



输出

3                (使用箱子的数量)




 
3.一间工厂制作n个化学产品。有些化学产品不兼容，如果互相接触可能产生爆炸。这间工厂准备建造x间储藏室来存放这些化学产品，并且希望这些不兼容的化学产品被放置于不同的储藏室。为了决定需要兴建多少间储藏室，希望知道当n个化学产品被安全放置在x间储藏室中有几种不同的配置方式。
 
注意每间储藏室都不同，而且可以存放任意多的兼容化学产品。如果有一些化学产品被安置在不同的储藏室中，两个配置方式将被视为不同。例如，针对3种化学产品C1、C2、C3（n=3）和两间储藏室P1、P2（x=2），其中C1、C2不兼容，C1（C2）相容于C3。有以下4种配置方式：
 
（1）P1={C1}，P2={C2，C3}。
 
（2）P1={C2}，P2={C1，C3}。
 
（3）P1={C2，C3}，P2={C1}。
 
（4）P1={C1，C3}，P2={C2}。
 
一般而言，针对n种兼容的化学产品和x间储藏室，有xn种配置方式，xn被称为颜色多项式（chromatic polynomial）。相对地，针对n种不兼容的化学产品和x间储藏室，可以有x（x-1）（x-2）…（x-n+1）种配置方式（此处x≥n）。同样地，x（x-1）（x-2）…（x-n+1）为其颜色多项式。前面的范例所对应的颜色多项式为x3-x2。因此，当储藏室的个数x=2时，有23-22=8-4=4种配置方式。
 
输入n种化学产品与其不兼容的关系。编写一个程序，输出其对应的颜色多项式。
 


输入

3        (化学产品的种类数)

1        (化学产品间不兼容关系的数量)

1 2      (以下是每一种不兼容关系)



输出

1 -1 0 0      (颜色多项式的系数)




第12章　随机算法
 
章节大纲
 
12.1　什么是随机算法
 
12.2　随机快速排序法
 
12.3　质数测试
 
12.4　最小割算法
 
12.5　随机算法技巧
 
虚竹慈悲之心大动，心知要解段延庆的魔障，须从棋局入手，只是棋艺低浅，要说解开这局复杂无比的棋中难题，当真是想也不敢想。眼见段延庆双目呆呆地凝视棋局，危机生于顷刻，突然间灵机一动：“我解不开棋局，但捣乱一番，却是容易，只需他心神一分，便有救了。既无棋局，何来胜败？”，便道：“我来解这棋局。”快步走上前去，从棋盒中取过一枚白子，闭了眼睛，随手放在棋局之上。
 
他双眼还没睁开，只听得苏星河怒声斥道：“胡闹，胡闹，你自填一气，自己杀死一块白棋，哪有这等下棋的法子？”，虚竹睁眼一看，不禁满脸通红。原来自己闭着眼睛瞎放一子，竟放在一块已被黑棋围得密不通风的白棋之中。这大块白棋本来尚有一气，虽然黑棋随时可将之吃净，但只要对方一时无暇去吃，总还有一线生机，苦苦挣扎，全凭于此。现下他自己将自己的白棋吃了，棋道之中，从无这等自杀的行径。这白棋一死，白方眼看是全军覆没了。鸠摩智、慕容复、段誉等人见了，都不禁哈哈大笑。
 
金庸　天龙八部
12.1　什么是随机算法
 
什么是随机算法（randomizedalgorithms）？
 
简而言之，就是一个算法中含有随机决定的步骤。
 
天龙八部电视剧中的珍珑棋局如图12.1所示。
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图12.1　天龙八部电视剧中的珍珑棋局
 
一般的算法步骤都是经过小心设计的，并且深具目的性。然而随机算法恰恰反其道而行，在某些步骤中含有随机决定的指令。此举有如金庸小说中的虚竹，因为胡乱下一子后，竟然意外地解开了古今难破的珍珑棋局。随机算法的存在仿佛是在告诉人们，“道法自然”有时比“汲汲经营”有效率。
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12.2　随机快速排序法
 
随机算法的第一个例子就是我们已经熟悉的快速排序法（可参阅第2章）。
 
如何避免快速排序法的最差情况？
 
让分割元素的值尽量靠近中间值。如此可以让分割更平均，并让快速排序法执行速度加快。
 
在执行分割前，先将矩阵的第一个数和其他任意数（由随机数决定）进行对调，就是一个极简单的随机快速排序法（randomized quicksort）。如此可大幅降低选中最大值或最小值为分割元素的机会，尤其是在数据输入时就可以大致排序好的情况。随机快速排序法如表12.1所示。
 
表12.1　随机快速排序法
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随机快速排序法的期望运行时间可被证明为O（n log n），比原先的快速排序法的最差时间复杂度O（n2）快。
12.3　质数测试
 
第二个例子是质数测试（prime number testing），如表12.2所示。
 
表12.2　质数测试
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测试一个正整数n是否为质数的简单方法是，试着将n除以2，3，…，[image: ]。若没有数可以整除它，则n为质数；若存在一个数可以整除它，则n不是质数。这个方法看似不错，但是当n比较大时，计算非常冗长。
 
为了设计一个高效的质数测试算法，需要认识以下性质。
 
Fermat's Theorem
 
如果p是Fer，那么ap-1=1（mod n），针对所有a∈{1，2，…，p-1}。
 
换言之，如果找到一个a∈{1，2，…，p-1}使得ap-1≠1（mod n），那么n必不是质数。令人惊奇的是，当ap-1=1（mod n）时，n为质数的概率也十分高。因此，这个条件（即ap-1是否等于1（mod n））就成为了检测质数的几乎完美的方法，如表12.3所示。
 
当随机质数测试算法判断输入值n不是质数时，一定是正确的。但是，当它判断输入值n是质数时，可以被证明错误概率不高于2-s。也就是当s足够大时，此算法的正确性是值得被期待的。
 
表12.3　随机质数测试算法
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12.4　最小割算法
 
最后的例子是最小割算法（minimum edge cut），如表12.4所示。
 
表12.4　最小割算法问题
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一个图上的连线分割（edge cut）为连线集合的子集合，若将此子集合移除，将导致此图不连通。最小割算法就是所有连线分割中拥有最少连线者。例如，在表12.4的图中，{（a，e），（c，d）}或{（b，a），（b，c）}就是一个最小割。
 
下面将设计一个随机算法来找出最小割。此方法十分简单，即随机重复地找到多组连线分割，并挑出其中最小的连线分割作为输出。
 
随机产生一个连线分割的方法十分简单。首先，任意（随机）从图中挑选一条连线，将此连线和其两端点挤压（contract）成一个点，但保留连接两端点的连线。图12.2显示了将连线（c，d）和其两端点挤压后的新图。
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图12.2　挤压连线（c，d）和其两端点后，以一个新点取代此连线
 
重复以上操作，直到剩下两个顶点为止。注意，此时所有连接这两个顶点的连线就是一个连线分割（虽然有可能不是最小割）。例如，图12.3演示了找到一个连线分割的过程。倘若还原到输入图，所找到的连线分割是{（e，h），（f，h），（g，h）}。注意，此范例的最小割含有的连线应为两条，如{（a，e），（c，d）}或{（a，b），（b，c）}。故此次找到的连线分割并非最小割。
 
乍看之下，这个方法好像十分容易出错，但是只要重复的次数够多，找出正确解（最小割）的概率就会增加。这种方法很像用乱枪打鸟，只要射击的次数够多，击中的范围够广，击中空中小鸟的机会就会增加。
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图12.3　随机产生一个连线分割的方法
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图12.3　随机产生一个连线分割的方法（续）
 
此随机算法是采用上述步骤产生足够多组的连线分割后，挑出其中最小的连线分割作为输出。表12.5列出了随机最小割算法。
 
表12.5　随机最小割算法
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这个算法找到最小割的概率有多高？
 
看起来不太高，但应该和s有关。
 
有什么关系？
 
s的值越高，找到的连线分割越多，碰到最小割的机会也就越大。
 
这样s该设置多大才够呢？
 
这个……
 
下面讨论随机最小割算法正确找到最小割的概率。首先，令最小割C共有k条连线，则图上的每个顶点至少会有k个邻居；否则必有一个顶点和其邻居的连线，从而形成一个比k少的连线分割（出现矛盾）。因此，此图至少拥有（nk）/2条连线，此处n为图中顶点的个数。
 
希望计算出在随机选择连线（并挤压这条连线）的过程中，最小割C中的k条线都不被选中的概率，即最后找到最小割的概率。注意，随机选择连线并挤压这条连线的操作共需要n-2步，因为每执行一次操作（选择连线并挤压这条连线），剩下的图便少一个顶点，如图12.3所示。
 
因此，我们想计算在n-2次随机挤压过程中不会选中最小割C的概率。
 
第一次随机挤压的过程中，不会选中最小割C的概率为：
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因为此图至少拥有（nk）/2条连线，故：
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类似地，第二次随机挤压的过程中不会选中最小割C的概率为：
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类似地，我们可得：
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此处，Ei代表在第i步时并未挑中最小割C中的连线，而Pr（Ei）代表其概率（1≤i≤n-2）。

 
最后，在n-2次随机挤压（一条连线）的过程中，都不会选中最小割C的概率将大于或等于：
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随机最小割算法执行上述操作s次，因此都得不到最小割C的概率将小于（1-2/n2）s，也就是得到最小割C的概率将大于1-（1-2/n2）s。若选取较大的s值（如n2/2的倍数），则此算法出错的概率将降低到可以接受的程度。
12.5　随机算法技巧
 
随机算法的优点在于简洁、高效。一般分成两类：拉斯维加斯算法（Las Vegas Algorithm）和蒙特卡罗算法（Monte Carlo Algorithm）。
 
拉斯维加斯算法总是输出正确的答案，随机的步骤影响的是执行的时间，如随机快速排序法。相对地，蒙特卡罗算法有时会输出错误的答案，但是独立地重复执行多次会将错误的概率降低，如随机质数测试算法和随机最小割算法。
学习效果评测
 
1.设计一个蒙特卡罗算法来计算1/4圆的面积。在此正方形中均匀地产生大量的点后，利用落在1/4圆内点的比例计算此1/4圆的面积。
 


输入

10                              (正方形的宽k)






 


输出

78.53                   (1/4圆的面积)
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2.设计一个随机快速排序法，并与原来的快速排序法进行比较。
 


输入

5                               (要排序的数字个数)

65                              (以下是要排序的数字)

50

55

45



输出

45 50 55 65             (排好序的数列)

0.0012 秒                (排序所需的时间)






 
3.质数比例：运用费马定理设计一个随机质数测试算法。尝试计算在任意连续整数的范围内有多少比例是质数。
 


输入

1 100   (m、n 代表连续整数的范围 m~n)



输出     

25      (在范围 m~n 中，所有质数的个数)

0.25    (出现质数的比例)
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