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  第1章
 机器学习是什么——机器学习定义
 
Machine learning is the science of getting computers to act without being explicitly programmed.-Stanford
 
引言
 
2018年6月1日，中央电视台正在转播美国职业篮球联赛（NBA）总决赛，此时是勇士队对骑士队第一场比赛的加时赛，我一看勇士队领先了10分而且是主场作战，就预测骑士队会输掉比赛，勇士队会夺得冠军。这时，我突然发现自己的Python作业还没写完，就关上了电视机，聚精会神地完成了用Python编写程序打印“Hello Machine Learning！”的作业。
 
● 先看上面这段文字的前半部分，这里涉及基于经验做出的预判。例如，为什么在勇士队主场作战并领先10分的情况下，我就认为勇士队会赢呢？因为在本赛季中，勇士队在主场作战的情况下只输过两场，而且在加时赛领先10分时获胜的概率是100%。为什么勇士队赢一场比赛我就认为其会夺得NBA冠军呢？因为据统计，在决赛中赢得第一场比赛的球队有79%的概率会夺得NBA冠军。这些对经验的利用是靠我们自身完成的，但这是机器学习吗？不是，我是人，不是机器，是我在预测，而不是机器在预测。
 
● 再看上面这段文字的后半部分，计算机根据用Python编写的程序，打印了一句话。但这是机器学习吗？不是，打印一句话也好意思称为学习？它只不过是在机械地执行命令罢了。
 
所以，到底什么是机器学习？从字面上来讲就是（人用）计算机来学习。谈起机器学习就一定要提起汤姆·米切尔（Tom M·Mitchell），就像在谈起音乐时大多会提起贝多芬，在谈起篮球时大多会提起迈克尔·乔丹一样。米切尔对机器学习的定义是[1]：
 
A computer program is said to learn from experienceEwith respect to some class of tasksTand performance measurePif its performance at tasks inT,as measured byP,improves with experienceE.
 
这段英文有一点抽象、难懂。首先，要注意两个词：computer program和learn，翻译成中文就是“机器（计算机程序）”和“学习”。把上面的英文翻译成中文就是：
 
假设用性能度量P来评估模型在某类任务T中的性能，若该模型通过利用经验E在任务T中改善其性能度量P，那么可以说机器对经验E进行了学习。
 
在该定义中，除核心词“机器”和“学习”外，还有关键词经验E、性能度量P和任务T。在计算机系统中，通常经验E是以数据D的形式存在的，而机器学习就是在给定不同的任务T中，从数据中产生模型，模型的好坏就用性能度量P来评估。现在面临两个问题：
 
（1）模型的性能如何定量评估？这就需要根据不同的学习任务T在数据D上定义对应的性能度量P。
 
（2）模型的性能如何定性评估？模型性能的好坏通常要看它在没有见过的数据上的表现。但是这很矛盾，因为模型是基于看到的数据而学习的。你根本不知道你没看到的数据（未来发生的）是什么样的，那么又如何来评估模型性能呢？
 
1.3节会解决问题（1），通过设计误差函数来优化模型，旨在减少误差而提高模型性能。问题（2）比较难回答，需要通过第2章和第3章两章介绍的内容来解决它。
 
下图展示了机器学习包含的各类元素：数据D、任务T、性能度量P和算法A。
 
根据学习的任务模式，机器学习可分为四大类：有监督学习、无监督学习、半监督学习和增强学习，这样分类是符合MECE分析法[1]的。而现今我们听到最多的深度学习只是其中的一种方法，不是任务模式，与上面四类不属于同一个维度。但是深度学习与它们可以叠加成：有监督深度学习、无监督深度学习、半监督深度学习和增强深度学习。迁移学习也是一种方法，也可以分为有监督迁移学习、无监督迁移学习、半监督迁移学习和增强迁移学习。下图中展示了各类机器学习之间的关系。
 
其中：
 
● 有监督学习将贴有不同标签的数据（用红、蓝、绿3种颜色区分）分类。
 
● 无监督学习将未贴标签的数据（灰色数据）聚类。
 
● 半监督学习先将灰色数据聚类，再结合红、蓝、绿色数据将数据分类。
 
● 增强学习根据环境对智能体在不同状态下的行为的评价进行奖励或惩罚。
 
● 深度学习通过神经网络结构应用前面介绍的四类机器学习。
 
● 迁移学习把已训练好的模型参数迁移到新的模型中进行训练，而训练好的模型通常由深度学习完成。
 
本书只介绍有监督学习，一是它占现在机器学习应用的绝大部分，二是它符合人类学习的顺序。就像前言所说的一样，我们先被指导着进行“有监督学习”，然后是“半管半放”的“半监督学习”，再然后是完全自觉的“无监督学习”，接着是自己反馈的“增强学习”，等学到一定程度时再开始“深度学习”，最终可以实现“迁移学习”。
 
[image: ]定义：给定任务T和性能度量P，建立模型M从数据D中学习，如果在任务T上的性能度量P随着数据D增多而改善，那么可称机器在学习。
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 机器学习概览
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 各类机器学习之间的关系
 

 
1.1 数据
 
数据是经验的另一种说法，也是信息的载体。数据可被分为结构型数据和非结构型数据，也可被分为原始数据和加工后的数据，还可被分为样本内数据和样本外数据。第一种是根据数据具体类型划分的，第二种是根据数据的表达形式划分的，第三种是根据数据统计性质划分的。
 
1.1.1 结构型与非结构型数据
 
结构型数据是用二维表结构来逻辑表达和实现的数据。非结构型数据是没有预定义的数据模型，不便用二维表来表现的数据。
 
1.非结构型数据
 
非结构型数据包括图片、文字、语音等，如图所示。
 
对于以上非结构型数据，相关应用实例有：
 
● 深度学习的卷积神经网络（Convolutional Neural Network，CNN），用于对图像数据做人脸识别或物体分类。
 
● 深度学习的循环神经网络（Recurrent Neural Network，RNN），用于对语音数据做语音识别或机器对话，对文本数据进行文本生成或阅读理解。
 
● 增强学习的阿尔法狗（AlphaGo）在对棋谱数据学习无数遍后，最终打败了世界围棋高手李世石和柯洁。
 
本书的机器学习模型主要使用的是结构型数据，即二维的数据表。
 
 
 [image: ] 
 非结构型数据
 

 
2.结构型数据
 
首先介绍干净数据的定义。假设我们收集了勒布朗·詹姆斯（Lebron James）四场比赛的数据，见下表。
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根据Wickham在Tide Data论文[2]中对干净数据的定义：
 
● 每一列代表一个特征，比如得分、篮板和助攻是3个特征。
 
● 每一行代表一个示例，比如第1行的示例（得分=27，篮板=10，助攻=12）。
 
可知表格中的数据是干净的。
 
对于下面的术语，读者在深入了解机器学习前一定要弄清楚：
 
● 每行的记录（这里是在一场比赛中对詹姆斯的个人得分统计），被称为一个示例（Instance）。
 
● 反映对象在某方面的表现或性质，例如得分、篮板、助攻，被称为特征（Feature）或输入（Input）。
 
● 特征上的取值，例如示例1对应的27、10、12被称为特征值（Feature Value）。
 
假设我们想分析詹姆斯的得分、篮板、助攻达到什么水平就可以帮助骑士队赢得比赛，下表在上表的基础上多加了一列数据标签，记录每场比赛的输赢。
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乍一看，会发现詹姆斯的助攻在10次以上就可以帮助骑士队赢得比赛，反之得分再多也不能赢得比赛。这也合理，因为助攻多会让全队配合流畅，就会赢得比赛。但是这只是直觉，不是模型。
 
模型还需要考虑得分和篮板次数对比赛结果的影响。
 
其中涉及的术语如下所示。
 
● 关于示例结果的信息，例如赢，被称为标签（Label）或输出（Output）。
 
● 包含标签信息的示例，则被称为样例（Example），即样例=（特征，标签）。
 
● 从数据中学习并得到模型的过程被称为学习（Learning）或训练（Training）。
 
● 在训练数据中，每个样例被称为训练样例（Training Example），整个集合被称为训练集（Training Set）。
 
下面将以上内容浓缩为一张图，如下图所示。
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 结构型数据及术语
 

 
1.1.2 原始数据与加工
 
计算机在处理数值型的结构型数据时效率是最高的，但是，在现实世界里，原始数据通常有以下两种情况。
 
● 非结构型数据，比如图片型数据和文本型数据（情况一）。
 
● 结构型数据，但是某些特征不是数值型数据（情况二）。
 
在情况一中，以图片为例，通过特定函数imread将彩色图片用RGB[2]像素表示出来，再按红色、绿色、蓝色的顺序，将所有像素排成一个数值列向量（Column Vector），而计算机可以接受这样的输入。具体转换过程见图。
 
 
 [image: ] 
 将原始图片转换成数值向量
 

 
在情况二中，结构型数据是一个二维数据表，每列的特征可能是数值型变量或分类型变量。
 
● 数值型变量：其变量值是定量的，是被人为定义的数字（如整数、小数、实数等）。
 
● 分类型变量：其变量值是定性的，表现为互不相容的类别或属性。
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数值型变量不需要进行转换，比如将表中的得分直接表示成
 
x 得分=[27 33 51 40]
 
分类型变量用0-1编码，比如将比赛结果={赢，输}表示成y=[1 0 0 1]，1代表赢，0代表输。
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假如现在有一场足球比赛，那么结果有赢、平、输（见表），分别用0、1、2来表示，那么y=[0 1 0 2]。但更常见的是用独热编码（One-Hot Encoding）表示：
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1.1.3 样本内数据与样本外数据
 
在统计学中，把研究对象的全体称为总体（Population），把组成总体的各个元素称为个体，把从总体中抽取的若干个体称为样本（Sample）（见下图）。
 
 
 [image: ] 
 总体和样本
 

 
下面举一个调查中国男性平均身高的例子，其中：
 
● 全国的男性就是总体。
 
● 每个男性是个体。
 
如果要调查中国所有男性的身高，则所需的金钱和时间成本太高。通常会抽取若干名男性作为样本，通过计算样本里的男性平均身高作为总体里的所有男性平均身高。
 
统计学的工作就是根据样本数据的统计来推出总体数据的参数（Parameter）。样本数据也被称为样本内数据，除样本内数据外的总体数据被称为样本外数据。
 
在机器学习中，样本内数据和样本外数据的定义有一些不同，如下图所示。
 
机器学习的难点就是如何通过准确的样本内数据预测来保证准确的样本外数据预测，这也是第2章重点介绍的内容。
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 样本内数据和样本外数据
 

 
● 样本内数据：用来训练模型的数据，也被称为训练数据。它们是已知的，是可计算的。
 
● 样本外数据：模型未来没见过的数据。它们是未知的，是不可计算的。
 
机器学习在样本内数据中训练模型用来做以下预测。
 
● 样本内预测：根据训练模型对样本内数据进行预测，可与已知的标签比较来评估模型效果。
 
● 样本外预测：根据训练模型对样本外数据进行预测，不能与未知的标签比较。
 
1.2 机器学习类别
 
根据训练数据是否有标签，机器学习可分四类：有监督学习（有标签）、无监督学习（无标签）、半监督学习（有部分标签）和增强学习（有评级标签）。深度学习可以应用到这四类机器学习中，而迁移学习是一种新类别。
 
1.2.1 有监督学习
 
有监督学习（Supervised Learning）利用输入数据及其对应的标签来训练模型。这种学习方法类似学生通过研究问题和参考答案来学习，在掌握问题和答案之间的对应关系后，学生对于相似问题可自己给出答案。
 
在有监督学习中，数据=（特征，标签），其主要任务是分类和回归。下面以前面介绍的詹姆斯的个人数据统计预测结果为例来具体介绍。
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如果预测的是离散值，例如比赛结果为赢或输（见左表），则此类学习任务被称为分类。
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如果预测的是连续值，例如詹姆斯的效率为65.1、70.3等（见左表），则此类学习任务被称为回归。
 
1.2.2 无监督学习
 
无监督学习（Unsupervised Learning）用于找出输入数据的模式。比如，它可以根据电影的各种特征做聚类，为电影推荐系统提供标签。此外，无监督学习还可以降低数据的维度，它可以帮助我们更好地理解数据。
 
在无监督学习中，数据=（特征，）。在上例中，我们除可以根据詹姆斯的个人数据统计来预测骑士队输赢或者詹姆斯个人效率值外，还可以对该数据做聚类，即将训练集中的数据分成若干组，每组成为一个簇。
 
假设使用聚类方法将下表所示的数据聚成两个簇：A和B，如下图所示。
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 两个簇：A和B
 

 
后来发现簇A代表赢，簇B代表输。聚类的作用就是可以找到一个潜在的原因来解释为什么样例1和样例4可以赢得比赛。难道真的是只要詹姆斯“三双”[3]就可以赢得比赛？
 
1.2.3 半监督学习
 
半监督学习（Semi-Supervised Learning）介于有监督学习和无监督学习之间。有监督学习只利用标记的样例集进行学习，而无监督学习只利用未标记的样例集进行学习。在很多实际问题中，只有少量的数据带有标签，因为有时对大多数数据进行标记的代价很高，而半监督学习适用于样例集中有一部分数据没有标签的情况。
 
在半监督学习中，数据=（特征，标签）或者（特征，）。例如对猫和狗的照片进行分类：
 
● 有监督学习根据已有的猫和狗的标签，对新照片进行分类。
 
● 无监督学习将照片里的特征聚成两大类（猫和狗）。
 
● 半监督学习结合分类与聚类的思想，先将未标记的照片聚类生成标签，再结合已有的标签进行分类。
 
半监督学习可以降低获取标签的成本，很多时候也可以取得比无监督学习更好的效果。
 
1.2.4 增强学习
 
增强学习（Reinforcement Learning）是在行动中学习，与有监督学习不同，它不需要输入和标签，而是需要根据环境对智能体（Agent）在不同状态（State）下的行为（Action）进行评价。评价通常用回报表示，正回报就是奖励，负回报就是惩罚。
 
在增强学习中，数据=（特征，评价）。以股票交易为例，股票市场就是环境，智能体就是交易系统，股票价格就是状态，而买卖一定数量的股票就是行为。交易系统会从一个很简单的交易开始，起初大概率是亏钱的（回报为负），但是在学习过程中，交易系统与市场不断交互并得到反馈，从而会不断调整策略，越来越强大。
 
1.2.5 深度学习
 
深度学习（Deep Learning）只是机器学习的一种方法，它受生物学启发，通过各种神经网络来建模。深度学习可以解决以下问题（见下图）。
 
● 有监督学习里的分类问题（卷积神经网络在图像分类中的应用[3]）。
 
● 有监督学习里的回归问题（循环神经网络的长短期记忆网络在时间序列上的应用[4]）。
 
● 无监督学习里的聚类问题（自编码器在图片聚类上的应用[5]）。
 
● 半监督学习里的生成问题（生成对抗网络在图像生成中的应用[6]）。
 
● 增强学习里的玩游戏问题（在Atari游戏中的应用[7]）。
 
深度学习无处不在，但它目前最让人期待的应用也许就在迁移学习上。
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 深度学习神经网络模型
 

 
1.2.6 迁移学习
 
迁移学习是把已训练好的模型参数迁移到新的模型中进行训练，而不需要从零学习。迁移学习的核心问题是——找到新问题与原问题之间的相似性，只有这样才可以顺利地实现知识的迁移。迁移学习是中国领先于其他国家的几个人工智能领域之一，目前比较权威的迁移学习概述性文章见参考资料[9]。
 
在迁移学习中，有一个有标签的数据s=（特征s，标签s）和一个无标签的数据t=（特征t，），在这两个领域中，特征s和特征t的分布不同，我们要借助数据s的知识（模型参数）来学习数据t中的知识（标签t）。
 
人类与生俱来就具有迁移学习的能力，比如我们学会C++，就可以触类旁通地学习Python，因为这些知识具有相似性。迁移学习也可以被分成有监督迁移学习、无监督迁移学习、半监督迁移学习和增强迁移学习，而这四类迁移学习都借助了深度学习的神经网络。
 
1.3 性能度量
 
在对模型进行评估时，衡量模型推广能力的评价标准被称为性能度量。性能度量是与任务相关的。接下来就以有监督学习里的回归任务和分类任务为例，介绍它们相对应的性能度量。性能度量包括误差函数和其他度量。下图首先介绍一组数学符号。
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 数学符号
 

 
其中：
 
● 特征用x表示，标签用y表示。
 
● 第i组特征为x（i），第i个标签为y（i），（i）在上标位置。将i用小括号括起来是为了避免和i次方混淆。
 
● 第i个样例用（x（i），y（i））表示。
 
● 第j个特征用xj表示。
 
● 第i组中的第j个特征用[image: ]表示。
 
本书中的数学符号都会遵循以上的表示方式。记住：样例看上标，特征看下标。
 
1.3.1 误差函数
 
误差就是真实值与估计值之间的“差距”，它可以测量一个数据点，也可以测量多个数据点（常见用法）。下表中分别对单点误差和多点误差进行了举例。
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上面对科比和C罗的身高估计都有误差，综合起来误差是0，这看上去有一点问题，如果取绝对值就没问题了，即误差=[|1.98-1.97|+|1.87-1.88|]/2=1。
 
一般，绝对值函数用于计算回归型误差，而0-1函数用于计算分类型误差。用h（x）代表预测结果，用y代表真实标签，上面的误差描述可用误差函数来表现，如下表所示。
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 一个数据点上的误差函数被称作损失函数，多个数据点上的误差函数被称作代价函数。代价函数是损失函数的均值，从而使得多点误差和单点误差的比例一致。
 

 
在实际操作中，很少用绝对值函数和0-1函数作为误差函数，原因是这些函数不是处处可导的。有监督学习问题最终都会被转换成误差函数的优化问题，因此，我们要尽量保证函数是可导的。在1.3.2节和1.3.3节会介绍回归任务和分类任务中最常见的误差函数，以及一些有用的性能度量（见下表）。
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1.3.2 回归度量
 
回归任务的误差函数用于评估在数据集D上，模型的连续型预测值h（x）与连续型真实值y的距离，y和h（x）可以取任意实数。误差函数是一个非负实数值函数，通常使用ED[h] 来表示，如下表所示。
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 续表
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在误差函数累加项中取出一项，以|y-h（x）|为自变量画出损失函数曲线，如右图所示。
 
真实值y和预测值h（x）是任意实数。在所有损失函数中都含有|y-h（x）|这一项，且是它的增函数。
 
● 当y和h（x）的差别越小时，损失越小。
 
● 当y和h（x）的差别越大时，损失越大。
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 回归任务的损失函数
 

 
1.3.3 分类度量
 
分类任务的误差函数用于评估在数据集D上，模型的离散型预测值h（x）与离散型真实值y的不一致程度。
 
惯例是y和h（x）取±1，比如正类取1，负类取-1。
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在误差函数累加项中取出一项，以y×h（x）为自变量画出损失函数曲线，如右图所示。
 
规定真实值y和预测值h（x）只能取±1。所有损失函数中都含有y×h（x）这一项，且是它的减函数。
 
● y×h（x）＞0代表预测值和真实值一致，损失变小。
 
● y×h（x）＜0代表预测值和真实值不一致，损失变大。
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 分类任务的损失函数
 

 
除上述损失函数外，在分类任务中还有很多其他有用的性能度量，具体介绍如下。
 
错误率：分类错误的样本数占样本总数的比例被称为错误率（Error Rate）；相应地，分类正确的样本数占样本总数的比例被称为精度（Accuracy）。如果在10个样本中，有2个样本分类错误，则错误率为20%，而精度为80%。
 
查准率和查全率：错误率和精度虽然常用，但它们不能满足所有任务的需求，例如，用训练好的模型预测骑士队会赢。显然，错误率只能衡量在多少比赛中有多少比例是输的。但是若我们关心的是“预测出比赛中有多少比例是赢的”，或“赢的比赛有多少被预测出了”，那么错误率这个指标显然就不够用了，这时需要引进更为细分的性能度量，即查准率（Precision）和查全率（Recall）[4]。
 
对于二分类问题，可将样例根据其真实类别与模型的预测类别的组合划分为真正类（True Positive，TP）、真负类（True Negative，TN）、假正类（False Positive，FP）和假负类（False Negative，FN）。
 
 
 ● 用预测类别的真假来描述“正类和负类”，预测为真=正类，预测为假=负类。
 
 ● 用真实类别和预测类别的同异来描述“真假”，相同=真，不同=假。
 
 ● 真正类=预测类别为真且和真实类别相同，真负类=预测类别为假且和真实类别相同。
 
 ● 假正类=预测类别为真但和真实类别不同，假负类=预测类别为假但和真实类别不同。
 

 
理想的情况是将所有真实类别为正类的都挑选出来，但“梦想太丰满，现实太骨感”，模型总会犯错误。模型选对了就是真正类，模型选错了就是假正类。一旦你理解了上面绕口的划分标准，则下图的意义不言而喻；如果没有理解，则希望下图能直观地帮助你理解。
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 查准率和查全率
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混淆矩阵：在分类任务中，模型预测和标签不总是完全匹配的，而混淆矩阵就是用来记录模型表现的N×N表格（其中N为类别的数量），通常其中一个坐标轴为真实类别，另一个坐标轴为预测类别。以二分类任务为例（N=2），其混淆矩阵的一般形式和具体例子如下图所示。
 
 
 [image: ] 
 混淆矩阵的定义和例子
 

 
查全与查准的权衡：查准率和查全率互为冲突，一般来说，当查准率高时，查全率往往低；而当查全率高时，查准率往往低。如右图所示，模型A的查全查准曲线完全在模型B的查全查准曲线之上，因此模型A好于模型B。理想的模型曲线是图中的（1，1）点，即查准率和查全率都是100%。
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 查全查准曲线
 

 
举一个简单的例子，在6个人玩《三国杀》游戏时，你是主公（假设有1个主公、1个忠臣、1个内奸和3个反贼）：
 
● 当你的目标是不错杀任何忠臣时，那么最有把握的就是不杀任何人，因此查准率为100%，而查全率为0%。
 
● 当你的目标是杀掉所有反贼时，那么最有把握的就是杀了所有人，因此查全率为100%，但查准率为60%。
 
通常对于一些非常简单的任务或者当你作弊时，查准率和查全率才会都很高。比如，你知道每个人的身份，当然是一杀一个准，直到游戏结束，查准率和查全率都是100%。
 
F 1得分：是基于查准率和查全率的调和平均（Harmonic Mean）定义的：
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与算术平均（Arithmetic Mean，P+R）和几何平均（Geometric Mean，[image: ]）相比，调和平均更重视较小值。从上式的左部分可以看出，P和R都在分母位置，其中较小值的变动比较大值的变动对F1得分的影响更大一些。用F1得分的一个弊端是对查准率和查全率的重视程度相同，但在实际的机器学习中，我们对查准率和查全率的重视程度不同。比如：
 
（1）当我们向用户推荐商品时，为了尽可能避免打扰用户，我们更希望推荐的内容是用户感兴趣的，此时查准率更重要。
 
（2）当警察追捕逃犯时，其更希望不漏掉逃犯，此时查全率更重要。
 
（3）当医生为病人诊断癌症时，如果跟一个没有得癌症的病人说他得了癌症（追求查全率），则病人的压力就会很大，而且会花费很多金钱和时间在检查上；如果跟得了癌症的病人说他没得癌症（追求查准率），则会影响病人的治疗。此时似乎查准率和查全率都很重要（笔者认为查准率更重要，毕竟生命比金钱更重要）。
 
目前还没有找到查准率和查全率都不重要的例子，如果二者都不被重视，那么还用机器学习干什么？
 
为了区分不同的重要程度，下面介绍一下F1得分的一般形式Fβ（其中β度量了查准率和查全率的相对重要性）。
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● 当β=1时，Fβ公式退化成F1公式，此时查准率和查全率都重要，适用于癌症诊断。
 
● 当β＞1时，查全率的影响更大，此时更希望查全，适用于警察追捕逃犯。
 
● 当0＜β＜1时，查准率的影响更大，此时更希望查准，适用于向用户推荐商品。
 
ROC曲线：Receiver Operating Characteristic，ROC，意思为受试者工作特征。该曲线类似查全查准曲线，但其图形的横坐标轴、纵坐标轴并不是查准率和查全率。ROC曲线反映在不同分类阈值上，真正类率（True Positive Rate）和假正类率（False Positive Rate）的关系。
 
● 真正类率是真正类和所有正类（真正类+假负类）的比率：真正类率=查全率。
 
● 假正类率是假正类和所有负类（假正类+真负类）的比率：假正类率=1-真负类率=1-特异率（Specificity）。
 
查全查准曲线和ROC曲线对比图如右图所示。ROC曲线和横坐轴之间的面积叫AUC，即Area Under the Curve。AUC将所有可能分类阈值的评估标准浓缩成一个数值，根据AUC的大小，我们得出
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 查全查准曲线和ROC曲线对比
 

 
1.4 总结
 
机器学习通过数据（经验）来学习其中的模式和规则，进而推广到未来新的数据上。在学习中会面临不同的任务，机器学习的学习效果也可以使用不同的性能度量来评估。
 
数据可分为结构型数据和非结构型数据，也可分为原始数据和加工数据，还可分为样本内数据和样本外数据。非结构型数据可以通过某种方式转换成结构型数据，比如将图片转换成数值向量，将文字转换成词向量等。在机器学习中，模型只能在样本内数据上训练，但要将其推广还要看它在样本外数据上的表现。
 
机器学习的任务具体介绍如下。
 
● 有监督学习是对有标签的数据的学习，回归和分类是主要任务。
 
● 无监督学习是对无标签的数据的学习，聚类和降维是主要任务。
 
● 半监督学习是对部分有标签、部分无标签的数据的学习，先聚类再分类。
 
● 增强学习是对有评价的数据在行动中的学习，边试错边反馈。
 
● 深度学习是一种机器学习的方法，在前4种学习模型因数据过多致使模型性能达到瓶颈时，可以起到助力的作用。
 
● 迁移学习是一种机器学习的方法，即将在一个任务上预训练后的模型重新用在另一个任务中。
 
机器学习的性能度量主要使用误差函数，以及一系列评估模型的指标。
 
本书主要讲解有监督学习，也就是预测数值（回归任务）和预测类别（分类任务），其中核心是下表中的假设函数h。
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在传统编程中，重点是代码，人类总结经验并将其归纳成严谨的逻辑公式，然后用编程语言描述出来并编译成机器码，交给计算机去执行。而在机器学习中，重点是表示（Representation），它是一种新的编程方式，它不需要人类来总结经验、输入逻辑，人类只需要把大量数据输入计算机中，计算机就可以从数据中学习，该过程被称作训练，训练后得到的产物就是模型。
 
细心的读者可能发现有一个问题没有讲清楚，也就是引言中所说的：
 
模型的性能如何定性评估？模型性能的好坏通常要看它在没有见过的数据上的表现。但是这很矛盾，因为模型是基于看到的数据而学习的。你根本不知道你没看到的数据（未来发生的）是什么样的，那么又如何来评估模型性能呢？
 
第2章的机器学习理论就是用来解决如何根据模型在样本内的表现，推出其在样本外的表现，即在没看到的数据上的表现。
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[1]MECE分析法是麦肯锡思维的准则，即Mutually Exclusive Collective Exhaustive，意思是相互独立，完全穷尽。
 
[2]RGB色彩模式是工业界的一种颜色标准，是通过对红色（R）、绿色（G）、蓝色（B）三种颜色通道的变换以及它们之间的叠加来得到各种颜色。
 
[3]“三双”指的是得分、篮板次数和助攻次数都大于10。
 
[4]查准率和查全率也被称为准确率和召回率，但笔者觉得前者的定义更直观，因为查准率就是查准的（准=查出的内容有多少是有用的），而查全率就是查全的（全=有用的内容有多少被查出）。
第2章
 机器学习可行吗——计算学习理论
 
If you do not understand computational learning theory,you do not understand machinelearning deeply.
 
引言
 
胡峦才、斯蒂文和孟凡田都是研究机器学习的，他们都觉得自己的水平高。有一次，他们举行了一场比赛，3个人的模型在训练集中的表现完美，模型的输出标签和样例的目标标签完全一样。
 
在训练集中表现好不算什么，要判断模型的好坏，还要看其在测试集中的表现。让人惊讶的是，他们的模型在测试集中输出的结果完全不同，如下表所示。
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假设特征x=[x1，x2] 中的x1和x2只能取0和1。
 
● 胡峦才是指“胡乱猜”，用抛硬币的方式得到结果0和0。
 
● 斯蒂文是指笔者，用决策树得到结果1和0。
 
● 孟凡田是指“猛翻天”，用神经网络得到结果1和1。
 
仅从模型上看，孟凡田的模型优于斯蒂文和胡峦才的模型，真的是这样吗？假设目标函数y=c（x）可以是下表中第一列里的任意一个。
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由上表可知，使用这3种目标函数会得出3种不同的结论。上表中显示的结论就是机器学习中大名鼎鼎的“无免费午餐”（No Free Lunch，NFL）定理[1]。对于所有模型（无论是高级模型还是初级模型），它们的期望表现都是相同的！一切脱离具体问题来讨论机器学习模型优劣的行为都是“耍流氓”。
 
现在你有没有一种被冷水浇头的感觉：
 
既然胡峦才和孟凡田的模型期望表现相同，那么还有什么可学习的？
 
目标函数是未知的，完美地预测样本内数据不算什么，只有在样本外数据上表现好才能称得上是真正的学习，但样本外数据又是未知的，机器能学习到吗？机器学习是一种骗局吗？
 
如果说机器学习没什么可学习的，或是一种骗局，那么本书到第1章也就结束了。幸运（或不幸）的是，机器学习是可学习的，但是需要从概率的角度来学习。本章的思维导图如下。
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2.1 基础知识
 
2.1.1 二分类
 
二分类（Binary Classification）问题是将一组数据按照某个规则分为两类：用h（x）=1表示正类，用h（x）=-1表示负类。具体的二分类例子包括正射线、正间隔、一维感知器和二维感知器，具体介绍如下所示。
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 续表
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本章在证明机器学习是可行的同时，仅以二分类问题来举例。细心的读者可能会看出来，在上面的例子中，红心和绿圆正好是线性可分的，但是在有些情况下样例是线性不可分的，如下图所示。
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 线性不可分的例子
 

 
左图所示的4种二分类问题根据其定义都不可能用一条直线把红心和绿圆分开，而我们感兴趣的是，对于每个二分类问题，在什么情况下n个样例能被线性对分？
 
2.1.2 对分
 
假设数据集中包含n个样例，每个样例可以被分为两类，n个样例就有2n种分类结果。例如，当n=2时，正类为红心，负类为绿圆，将两个点分别设为红心或绿圆，则一共有22=4种分类结果。
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 两个样例有4种不同的分类结果
 

 
假设之后经过某种操作H将红心和绿圆线性分开，则这种操作被定义为对分（Dichotomy）。如下图所示，对分操作可以被看成是用一条直线把红心和绿圆分开，两个样例的对分结果一共有4种。
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 两个样例的对分
 

 
因此，n个样例的对分结果最多有2n种，但是通常会少于2n种。
 
下面分析2.1.1节介绍的4种二分类问题的对分结果有多少种。这里将对分结果定义为dH（n），其中H是某种对分操作，n是数据的个数。
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 续表
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下表中总结了各种二分类问题的对分结果种类dH（n）。
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2.1.3 增长函数
 
由于对分结果dH（n）在固定为n个样例的情况下可能有多个值，比如在二维感知器有3个样例的情况下，dH（3）等于6或8，这3个样例不同的分布情况如下图所示。
 
mH(n)=max (dH(n))
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 二维感知器：3个样例的两种对分情况
 

 
这样看来，在进行对分时有一点麻烦，因为对分不仅与样例的个数n有关，还与样例的分布情况有关。我们定义一个只与n有关的函数：增长函数（Growth Function），它取每个n在对分时的最大值。
 
增长函数值越大，则操作H的表示能力越强（后来我们把这个操作H定义成机器学习的假设空间H），其复杂度越高，模型学习任务的适应能力也越强。下表中总结了各种二分类问题对应的增长函数。
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2.1.4 突破点
 
假设经过某种操作H，能实现数据集上所有数据的对分，则称此数据集能被这个操作H打散（Shatter）。既然能实现所有数据的对分，那么打散时对应的增长函数为2n。下图所示的就是一个将两个样例（点）打散的案例，这里实现了所有点的对分，增长函数为22=4。
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 2个样例的对分情况
 

 
打散的概念固然重要，但理解“不打散”的概念更加重要。第一个没被打散的k点被称为突破点（Break Point）。下图中展示了各种二分类问题没有被打散的情况。
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 各种二分类问题的突破点
 

 
正射线：不能打散这样的两个点，因为红心一定要在绿圆右边，突破点k=2。
 
正间隔：不能打散这样的3个点，因为红心一定要在绿圆中间，突破点k=3。
 
一维感知器：不能打散这样的3个点，因为红心或绿圆一定要连在一起，突破点k=3。
 
二维感知器：不能打散这样的4个点，突破点k=4。
 
二维感知器在有3个点的情况下不是也不能被打散吗？为什么突破点不是3呢？因为也有3个点能被打散的情况，只要有一种情况能被打散就属于能被打散。而4个点在各种情况下都不能被打散，因此突破点是4。
 
下表中总结了各种二分类问题的突破点。
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从上表中可以观察出增长函数mH（n）是n阶多项式，而n小于k-1，比如，
 
● 正射线mH（n）是一阶多项式，而突破点k=2，即k-1=1。
 
● 正间隔mH（n）是二阶多项式，而突破点k=3，即k-1=2。
 
● 一维感知器mH（n）是一阶多项式，而突破点k=3，即k-1=2≥1。
 
那么二维感知器的增长函数mH（n）也是k-1阶多项式吗？
 
2.2 核心推导
 
2.2.1 机器学习可行条件
 
可能读者对于本章引言中的案例会存在以下两个疑惑。
 
疑惑1：既然胡峦才和孟凡田的模型期望表现相同，那么机器还有什么可学习的？
 
疑惑2：目标函数是未知的，完美地预测样本内数据不算什么，只有在样本外数据上表现好才称得上是真正的学习，但样本外数据又是未知的，机器能学习到吗？机器学习是一种骗局吗？
 
疑惑1好解释。根据NFL定理，假设所有目标函数发生的可能性都相同，但是，实际上并非如此。比如某组数据呈现出明显的线性关系，那么其目标函数最有可能为线性函数，而几乎不可能为十阶多项式函数。由此可知，每个具体问题都有一个最有可能的目标函数，以及最优算法，而脱离具体问题空谈算法毫无意义。
 
解决疑惑2才是本章的重点。我们的最终目的就是找到一个可以将任意数据都能正确分类的目标函数c。但是，这是不可能的，因为任意数据中都包括模型还没有见过的数据，数据是未知的，那么又如何能学习到作用在未知数据上的目标函数c呢？这时我们做一些退让，既然不可能找到c，那么就来找c的“影子”g。
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 机器学习的流程图
 

 
机器学习的流程图如左图所示。
 
机器学习就是将算法A用在训练集上，并从假设函数集合H={h1，h2，…，hM} 中选取最逼近目标函数c的最优假设函数g。
 
(x(1),y(1)),(x(2),y(2)),…,(x(m),y(m))
 
既然g是c的“影子”，那么g≈c。
 
有一个重要假设：“所有数据特征x都来自相同概率分布P，即便P是未知的”。没有它，机器学习无法进行。让在训练集（正态分布）中学习过的模型在未见过的数据上（泊松分布）做分类，模型表现无参考价值。加上概率分布P的机器学习流程图如右图所示。至此，已经有一个机器学习的框架了，下面的目标是找一个g，并且g≈c。
 
● 如果找到g，则机器学习可行。
 
● 如果找不到g，则机器学习不可行。
 
从误差角度看，在机器学习过程中：
 
● 当找到c（理想世界）时，真实误差为零。
 
● 当找到g（努力目标）时，真实误差很小。
 
● 当没找到g时，真实误差很大。
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 机器学习流程图（加上概率分布P）
 

 
要证明机器学习是可行的，需要完成下图所示的逻辑链。
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 证明机器学习可行的逻辑链
 

 
下表中总结了逻辑链中的步骤和涉及的问题。
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 1在极限情况下，当“影子”g是c时，真实误差为零；当g越来越逼近c时，真实误差越来越小。
 

 
上表中的两个“如果”（条件）分别对应了“上天眷顾”（运气）和“自身实力”（实力）：
 

 [image: ]

 
当两个条件成真时，那么真实误差也很小，机器学习可行。“上天是眷顾机器学习者的”。下面会证明“真实误差和训练误差在某些条件下会很接近”；而最小化训练误差要通过自身实力来实现，因此你只有努力学习各种算法了。学完本章，至少你会得到“上天眷顾”，有了理论支持，从此可以钻研各种算法。后面会介绍以下内容。
 
● 从已知推未知：将已知的通过民意调查得到的特朗普的支持率和未知的全体选民支持特朗普的概率联系起来。
 
● 从民意调查到机器学习：类比民意调查和机器学习，在只能选择单一假设函数的情况下，根据已知的样本内误差（训练误差）推测出未知的样本外误差（真实误差）。
 
● 从单一到有限：使用单一假设函数并根据训练误差推测出真实误差不算学习，顶多算验证；而从有限多假设函数中选取最优假设函数，并根据训练误差推测出真实误差才算学习。
 
● 从有限到无限：假设函数通常有无限多个，因此，上面证明的结论不适用。
 
● 从无限到有限：通过增长函数和突破点等概念，将无限个假设转换成有限个假设。
 
此时，看完上面的内容你可能会一头雾水，但看完本节的内容后保证你会茅塞顿开。
 
2.2.2 从已知推未知
 
民意调查就是做统计采样。比如在美国的加州做民意调查，从全部选民中随机挑选一批选民，记录他们的投票倾向，将结果综合起来就得到加州选民的意向了。
 
● 随便找一个加州人调查，只能得到“一边倒”的结论，这种民意调查的结果没有任何意义。
 
● 调查了上万个选民后，综合后的结果就相当准了，这种民意调查的结果可以作为总体选民意向。
 
上面加粗的文字只能说是“概率上近似正确”（Probably Approximately Correct，PAC）。这种说法是不是很难理解？先看下图。
 
右图的左半部分代表总体，用特朗普的头像个数除以总头像个数，就得到特朗普的真实支持率u：
 
● u是一个未知量（因为人太多，计算起来费财又费力）。
 
● u是一个确定量（不会变，客观存在于全体选民结果中）。右图的右半部分代表样本，从总体选民中随机选出选民并记录支持特朗普的数据。在样本中，特朗普的头像个数除以样本的总头像个数就是特朗普的调查支持率v：
 
● v是一个已知量（样本数少，便于计算）。
 
● v是一个随机量（随着每次民意调查采样的不同而变化）。
 
 
 [image: ] 
 以民意调查为例来解释总体和样本
 

 
通过民意调查之后，我们计算出v，但是了解v对于了解u有帮助吗？
 
 
 斯蒂文：没有！虽然大多数选民都选希拉里（u很大），但是在民意调查中的那些选民可能都选特朗普（v很大），因此v和u没什么关系。
 
 霍夫丁：你说的这种情况是可能的（possible），但不是很有可能的（probable）。当样本足够多时，v≈u这个说法在概率上近似正确（PAC）。
 

 
你看，这就是斯蒂文与霍夫丁的差距。斯蒂文自作聪明地以为举了一个反例就能推翻“从样本v不能推断总体u”这个结论；而大师霍夫丁则从“概率上近似正确”上做文章，称“当样本足够多时，v≈u”，并且还给出严谨的数学公式证明。
 
霍夫丁不等式[2]（Hoeffding's Inequality）就量化了v与u的关系。
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其中，
 
ε是任意正数。
 
n是样本个数。
 
|v-u|＞ε指的是v和u相差大于ε。
 
P是事件|v-u|＞ε的概率。
 
上面两个不等式是等价的，通常我们会用第一个。不要被它吓住，其实它很直观：如果选一个很小的ε（言外之意就是想让v和u的值接近），那么为了让不等式右边的[image: ]很小，只能调大n值。
 
举一个实际例子，如果你希望特朗普真实的支持率v和民意调查的支持率u相差不超过2%，那么在调查5000个人后（n=5000），计算出[image: ]，换句话说就是在98.16%的情况下，
 
v -0.02≤u≤v+0.02
 
这时，如果用v来代替u，在98.16%的情况下是没问题的。上面的公式和例子简单地说就是：
 
如果n很大，则v≈u这个说法在概率上近似正确。
 
这时容易计算的v是难计算的u的一个很好的逼近。这个不等式的更厉害之处是：
 
（1）右边的概率上界[image: ]与u完全无关。
 
（2）n是样本个数，不是总体个数，容易计算。
 
不管总体个数是多少，不管总体变量u的未知程度如何，给定一个n就能计算一个“从已知到未知”的概率上界。到现在，经过“从已知推未知”这一步，我们应该学习到了一些知识，比如通过v了解u。
 
2.2.3 从民意调查到机器学习
 
民意调查的原理我们已经弄清楚了，可本书讲的是机器学习，与它有什么关系？通过对比可以发现两者的本质是一样的，这样我们就可以把用在民意调查的那一套方法用在机器学习上。
 
根据霍夫丁不等式，证得民意调查不等式，下表将其进行类比，将v、u用ein（h）、eout（h）替换，得到机器学习不等式
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 续表
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对于上面的不等式：
 
● 对所有n和ε都成立。
 
● 与eout（h）无关，因此目标函数c仍然可以保持未知。
 
● eout（h）≈ein（h）在概率上近似正确。
 
换一句话说，当数据足够多（n足够大）时，训练误差和真实误差的差别非常小（ε很小），只要你有能力找到好的算法，使得训练误差很小，那么真实误差也会很小。
 
更通俗一点地说，把“训练误差和真实误差差别大的h”当成“坏h”，因为这时我们无法通过h很小的训练误差推出h很小的真实误差，那么将上面的不等式（机器学习版本）可以写成
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为了证明机器学习是可行的，我们希望证明h不是“坏”的，以及“P（坏h）”很小，进而要证明[image: ]很小。这样看，只要增大n就可以证明以上结果。难道这样就已经证完了学习是可行的？还没有……
 
2.2.4 从单一到有限
 
2.2.3节中的结论只用了一个固定的假设函数h，而不是一组假设函数h1，h2，…，hM，机器没有学习到任何东西，最多只能说验证了固定h和目标函数c的差距，验证的结果有两种（现在已经知道eout（h）≈ein（h）而eout（c）=0）：
 
（1）如果eout（h）≈0，那么ein（h）≈0，h学到c，用h来预测的真实误差接近于0，h就预测准了。
 
（2）如果eout（h）≫0，那么ein（h）≫0，h没学到c，用h来预测的真实误差远大于0，h预测不准。
 
如果eout（h）≈1，那么ein（h）≈1，h完全没学到c，但是每次反过来，h就能学到c。因此，当eout（h）=0.5时，才是最坏的情况，上述验证过程的流程图如下图所示。
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 单一假设函数h的验证过程
 

 
与前面机器学习过程的流程图相比，本图不同之处在于把h用到新数据中计算误差。
 
● 如果误差很小，则验证出h学到了c。
 
● 如果误差很大，则验证出h没学到c。
 
记住，该过程只是验证，和学习无关！因为当只有一个h时，它的训练误差就是客观存在的，我们只能验证它是大还是小，却不能减小它（减小误差才和学习挂钩）。
 
现在所有问题都集中到如何用一个机制使得ein（h）≈0。很简单，从一组假设函数h1，h2，…，hM中选出一个使得ein（h）最小，并将这个最优假设函数设定为g，只要满足
 
P（|ein（g）-eout（g）|＞ε）≤很小的数
 
那么eout（g）≈0，g真的学到了c。上面不等式成立吗？成立——霍夫丁。
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● 从数学公式到通俗说法的转换。
 
● 如果g是“坏”的，那么至少有一个h是“坏”的。
 
● 联合上界。
 
● 将霍夫丁不等式用在每一个hm上。
 
● 简单加总。
 
从h升级到g，唯一的改变就是不等式的右边多出一个M（假设函数的个数）：
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为了证明机器学习是可行的，我们希望证明g不是“坏”的，从而要证明“P（坏g）”很小，进而要证明[image: ]很小。这样看，只要增大n就可以证明以上结果。现在我们应该证完了机器学习是可行的了。
 
2.2.5 从有限到无限
 
在实际问题中，假设函数的个数M真的是有限个吗？看一看下图。
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 无限假想函数
 

 
图中的所有黑线都可以将红心和绿圆线性分开，但是这种黑线有无数条。假如每一条黑线对应着一个假设函数，那么M是正无穷的。下面代入2.2.4节证出的不等式看一看：
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即便增大n，当M是正无穷时，我们只能证出“P（坏g） ≤ 很大的数”，显而易见，一般人都知道“P（坏g）”是一个概率，而且小于或等于1。问题到底出在哪儿呢？
 
2.2.6 从无限到有限
 
问题出在坏事情是相互重合的，“坏h1”和“坏h2”可能基本是一样的，而使用联合上界会使得上界过松，也就是下面的不等式的右边的数值过大。
 
P（坏g） ≤P（坏h1）+P（坏h2）+…+P（坏hM）
 
既然找到了问题的根源，现在就要解决问题，看是否能将无限值M变成一个有限值。答案是可以，但首先得介绍一下等效假设函数，如下图所示。
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 有限等效假想函数
 

 
图中的h1、h2和h3是等效的，被归结为等效的一类（等效类），而增长函数mH（n）是计算等效类的个数。因为增长函数的上界是2n，所以用mH（n）来替代上面不等式里的M，得到
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在[image: ]≤比1大的数这一步中，分子和分母都可写成ean的形式，这样它们是等阶无穷大的（当n趋近无穷大时，分子和分母趋近无穷大的速率一样），因为ln2通常会比2ε2大，因此，最后的结果会比1大。但是，一般人都知道概率小于或等于1。
 
问题就出在增长函数的上界2n过大，如果能证明mH（n）是[image: ]的低阶无穷大就好了（即当n趋近无穷大时，分母趋近无穷大的速率比分子快）。还记得2.1.3节最后对mH（n）是多项式的猜测吗？多项式函数的确是指数函数的低阶无穷大，如果该猜测成立，则机器学习的可行性就得到证明了。
 
事实上，增长函数的确有一个更小的上界，那就是多项式[3]，
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这时再来看一看“坏g”的概率是否能被限制为一个很小的数。
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最后一步是由洛必达法则得到的，对k-1阶多项式函数和指数函数分别求k-1次导数后，分子为常数，而分母还是与n相关的指数函数，这样，当n很大时，整个商会很小。于是我们得到
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再回到2.2.1节证明机器学习可行的两个必要条件：
 
● 证明在某种条件下ein（g）≈eout（g）。[上天眷顾]
 
● 使用不同算法使得训练误差ein（g）很小。[自身实力]
 
“上天眷顾”这个条件已被上面的不等式证明了，“自身实力”这个条件要看个人运气。
 
2.3 结论应用
 
2.3.1 VC不等式
 
2.2节得出的不等式就是著名的VC（Vapnik-Chervonenkis）不等式的“仿真版”，真正的VC不等式有几个系数要修改，具体介绍如下。
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在上式中，红色和蓝色符号显示出仿真版VC不等式和真正版VC不等式的不同之处，完整地证出那些蓝色符号需要很多的专业知识，对VC不等式证明感兴趣的读者可参见本章参考资料[2]。VC不等式右边的项被称为VC上界。
 
2.3.2 VC维度
 
给定数据集D有n个点以及假设函数空间H，下面先回忆一下打散和突破点的定义：
 
● 打散是n个点能被H实现所有对分。
 
● 突破点 是第一个无法被打散的点，记作k点。
 
既然k点是第一个无法被打散的点，那么k-1点一定是最后被打散的点，通常把它定义成VC维度（VC Dimension），有dvc=k-1。把VC维度带入VC不等式（即用dvc替代k-1）得到
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只要dvc是有限的，那么当n很大时，不等式的最右边都是一个很小的数，即真实误差eout（g）逼近训练误差ein（g），那么假设函数g具有很好的推广能力。
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 训练数据+假设函数集+有限VC=机器学习可行
 

 
由VC不等式可知“有限的VC维度才是机器学习可行的条件”。从而得到下面这个结论：
 
● 不需要知道算法A。
 
● 不需要知道数据分布P（x）。
 
● 不需要知道目标函数c。
 
只需要知道训练集D和假设函数集H就能找到最优假设函数g来学习c。
 
左图中将不需要的元素用灰色来淡化。
 
2.3.3 模型复杂度
 
设定一个概率δ，计算样本数n和容忍度ε的关系：
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因此，在大于1-δ的概率下，
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在上式的最后引进了惩罚函数Ω，也被称为模型复杂度（Model Complexity）。这个参数表达的意义是，假设空间H越强，算法越需要强大的推广能力。通俗来讲，H容量越大，dvc越大，那么模型就越难学习。
 
如右图所示，模型复杂度是dvc的增函数（红线），而训练误差是dvc的减函数（蓝线）。
 
● 当dvc增大时：训练误差减小（模型越复杂，越容易解释训练集），模型复杂度增大。
 
● 当dvc减小时：训练误差增大（模型越简单，越难以解释训练集），模型复杂度减小。
 
因为真实误差=训练误差+模型复杂度，因此真实误差和dvc不是简单的单调关系，dvc变大虽然可使得训练误差变小，但不见得是最好的选择，因为它要为模型复杂度Ω付出代价。
 
机器学习的任务就是找到有最佳VC维度[image: ]的模型（对应着最小的真实误差）。
 
 
 [image: ] 
 模型复杂度和VC维度的关系
 

 
2.3.4 样本复杂度
 
你还可以设定想要的容忍度ε，看看需要多少个样本n能实现，即计算出样本复杂度（Sample Complexity）：
 

 [image: ]

 
虽然解出了n，但上式的左右两边都含有n，因此需要用迭代方法（如牛顿法）求解，比如进行以下设定：
 
● ε=0.1，希望真实误差和训练误差的差距的绝对值不要超过0.1。
 
● δ=0.1，上述情况有90%的可能性会发生。
 
由迭代法算出，当dvc=3时，n≈30000；当dvc=4时，n≈40000；从理论上看n≈10000dvc，但实际上n≈10dvc。为什么样本数量可以从104倍减少到10倍呢？因为VC上界是很松的，原因有以下4点。
 
● 霍夫丁不等式适用于任何数据分布和任何目标函数。
 
● 增长函数适用于任何数据。
 
● VC维度适用于任何假设空间。
 
● 联合上界适用于最差的状况。
 
在实践中，“任何”和“最差”同时发生的可能性不大，因而，样本复杂度的实际值和理论值可能相差很大。
 
2.4 总结
 
自从欧盟的《通用数据保护条例》（General Data Protection Regulation，GDPR）在2018年5月25日生效之后，机器学习的过程需要变得透明且可解释，因为GDPR中规定，企业有义务提供对个人的算法决策的详细解释或关于算法决策的一般信息。这样看来，弄懂机器学习的理论显得尤为重要。至少我们可以知道，当一个模型的VC维度是有限的时，大的训练数据集可以使得训练误差约等于真实误差，那么只需要把精力放在降低训练误差上即可。本章讨论的计算学习理论，并没有涉及深度学习理论，有兴趣的读者可以参考斯坦福大学的相关课程[3]，主要通过逼近理论（Universal Approximation Theorem）和调和分析（Harmonic Analysis）来建立神经网络背后的理论体系。此外，希伯来大学计算机科学家和神经学家Naftali Tishby等人提出了“信息瓶颈”理论[4]，不但能够解释深度学习的根本原理，还能解释人类的学习过程。就连深度学习始祖Hinton也说过：“信息瓶颈理论是近年来少有的突破，我还得听10000次才能真正理解它。”
 
本章首先通过NFL定理让读者认识到脱离具体问题而空谈算法的优劣毫无意义，其次，本章的重点是证明机器学习的可行性，核心是用霍夫丁不等式（以及对分、增长函数和突破点等概念）建立以下不等式：
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上面介绍的多项式函数和指数函数都是对样本个数来说的，而多项式的阶数是VC维度。只要VC维度有限，样本个数越大，两者的商就越趋近于零，那么训练误差和真实误差就越相近，进而证明机器学习是可行的。虽然机器学习可行，但要使机器能学好，则需要以下几个条件：
 
● 好的假设空间：存在突破点，使得训练误差和真实误差能够接近。
 
● 好的数据：数据足够多，使得训练误差和真实误差很接近。
 
● 好的算法：通过算法可以选出一个训练误差很小的假设。
 
在实际操作中：
 
● 从模型复杂度来看，找一个最优VC维度最小化真实误差。
 
● 从样本复杂度来看，训练数据的数量至少是VC维度的10倍。
 
本章关于机器学习可行的理论看上去很美，但是在实践中要评估将一个模型推广到新样本中的效果，唯一的办法就是试验，具体有以下两种方法。
 
● 一种方法是将模型部署到生产环境中，观察它的性能。如果模型的性能很差，就会引起用户抱怨。（✖）
 
● 另一种方法是将数据分成两个集合：训练集和测试集，用训练集进行训练，用测试集进行测试。模型在新样本中的错误率被称作样本外误差，通过模型对测试集的评估，可以用测试误差预估这个错误。通过这个值可以提高模型在新样本中的性能。更进一步，还可以用验证集评估模型的性能。（✔）
 
第3章介绍的模型评估选择就是提供一个系统且实操性强的框架，用训练误差来训练模型，用验证误差来选择模型，用测试误差来评估模型。
 
参考资料
 
1.Learning from Data:A Short Course[book]
 
Yaser S.Abu-Mostafa,Malik Magdon-Ismail,Hsuan-Tien Lin,Chapter 2-2.1.2,2012
 
2.https://www.csie.ntu.edu.tw/~htlin/course/ml08fall/doc/vc_proof.pdf[notes]
 
NTU,Fall 2008
 
3.https://stats385.github.io/[paper]
 
4.Opening the black box of Deep Neural Networks via Information[paper]
 
>Ravid Schwartz-Ziv,Naftali Tishby,29 Apr 2017,arXiv:1703.00810v3
 
技术附录
 
A.NFL定理
 
定义A为算法，xin为样本内数据，xout为样本外数据（N个），c为目标函数，h为假设函数。在考虑所有c的情况下，算法A在样本外的误差期望如下所示。
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在第4行中，当c为均匀分布时，c和h的预测结果有一半不一致。那么c一共有2N个预测结果，一半就是2N-1。上述结果与算法A无关，可见“胡乱猜”的算法和高级算法的期望误差或者期望性能相同。
 
B.霍夫丁不等式
 
霍夫丁不等式（Hoeffding's Inequality）是根据切诺夫上界（Chernoff Bound）和霍夫丁引理（Hoeffding's Lemma）证明出来的，而切诺夫上界由马尔可夫不等式（Markov's Inequality）证明出来的。
 
它们的关系如右图所示。
 
 
 [image: ] 
 证明霍夫丁不等式
 

 
马尔可夫不等式、切诺夫上界、霍夫丁引理和霍夫丁不等式的具体证明如下表所示。
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当Zi服从伯努利分布时，那么a=0，b=1，将上式和机器学习结合得到
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[1]NFL定理证明见本章附录A。
 
[2]霍夫丁不等式证明见本章附录B。
 
[3]增长函数的上界推导比较烦琐，见本章参考资料[1]。
第3章
 机器学习怎么学——模型评估选择
 
All models are wrong,some are useful.-George Box
 
引言
 
人类学习
 
在一次测验前，斯蒂文给同学们讲了5道不同风格的训练题。舒岱梓死记硬背地学，背下了每道题的细节；肖春丹心不在焉地学，斯蒂文讲的时候他一直在走神；甄薛申1举一反三地学，主要学习解题的思路和方法。讲完题后，老师发卷子测验，其中有5道不同于训练题的测验题。舒岱梓学得太死板，以至于测验题稍有变动就做不出，是典型的“应试教育派”；肖春丹学习能力低下，训练题都没学好，测验题一样也做不好，是典型的“不学无术派”；甄薛申总结了测试题的普遍规律，发现所有题都是万变不离其宗，测试题做得很好，是典型的“素质教育派”。
 
舒岱梓这种学习被叫作“过学习”，只会做过的题；肖春丹这种学习被叫作“欠学习”，什么题都不会做。这两者都不好，我们要向甄薛申学习。斯蒂文看了看其中的一道测验题和他们给的答案，一下就明白了过学习和欠学习为什么不好了（见下图）。
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 过学习和欠学习（该图来自周志华的《机器学习》第2章[1]）
 

 
过学习的舒岱梓学得太仔细，把训练样本自身的一些特点（树叶的锯齿）当作了潜在样本（没有锯齿的树叶）都会具有的特征。欠学习的肖春丹学得太粗糙，连训练样本的一般特征（树叶至少不会有树干吧）都没学好。机器学习类似人类的学习。对人类来说，训练题都做对不算什么，厉害的是每次测验都能得高分；对机器学习来说，训练数据能拟合好不算什么，厉害的是每次拟合测试数据的误差都很小。
 
机器学习
 
斯蒂文是一名房地产中介。一天，有一位富豪想买一栋海边的公寓，需要给他一个报价。老板让斯蒂文根据周边公寓的价格建立一个模型。斯蒂文觉得这很简单，他收集了如下图所示的数据。
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 注：1平方英尺约等于0.09平方米，这里的新元为新加坡元的简称
 

 
 
 [image: ] 
 注：此类图为软件输出图，其中横坐标单位为面积（平方英尺），纵坐标单位为价格（新元）
 
 （面积，价格）散点图
 

 
首先斯蒂文用一阶多项式做了线性拟合，把结果展示给老板看，如下图所示。
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 用一阶多项式做拟合，蓝点是真实数据，绿线是预测模型
 

 
 
 老板：这拟合的是什么结果？红圈圈出来的那两个点离预测模型太远了，整体误差也太大了。什么烂模型！
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
圈出来的两个点的误差确实有一点大，可是怎么优化模型呢？突然，斯蒂文灵机一动：可以用高阶多项式。用六阶多项式可以完美拟合所有点！他马上用六阶多项式做了拟合（见下图），并兴高采烈地将结果展示给老板，心里想自己做到了零误差，肯定会得到老板的肯定。
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 用六阶多项式做拟合，紫点是新数据
 

 
 
 老板：有一位客户想买一栋面积大概为3300平方英尺的房子，你的模型计算出他需要付8500万新元？而市场上3500平方英尺的房子才1300多万新元！什么烂模型！
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
误差大不行，零误差也不行，到底是哪里出了问题？想了一会，斯蒂文摸索出以下规则：
 
● 太简单的模型拟合现有数据的质量不太好，误差比较大，没有人会用它来预测。
 
● 太复杂的模型拟合现有数据的质量会很好甚至很完美，但适应新数据的能力差，也没有什么用。
 
● 找一个处于两者中间的模型，即使拟合现有数据的质量低于复杂模型，但它也能更好地适应新数据。
 
经过一轮调试，斯蒂文使用“中间模型”二阶多项式来拟合数据，结果如下图所示。
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 用二阶多项式做拟合
 

 
 
 老板：这个模型不错，对现有数据拟合得很好，而且似乎对新数据的预测也比较合理。客户想买的3300平方英尺的房子大概需要1250万新元。
 
 斯蒂文：☺☺☺[image: ]
 

 
通过上述3个例子可以看出，一阶多项式“欠拟合”数据（基本上没学习到数据的非线性特征），六阶多项式“过拟合”数据（学习过头了，以致输入一个新数据后给出的结果太离谱），而二阶多项式拟合的结果看起来比它们都好。这个“好”可以量化吗？说一个模型“好”是因为它能适应新数据，但是在没见到新数据之前，怎么判断模型的好坏呢？本章来帮你解疑。本章的思维导图如下图所示。
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3.1 模型评估
 
评估一个模型的好坏需要量化指标，该指标就是误差函数。通常也把误差函数叫作代价函数。代价函数是作用在多个数据点上的，而损失函数是作用在单个数据点上的，是一种衡量预测损失程度的函数。本章主要以回归问题来举例，相对应的损失函数的通俗定义为：
 
L（预测，标签）=（预测-标签）2
 
 
 
  [image: ]
 
 
 为什么可以把预测不准看为一种损失？以预测房价为例：
 
 ● 如果你是卖家，那么房屋估价太低，你的获益就少；房屋估价太高，你很可能会失去买家。
 
 ● 如果你是买家，那么房屋估价太低，你很可能会失去卖家；房屋估价太高，你的花费就多。
 
 不论哪种情况（对于买家或卖家），估不准房价（估高或估低）都会造成损失。损失函数用“平方”计量因估高或估低房价而使双方蒙受损失的情况。
 

 
3.2 训练误差和测试误差
 
人在学习时，要做训练题，判断其是否学好时，要通过测试题进行检验；模型在学习时，要通过训练集进行训练，判断模型是否学好时，要通过测试集进行检验。测试题和训练题要分开，因为虽然训练题做得好，但是无法说明人是否真正学会了知识；同理，测试集要和训练集分开。介绍了这么多，就是为了强调“在机器学习中，一定要将数据划分为训练集和测试集，前者用来训练模型，后者用来评估模型”。训练就是在训练集上让模型的预测值与真实值的差异越来越小的操作，即减少训练误差；而评估就是在测试集上计算模型的预测值与真实值的差异的操作，即计算测试误差。下面用实例来解释训练误差和测试误差（真实误差的一种替代）。
 
3.2.1 训练误差
 
训练集（Training Set）是由训练数据组成的集合，本章引言中的7个[面积，房价]数据即为训练集（见下表），即对应下图中的7个蓝点。假设绿线是拟合出来的线性模型，蓝点和绿线的差距的平均值就是训练误差。
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 训练数据和训练误差
 

 
训练误差（Training Error）是模型在训练集上的误差，通常用均方值来表示：
 

 [image: ]

 
下图中展示了用零阶、一阶、二阶和六阶多项式拟合后的训练误差，由此我们会发现，模型越复杂，训练误差越小（六阶多项式已经达到零训练误差了）。
 
 
 [image: ] 
 不同多项式的训练误差
 

 
通过分析上图中的4个训练误差与其对应的模型复杂度（即多项式阶数），可以发现训练误差与模型复杂度成反比关系，如下图所示。
 
在下图中，六阶多项式完美地拟合了训练数据，训练误差为零。看着这个疯狂的“形状“，你会对它的预测能力有信心吗？其中紫点对应的房价会不会太疯狂？
 
 
 [image: ] 
 注：横坐标轴为模型复杂度，纵坐标轴为训练误差
 
 训练误差和模型复杂度成反比关系
 

 
问题：训练误差可以很好地度量模型的性能吗？是不是训练误差越小，模型的预测就越准？
 
回答：不是！除非训练数据包含了所有数据！反例可见下图。
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 过拟合紫点数据，3300平方英尺的房子估价8500万新元？
 

 
3.2.2 真实误差
 
真实误差（True Error）又被称作泛化误差（Generalization Error），是指训练完的模型在预测新数据时产生的误差。真实误差主要用于衡量模型的推广能力，即从训练数据中归纳规则，从而适应新数据的能力。
 
回到引言中的例子，我们的目的是能预测出所有房子的价格，不仅包括训练集内的房子，还包括训练集外的房子。虽然这些房子的面积和价格未知，但它们总会服从某个概率分布，如右图所示。
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 真实的房子价格对于给定面积是一个概率分布，而房子面积也是一个概率分布
 

 
首先，用一个直观的例子来计算真实误差。假设同为面积2500平方英尺的房子，价格有800万新元、1000万新元和1500万新元这3种。800万新元和1500万新元的房子分别有1栋和2栋，而中间价1000万新元的房子有7栋。这栋房子用模型拟合得出的价格是1050万新元，那么在房子面积为2500平方英尺时，模型的真实误差为
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假设市场上只有两种不同面积的房子：10栋2500平方英尺的房子和5栋3000平方英尺的房子，那么最终模型的真实误差为
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但实际上，在房屋市场中，面积为2500平方英尺和3000平方英尺的房子有无数栋，每种面积对应的房价也有无数种，而且未来会不断有新房子出现，因此，我们需要给出真实误差的严谨表达式。在给定房子面积x时列出以下表达式：
 
y=真实的房价（随机变量）
 
eo ut(h,x)=Ey[(y-h(x))2]
 
h（x）=模型预测的房价
 
Ey的下标y表示在真实房价维度上求积分
 
上式里的期望符号相当于上例中的累加符号。对于所有x，真实误差的表达式为
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最后Ex，y的下标x、y表示在真实房价和面积两个维度上求积分。现在你可能认为对于真实误差，根本计算不出一个具体的数值。你的直觉是对的。
 
首先，我们用不同多项式模型拟合房价，粗略地看一看真实误差和模型复杂度（多项式阶数）的关系。
 
一阶多项式模型
 
对于未见过的房子，即使给定面积，它们的价格也是不确定的，但有一个概率分布，假设能画出价格的边界和均值，如右图所示。
 
● 两条红线分别表示真实房价的上、下边界。
 
● 蓝线表示真实房价的均值。
 
● 绿线表示拟合的一阶多项式模型。
 
● 绿线和蓝线的差异较大，因此一阶多项式模型对应的真实误差较大。
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 真实房价的均值和边界（一阶多项式模型）
 

 
二阶多项式模型
 
如右图所示，绿线表示拟合的二阶多项式模型。绿线和蓝线的差异较小，因此，该模型对应的真实误差较小。
 
 
 [image: ] 
 真实房价的均值和边界（二阶多项式模型）
 

 
六阶多项式模型
 
如右图所示，绿线表示拟合的六阶多项式模型。绿线和蓝线的差异非常大，因此该模型对应的真实误差非常大。
 
 
 [image: ] 
 真实房价的均值和边界（六阶多项式模型）
 

 
将通过上面3幅图发现的“真实误差随着模型复杂度的增加先变小再变大”的规律画成一张图，如下面左图所示；再把“训练误差随着模型复杂度的增加而单调变小”的规律画成一张图，如下面右图所示。
 
 
 [image: ] 
 注：横坐标轴为模型复杂度，纵坐标轴为训练误差
 
 真实误差随着模型复杂度的增加先变小再变大
 

 
 
 [image: ] 
 训练误差随着模型复杂度的增加而单调变小
 

 
我们都希望找到真实误差最小的模型。但上面所有关于真实误差的图都是笔者臆想的（我们最多只能推断出其大概的形状，但得不到具体的数值），因为真实误差是基于所有数据的，没有人可以计算出基于未来数据的误差，因此，真实误差只可“意会”，不能计算，是一个理想却不实用的概念。“实用派”的测试误差终于上场了。
 
3.2.3 测试误差
 
测试集（Test Set）是由选出来用于测试的样本数据组成的集合。其最重要的特点是不包含任何训练集中的数据。当你选好训练集之后，测试集是“模拟”那些从来都没见过但未来可能会见到的数据集，如右图所示。
 
 
 [image: ] 
 测试集
 

 
测试误差（Test Error）是指模型在测试集上的误差，其计算公式如下：
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 测试数据和测试误差
 

 

 [image: ]

 
h中的参数是通过训练集（不是测试集）拟合出来的，用在测试集的mtest个样例上（x（i），y（i））。
 
如左图所示，绿色直线是通过训练集（7个蓝点）拟合出来的线性模型，而3个黄点是测试集。黄点和绿线的差距的平均值就是测试误差。
 
3.2.4 学习理论
 
斯蒂文刚刚为一个大客户开发了一个垃圾邮件分类系统，然后向客户汇报结果。
 
 
 斯蒂文：我的模型对于100000个训练数据（邮件），能做到正确识别其中99%的垃圾邮件，训练误差为1%。
 
 大客户：看起来可以，这个模型对新邮件的识别表现如何呢？
 
 斯蒂文：我没看过新邮件的内容，怎么会知道模型的表现呢？
 
 大客户：那你带着模型回家吧。
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
斯蒂文是不会这么轻易就放弃的，他想起了霍夫丁不等式可以将已知的样本内误差和未知的样本外误差连接起来（见2.2.2节）。首先，把训练误差etrain（g）类比为样本内误差ein（g），把真实误差etrue（g）类比为样本外误差eout（g），其中，斯蒂文训练出来的模型被定义为g。[注：3.2.4和3.3.3节的内容创作灵感来自参考资料[2]。]
 
 
 斯蒂文：霍夫丁不等式可以给出在某个概率上，模型在新数据上的表现，即你想要看的真实误差。假设在90%的情况下模型的表现很好（δ=10%），我用的模型g的复杂度为适中（dvc=5），而样本数mtrain=100000，那么训练误差和真实误差的差距ε满足如下关系：
 
 
  [image: ]
 
 
 大客户：所以呢？
 
 斯蒂文：在90%的情况下，真实误差小于8%，考虑到这个上界非常大，实际误差可能会更小。
 
 大客户：模型表现还可以，但是我想要的是一个真实误差值，而不是一个范围。
 
 斯蒂文：真实误差只是一个概念，不能计算，你能对未知的事物计算出一个具体的数值吗？
 
 大客户：那你带着模型回家吧。
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
斯蒂文并没有放弃，他想：既然算不出随机量（真实误差）的具体值，总可以算出它的估计量吧。
 
 
 斯蒂文：我把100000个数据分成80000个训练集和20000个测试集。训练集小了会导致：（1）训练误差稍微变大，为1.05%；（2）容忍度也达到8%。这样在90%的情况下真实误差会小于9.05%。
 
 大客户：这里的重点是什么？
 
 斯蒂文：模型在20000个测试集上的测试误差为8.8%，这就是你想要的一个真实误差值。
 
 大客户：这么说虽然没错，但你怎么知道测试误差可以很好地代替真实误差呢？
 
 斯蒂文：首先，测试集中的数据是训练模型时没有用到的，根据霍夫丁不等式，对于单模型g上的不等式，在99%的情况下模型的表现很好（δ=1%），测试样本数为mtrain=20000，则测试误差和真实误差的差距ε满足
 
 
  [image: ]
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 上式意味着在99%的情况下，测试误差和真实误差的差距是0.01%，相当小了，因此，测试误差可以代替真实误差，8.8%的测试误差可以被当作真实误差的合理评估。
 
 大客户：为何分析训练误差和测试误差的霍夫丁不等式不一样？
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
离成功越来越近了，斯蒂文不可能现在就放弃，他查了查第2章的内容，思路越发清晰。
 
 
 斯蒂文：训练集霍夫丁不等式：[image: ]
 
 测试集霍夫丁不等式：[image: ]
 
 在训练过程中，最优模型g是从M个假设函数h1，h2，…，hM中选出来的，因此，其对应的上界带有M；将训练好的单个模型g用在测试集上，它不会随测试集的不同而改变，因此对应的上界会小很多。
 
 大客户：好像有道理，你还有什么想补充的？
 

 
斯蒂文感觉已经让大客户满意了，他还可以再做一些锦上添花的事情。
 
 
 斯蒂文：（1）训练集和测试集中的数据是独立同分布的，如果没有这个假设，则上面的所有结论都不成立。
 
 （2）虽然说测试误差是真实误差的一个很好的样本估计，但其只在测试集很大的条件下成立，因此测试集不能太小。
 
 （3）测试集也不能太大，留有足够的数据用来训练模型即可。
 
 训练集大会导致训练误差和真实误差小，但测试集小导会致测试误差不能逼近真实误差，进而难以评估模型的表现，如右式所示。
 
 训练集小会导致训练误差大，而真实误差更大，测试集大会导致测试误差逼近真实误差，因此可以说模型烂，如右式所示。
 
 
  [image: ]
 
 
 大客户：我服了，就用你的模型了，关键是我在向上级领导汇报时也有理由了。这就是我需要的！
 
 斯蒂文：☺☺☺[image: ]
 

 
右图所示的两种极端情况的结果都不好，因此需要平衡训练集和测试集的大小，通常80∶20是常见的划分方法：
 
● 80%的数据随机被分为训练集。
 
● 20%的数据随机被分为测试集。
 
只要测试集中的数据足够多，我们就把测试误差近似地认为是真实误差，或样本外误差。
 
 
 [image: ] 
 训练集和测试集的划分
 

 
3.3 验证误差和交叉验证误差
 
欠拟合的问题容易解决，提高模型的复杂度即可；而过拟合却是一个难题，主要解决方法有正则化（Regulariation）和验证（Validation）。机器学习的主要任务就是最小化真实误差而不是训练误差，而且通常前者会比后者大，因为模型在未知的数据集上的表现不太可能会比在训练集中的表现好。因此，可以把真实误差分解成训练误差和一项Ω（在第6章被称为惩罚项），具体公式如下。
 

 [image: ]

 
机器学习的真谛就是找到样本外误差的一个样本内估计（In-sample Estimate），但是使用正则化方法和验证方法做估计有所不同。
 
● 正则化方法通过间接估计惩罚项Ω再加上容易估计的训练误差，得到真实误差的估计值。
 
● 验证方法则直接估计真实误差，得到的估计值就叫作验证误差。
 
3.3.1 验证误差
 
验证集几乎和测试集一样，是从整个数据集中提取出来的一个子集。验证集和测试集的区别是：
 
● 验证集不是用来训练模型的，而是用来做模型选择的。
 
● 测试集既不是用来训练模型的，也不是用来做模型选择的。
 
测试集是最干净的，因此，首先将其从整个数据集中提取出来。比如随机选取20%的数据作为测试集，剩余的80%的数据作为训练集。而现在会随机从训练集中选取25%的数据作为验证集（占整个数据集的20%），剩余的75%的数据作为训练集（占整个数据集的60%），如下图所示。
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 训练集、验证集和测试集的划分
 

 
验证误差（Validation Error）是指模型在验证集上的误差，其计算公式如下：
 

 [image: ]

 
h里面的参数是从训练集中拟合出来的，用在验证集的mval个样例上。
 
3.3.2 交叉验证误差
 
当数据不多时，像上面这样提取出测试集和验证集会导致没有足够多的数据用来训练模型。这时可以创建K折交叉验证集（K-Fold Cross Validation Set），即把整个数据集平均但随机分成K份，每份大概包含m/K个数据。当K=1时，得到了K折交叉验证法的一个特例：留一交叉验证法（Leave-One-Out Cross Validation，LOOCV），它不受随机样本划分方式的影响。下面用10个数据来描述这两种验证法。
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 续表

 [image: ]

 
当数据集比较大时，LOOCV的计算成本较大。在实践中，通常选择K为5或10。
 
3.3.3 学习理论
 
一年后，斯蒂文的那个大客户又来了，他觉得模型将垃圾邮件分类的能力越来越差了。
 
 
 大客户：上次你帮我开发的垃圾邮件分类模型现在的表现变差了。
 
 斯蒂文：有可能，我准备多用几个模型，哪个在测试集上的误差最小就用哪个。
 
 大客户：怎么能在整个学习过程中引进测试集？那测试集不就被污染了吗？我对你有一点失望。
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
斯蒂文感到沮丧，既然不能用测试集，那么就用一个类似测试集的数据集，即验证集。
 
 
 斯蒂文：将整个数据集分成训练集Dtrain（mtrain个数据）、验证集Dval（mval个数据）和测试集Dtest（mtest个数据），用验证集来计算验证误差，不会碰到测试集。
 
 大客户：怎么确保验证误差能很好地估计真实误差？
 
 斯蒂文：先了解几个定义，如下图所示。
 
  
  [image: ] 
  模型h和h-的区别
 
 
 
 ● 从验证集（Dval）中得到的模型为h-，用上标“-”表示有一些数据被拿走用于训练模型了。
 
 ● 原来在整个训练集（Dtv=Dtrain+Dval）上重新训练的模型被称为h。
 
 ● e（i）（h-）是模型h-测量第i个点上的误差函数。
 
 因为数据是独立同分布的，再加上霍夫丁不等式（和测试集对应的不等式一样），可得到
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 可以看出，验证误差的均值是真实误差（即验证误差是真实误差的无偏估计），而两者的差距与验证集大小mval成反比。当验证集足够大时，验证误差能很好地反映真实误差。
 
 大客户：h和h-为什么会不同？
 
 斯蒂文：模型在不同数据集上训练肯定会不同，当然，数据集的差别越小，h和h-之差也越来越小。
 
 大客户：明白了。最后用的模型是h，但你的结论都和h-相关，怎么和h产生联系？
 
 斯蒂文：用以下不等关系，虽然没有严谨的数学证明，但是通常我们都认为数据越多，真实误差越小。
 
 
  [image: ]
 
 
 大客户：验证误差只不过像测试误差一样可以估计真实误差，但我还没看出它具有决定性作用。
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
机器学习模型太多了，因此，我们必须要有一个系统、科学的方法来选择模型，此时验证集就有用武之地了。
 
 
 斯蒂文：验证集可以用来进行模型选择！假设有P个模型，用训练集来训练它们，得到H=[image: ]（上标 “-” 表示有一些数据被拿走用于训练模型了），用验证集来计算每个模型的验证误差，选一个最小的验证误差，其对应的模型就是最佳模型[image: ]。再在原来整个训练集（Dtv=Dtrain+Dval）中重新训练模型，得到的模型被称为g。整个流程如下图所示。
 
  
  [image: ] 
  模型选择
 
 
 
 通常模型个数P是有限的，而g-是从这P个模型中选出来的。类比上面关于单个模型h的不等关系，将霍夫丁不等式应用到g-上，可以得到（区别是O中的 “1” 变成了[image: ]）：
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 现在又遇到一个关于验证集mval大小的问题：
 
 
  [image: ]
 
 
 m val越大，g和g-的真实误差的差距越大，最终模型g的推广能力肯定不好，最好mval=1。
 
 大客户：当验证集中只有一个数据时，你还好意思说验证误差的均值是真实误差（无偏估计）？
 
 斯蒂文：[image: ]
 

 
斯蒂文想：既然一个单点的验证误差不好，有没有办法找到很多这样的验证误差，然后加总再求平均值可能好一些。
 
 
 斯蒂文：换一个思路，除了测试集，我们有mtv=mtrain+mval个数据，用交叉验证的思路，每次选一个数据当验证集，遍历除测试集外的所有数据，得到mtv个验证误差，然后加总求平均值。
 
  
  [image: ] 
  计算留一交叉验证误差
 
 
 
 从验证集（x（i），y（i））得到的模型为h-i，下标“-”表示除第i个数据都用来训练模型了，原来整个训练集（Dtv）上的重新训练的模型被称为h，如左图所示。计算平均的交叉误差
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 大客户：如果训练一个模型需要t秒，那么选择最佳模型需要mtvt秒，不是很高效，还有没有更高效的？
 
 斯蒂文：还是根据交叉验证的思路，将数据大概平均分成K份，得到K个验证误差，然后加总求平均值，将K取5或10都是常见的做法。K折交叉误差为[image: ]，这样效率提高了mtv/K倍。
 
 大客户：这个K折交叉验证听起来很合理，就按这个方法做吧。
 
 斯蒂文：☺☺☺[image: ]
 

 
3.4 误差剖析
 
3.4.1 误差来源
 
接着使用上面关于房价的例子，让我们再进一步剖析真实误差。假设给定一个模型，使用该模型根据给定的房子面积来预测房价是一定会有误差的，那么误差的来源有哪些呢？这个模型只用了一个[面积，房价]训练集来拟合模型参数，而市场中有无数个同样大小的[面积，房价]训练集。用每个训练集来拟合模型都会得出不同的模型参数。假设市场中有一个真实模型（想得到却摸不着）可以描述面积与房价的关系。
 
● 对用所有训练集得到的所有模型求平均值，得到一个平均模型，它与真实模型之间的差距叫作偏差。
 
● 用所有训练集得到的所有模型本身也各不相同，它们的变动水平叫作方差。
 
● 这些房子的成交价不一定只与面积相关，还可能与当时买家或卖家的心情，甚至成交当天的天气有关。这些因素造成的误差都可以被看作噪声。
 
为了便于解释，将常函数（高阶多项式函数）称为简单（复杂）模型。接下来看不同数据拟合出来的两种模型。
 
简单模型：不同数据拟合出来的模型变化不大（见下图中平缓移动的绿线）。
 
 
 [image: ] 
 简单模型的两种可能情形
 

 
解释
 
● 橙线是真实模型，绿线是拟合模型。
 
● [image: ]是用第一套训练数据拟合出来的模型，下标wtrain1代表第一套参数。
 
● [image: ]是用第二套训练数据拟合出来的模型，下标wtrain2代表第二套参数。
 
复杂模型：不同数据拟合出来的模型区别很大（见下图中“疯狂”震动的绿线）。
 
 
 [image: ] 
 复杂模型的两种可能情形
 

 
从左图所示的两张图中可以看出不同训练数据可拟合出不同的简单或复杂的模型：
 
● 简单的模型千篇一律。
 
● 复杂的模型千差万别。
 
注：本节所用图参考自参考资料[3]。
 
接下来研究在这两种模型中偏差和方差的性质。首先介绍以下概念及在下图中的表示形式。
 
● 拟合模型：一套训练集拟合出来的模型，用绿色实线表示。
 
● 平均模型：无数个拟合模型的期望，用绿色虚线表示。
 
● 真实模型：在现实中客观存在的模型，用橙色实线表示。
 
● 偏差：真实模型和平均模型的差异。
 
● 方差：无数个拟合模型的差异。
 
● [image: ]：拟合模型、平均模型、真实模型，由下标wmodel=wtrain，wmean，wtrue决定。
 
 
 [image: ] 
 简单模型高偏差，复杂模型低偏差
 

 
偏差
 
由左图可见，绿色虚线和黄色曲线相差甚远。
 
简单模型就是一组水平直线，求平均值之后还是一条直线，和真实模型的曲线差别大，因此，简单模型通常是高偏差（见灰色阴影面积）。
 
由左图可见，绿色虚线和黄色曲线相差很近。
 
复杂模型是一组起伏很大的波浪线，求平均值之后最大值和最小值都会相互抵消，和真实模型的曲线差别小，因此复杂模型通常是低偏差（见黄色曲线和绿色虚线几乎重合）。
 
 
 [image: ] 
 简单模型低方差，复杂模型高方差
 

 
方差
 
由左图可见，绿色实线的振动有规律而且区间很窄。
 
简单模型对数据的变动不敏感，通常是低方差（见很窄的上下界）。
 
由左图可见，绿色实线的振动毫无规律而且区间很宽。
 
复杂模型对数据的变动很敏感，通常是高方差（见很宽的上下界）。
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 噪声代表不可消除的误差
 

 
噪声
 
由左图可见，噪声表达了在当前任务中任何学习算法所能达到的期望真实误差的下界（不可消除的误差），即学习问题本身的难度。
 
3.4.2 偏差—方差权衡
 
下面将3.4.1节对偏差和方差的分析总结成下图。
 
● 简单模型高偏差、低方差，复杂模型低偏差、高方差。
 
● 简单模型欠拟合，复杂模型过拟合。
 
欠拟合的模型为高偏差、低方差，过拟合的模型为低偏差、高方差，因此偏差和方差是有冲突的，这被称为偏差—方差权衡（Bias-VarianceTrade-off），如下图所示。假设给定学习任务：
 
● 当模型训练不足时，模型拟合能力弱，数据的扰动不足以使模型产生显著变化，此时偏差是总误差的主要来源。
 
● 当模型训练充足时，模型拟合能力强，数据的轻微扰动导致模型发生显著变化，此时方差是总误差的主要来源。
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 偏差一方差权衡图
 

 
如上图所示，最优模型对应着总误差最小的那点。综上所述，真实误差有3个来源：偏差、方差和噪声。由于真实误差是衡量模型的推广性能的，因此，模型的推广性能是由模型学习算法的能力、数据的充分性和学习任务本身的难度所共同决定的。给定学习任务（因为其本身难度是无法降低的，就像噪声是无法消除的一样），为了获得好的泛化性能（降低真实误差），有两种方法可以选择：增强拟合数据能力（降低偏差）和增强抗扰数据能力（降低方差）。对如何“将真实误差分解成偏差、方差和噪声”有兴趣的读者请参考本章的附录A。
 
3.5 模型选择
 
在实践中，在选择一个模型时通常需要考虑以下5点[4]：
 
（1）精度（Accuracy）
 
（2）简单（Simplicity）
 
（3）可解释（Interpretability）
 
（4）高效（Efficiency）
 
（5）可扩展（Scalability）
 
精度：假设有P个模型h1，h2，…，hP，如何选取一个最佳模型（即误差最小的模型）？
 
快捷方法：将数据集随机按80∶20的比例划分为训练集和测试集，用训练集来训练P个模型，计算每个模型的测试误差，选一个测试误差最小的模型[image: ]，如下图所示。
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 用最小测试误差来选择模型
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这个方法最大的缺点就是会过拟合测试集，因为测试集会不知不觉地帮助你选择了模型。因此不推荐使用该方法！
 
正统方法：在训练集之外创建两个数据集：用调解参数来选择模型的数据集被叫作验证集；用来评估最佳模型的实际推广能力的数据集被叫作测试集。再随机按6∶2∶2的比例来划分训练集、验证集和测试集，如下图所示。
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 用最小验证误差来选择模型
 

 
 
 [image: ] 
 先把20%的测试集划分出来，再在剩下的80%数据中选择75%的数据当训练集，25%的数据当验证集。将random_state设为0是为了能复现结果。之后选择参数λ的步骤与上面的代码一样，只需要注意在计算误差e时用验证集vali，而不是测试集test。
 

 
 
 
  [image: ]
 
 
 在吴恩达的Machine Learning Yearning一书中介绍过，划分训练集、验证集和测试集的方法可由数据的多少来决定。
 
 ● 在大数据时代之前，当样本数量还是上万个时，将训练集、验证集和测试集的比例设为6∶2∶2，例如随机将10000个数据中的6000个数据用来训练，2000个数据用来验证，2000个数据用来测试。
 
 ● 在大数据时代来临时，当样本数量达到百万个时，将训练集、验证集和测试集的比例设为98∶1∶1，例如随机将1000000个数据中的980000个数据用来训练，10000个数据用来验证，10000个数据用来测试。
 
 对于验证集大小的设定，应该遵循的准则是该数量能够检测不同算法或模型的区别，以便选出更好的模型。例如模型A和B的精度是90%和90.1%，两者相差0.1%。那么，对于开发集：
 
 ● 100个数据不够，因为100×0.1%=0.1个数据，所以也无法分辨模型A和B的差异。
 
 ● 1000个数据也不够，因为1000×0.1%=1个数据，所以比较难分辨模型A和B的差异。
 
 ● 10000个数据够了，因为10000×0.1%=10个数据，所以容易分辨模型A和B的差异。
 
 对于测试集大小的设定，传统上是设为全部数据的20%～30%。在大数据时代不再按百分比设定，而是设定一个绝对数值，比如1000～10000个。
 

 
在传统的机器学习中，如果数据不够多，则可以使用K折交叉验证法，如下图所示。
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 用最小交叉验证误差来选择模型
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 上面所示的k_fold_CV函数的输入data上是事先需要被shuffle函数随机打乱的，因此这里写为k_fold_CV（5，0.1，shuffle（data））
 

 
简单：永远从简单模型开始，然后根据需求再增加模型的复杂度。通过提高模型的复杂度，可以提高模型的精度，但是提高精度的幅度在递减。鉴于此，在选择模型时不要总要求模型是最精准的，有时还必须考虑其他因素。
 
可解释：给定一个应用程序，你需要在模型的精度和可解释性之间进行折中。通常人工神经网络（ANN）和SVM的预测精度高，但是它们对非专业人士来说就是一个“黑盒子”。当预测性能是首要目标，并且不需要解释模型是如何工作和预测时，可以优先选择复杂的黑盒算法。然而在某些情况下，模型的可解释性是首要考虑因素，有时甚至是法律强制的。比如金融机构中的信用卡申请应用程序，如果申请人被拒绝申请信用卡并投诉金融机构，则金融机构需要解释他们是如何做出该决定的。如果使用的是ANN或SVM那么这几乎是不可能实现的，但如果使用的是决策树却很容易实现。
 
高效和可扩展：在一些应用程序中，高效和可扩展是关键因素，特别是在广泛使用、接近实时分析的应用程序（电子商务站点）中，当输入一个新数据时，模型就需要快速更新，并且基于大数据进行预测。
 
综上所述，应该优选简单的模型（除非提高模型的精度对模型有显著的增益，才会选择复杂的模型）。简单模型通常更高效、更容易扩展，也更容易解释。
 
3.6 总结
 
在人类学习和机器学习中，有很多可类比的名词，例如下表所示。
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机器学习可以从人类学习中得到很多灵感，而机器学习的核心就是构建推广能力强的模型，使其适应新数据。这个模型不能欠拟合，更不能过拟合。如何把握这个度，需要通过一个性能度量（误差函数）来评估，再从多个模型中选出一个最优模型。
 
1.如何评估模型？
 
● 永远不要看训练误差，要看真实误差。
 
● 由于真实误差不可计算，通常用测试误差或验证误差来代表它。
 
2.如何划分数据集？
 
● 如果数据足够多（达到十万级别），则将数据集按6∶2∶2的比例来划分训练集、验证集和测试集。
 
● 如果数据不够多，则分为以下两种情况。
 
如果算力不够，则采用5折或10折交叉验证法来划分训练集和验证集。
 
如果算力足够，则可以考虑采用留一交叉验证法。
 
3.如何选择模型？
 
● 用交叉验证误差作为基准，选取最小的交叉验证误差对应的模型。
 
● 在选择模型时，遵循“简单为大”的原则（除非提高模型的精度对模型有显著的增益）。此外，可解释性、高效性和可扩展性也是需要考虑的因素。
 
至此，前3章在没有涉及具体机器学习模型的情况下，介绍了机器学习的定义及组成元素（数据、任务和性能度量），证明了机器学习的可行性（在VC维度是有限的情况下），设计了一套系统的机器学习模型评估和选择的框架（通过划分训练集、验证集、测试集）。打牢基础后，接下来读者就可以专心学习机器学习模型和算法了，第4章从最简单的线性回归模型开始讲解。
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技术附录
 
A.真实误差分解
 
回顾3.2.2节中的例子，对于所有房子面积x和真实房价y，真实误差的表达式为
 
真实误差=Ex，y[（y-hw（x））2]
 
需要注意的是，每次的训练集也都是随机选择的。假设有1000个数据，今天选择前100个数据，明天选择后100个数据，后天选择中间的100个数据，每次拟合得出的模型都不同。因此，我们要用不同的训练集来计算真实误差（拟合得出不同的房价h和真实房价y），然后求平均值，这被称为预期误差，其严谨的数学公式为：
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接下来，我们从数学上来推出真实误差是偏差、方差和噪声的总和。
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假设数据没有噪声，真实误差只被分解成偏差和方差，那么证明更加简单。
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第4章
 线性回归
 
In theory,theory and practice are the same.In practice,they are not.—Albert Einstein
 
引言
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塞乐和白雅（塞乐是seller的音译词，白雅是buyer的音译词）画出的模型的作用分别是：
 
● 根据面积来预测价格，大概能知道自己的房子能卖多少钱。
 
● 根据价格来预测面积，大概能知道自己的预算能买多大的房子。
 
塞乐和白雅各有所需，而解决问题的方法就是用本章讲解的线性回归模型。本章的思维导图如下：
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4.1 基础知识
 
4.1.1 标量微积分
 
导数：导数（Derivative）是指单变量函数的变化率。例如，在引言介绍的例子中，y=20000x，当房子面积每增大于1平方英尺时，价格上涨20000新元，因此变化率为20000新元/平方英尺，导数是20000。这是最简单的情况，即变化率固定。
 
在现实生活中，很多时候变化率是不固定的，比如y=x2+1。如右图所示，在某个点x上，导数就是函数在相应点上的斜率。通常用dy/dx代表导数。
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 注：此图为软件输出图
 
 导数就是函数的斜率
 

 
● 斜率上倾，导数为正数。
 
● 斜率下倾，导数为负数。
 
● 斜率为水平直线，导数为零。
 
偏导数：偏导数（Partial Derivative）是指多变量函数针对某个变量的变化率。接着上例，房子的价格除与面积有关外，还与使用时间有关。比如函数y=f（x，t）=20000x-5000t，y是价格，x是面积，t是使用时间。
 
● 在使用时间相同时，房屋面积每增大1平方英尺，价格上涨20000新元，价格对面积的变化率为20000新元/平方英尺，函数对x的偏导数∂y/∂x为20000。
 
● 在面积相同时，房屋使用时间每增加1年，价格下跌5000新元，价格对使用时间的变化率为5000新元/年，函数对t的偏导数∂y/∂t为-5000。
 
在计算偏导数的时候，其他变量都可以被看成常量，而常量的变化率为0。
 
方向导数：偏导数∂y/∂x和∂y/∂t只是函数沿着相应的坐标轴x和t方向的变化率，那么如何得到函数在任意方向的变化率，即方向导数（Directional Derivative）？
 
方向导数就是函数在单位向量[image: ]上的偏导数。注意，方向导数是标量而不是向量。
 
梯度：梯度（Gradient）是一个向量，通常用[image: ]表示。
 
方向导数中是否有最大（小）值？有，当[image: ]和[image: ]同向（反向）时，方向导数最大（最小）。因为方向导数是梯度[image: ]和单位向量[image: ]的内积，如右图所示。
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 方向导数和梯度
 

 
4.1.2 向量微积分
 
下面定义了4个向量和矩阵符号x、y、c和A，一个多变量的向量函数y（x），以及3种矩阵偏导数形式：
 
（1）对一个向量函数求另一个向量的偏导数（常见）。
 
（2）对一个标量函数求一个向量的偏导数（常见）。
 
（3）对一个向量函数求一个标量的偏导数（罕见）。
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接下来用3种最常见的函数（有标量函数也有向量函数）分别求向量x的偏导数。下表中给出求导过程：
 
（1）标量函数y=cTx。
 
（2）向量函数y=Ax。
 
（3）标量函数y=xTAx（这时A是n×n矩阵）。
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4.2 模型介绍
 
4.2.1 核心问题
 
问题剖析：单变量线性回归模型是有监督学习中最简单的回归模型。在该模型中有一个输入（特征）和一个输出（标签），此模型基于它们建立一个最优线性函数来进行预测。再次回顾米切尔对机器学习的定义：
 
假设用性能度量P来评估模型在某类任务T中的性能，若该模型通过利用经验E在任务T中改善其性能度量P，那么可以说模型对经验E进行了学习。
 
将这个抽象定义映射在本章的具体问题中，我们得到，
 
● 任务：有监督学习的单变量线性回归。
 
● 经验：训练集里的数据（一个特征：房子面积；一个标签：房价）。
 
● 性能度量：最优。
 
任务和经验都好理解，而“最优”性能度量听起来很空泛，下面给出“最优”的定义。
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 不同线性函数来拟合数据
 

 
回到上文预测房价的例子，即使给定训练集和规定好的单变量线性模型，还是有很多种线性函数可以拟合数据的，如左图所示：
 
● 蓝点数据的走势是向上的，即面积越大，价格越贵。
 
● 红色直线和黄色直线明显没能拟合出面积和价格的关系，差！
 
● 蓝色直线、绿色直线和黑色直线的斜率都是向上的，好！
 
绿色直线在拟合数据中做得最好！即该模型最优，那么这里所采用的评价标准是什么呢？
 
模型构建：在有监督学习中，将训练好的模型用在一组特征上会输出一组预测值，而标签是一组真实值，所以它们一般会有差异。下面基于所有训练数据的平均差异，用误差函数表示，如下图所示（绿色直线是假设函数，即单变量线性函数h，而蓝点是真实数据y）。
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 单变量线性模型
 

 
数据（x（i），y（i））之间的线性关系为
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其中：
 
[image: ]，通常会写成1
 
[image: ]=第i个数据的特征
 
y （ i ）=第i个标签
 
w =[w0w1]T =参数，w0 是截距，w1 是斜率
 
ε （ i ）=第i个真实标签和模型预测的误差
 
hw（x（i））=h（x（i））=假设函数
 
误差函数的代数形式[1]为：
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将上面m个线性方程合成矩阵形式得到：
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矩阵形式的J（w）如下：
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单变量线性模型可以直观地用图表现。而在多变量设置下，只能通过枯燥的数学公式来展示，但我们可以根据单变量结果对比多变量结果。首先建立标签和n个特征的线性关系：
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将上面m个线性方程合成矩阵形式得到：
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误差函数J（w）的代数形式和矩阵形式为：
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对比单变量和多变量的误差函数表达式，我们发现两者的代数形式高度相似，唯一不同的就是特征的个数，单变量的特征个数为1，多变量的特征个数为n；但矩阵形式是一模一样的，因此这里偏好用矩阵形式。
 
现在可以将线性回归问题转换成一个求最小值问题，即找到一个最优w使得误差函数最小，如下：
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算法实现：从效率上看，如果有解析解则一般不用数值解。比如，在定价金融衍生品时，能用布莱克-斯科尔斯（Black-Scholes）公式，就绝对不用偏微分方程的有限差分方法或者蒙特卡洛模拟方法来做。但是在机器学习中，这条规则往往不适用。让我们先看看该问题的解析法和数值法。
 
（1）解析法：在单变量设置下，从代数形式的J（w）出发，分别对不同的标量wj求偏导数，然后汇总成矩阵形式，这种做法比较直观，但是费时；在多变量设置下，从矩阵形式的J（w）出发，直接对向量w求偏导数（可参考4.1.2节）：
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如果你熟练掌握了矩阵微积分，那么通过上面的推导会直接得到矩阵表达式；如果不能，那么你最好老老实实地从每个代数式开始计算，求完偏导数后再一个个合并成矩阵表达式。为了最小化误差函数，将梯度设定为0，因此，可解得
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矩阵XTX是一个（n+1）（n+1）矩阵（n是特征的个数），在绝大情况下：
 
● 选取的特征是没有多余的，那么它的逆矩阵是存在的。
 
● 特征个数n比训练样例个数m小很多，因此计算其逆矩阵的复杂度是O（n3），不会很大。
 
在某些生物领域的回归问题中n很大，这时解析法的复杂度O（n3）很大，因此会采取数值法。
 
（2）数值法：如果我们想求得最优解w而使得误差函数J（w）最小，那么一个很自然的做法就是：
 
● 第1步，设置初始条件：给定一个w的初始值。
 
● 第2步，设置重复变换w值，使得J（w）变小。
 
● 第3步，设置停止条件：在某些条件下停止第2步。
 
 
 初始条件：通常设置w（0）=0，或设置成均值为0而方差很小的正态随机变量。
 
 停止条件：当梯度∇J（w）的绝对值小于一个阈值c时（有时还会要求梯度变化的绝对值小于一个阈值）。当迭代次数到达了最大设定值M时（通常为几百次到几千次）。
 

 
下表中用代数形式、矩阵形式和通俗形式解释了第2步。
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上面所示的就是梯度下降法（Gradient Descent）的精华。
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 举例：用梯度下降法来下山
 

 
见左图，假如你在山顶想要到山底（最小值），只需要每一步都往下走，不断地走肯定能走到最小值的地方。但是你需要更快地达到最小值，怎么办呢？你只需要每一步都找到下坡最快的地方，即每一步都走某个方向，比走其他方向离最小值更近。而这个下坡最快的方向，就是梯度的负方向了。
 
上面的公式还是不好理解吗？为什么这样做调整参数w就可以得到误差函数的最小值了呢？让我们看以下例子。
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 用最简单的例子来解释梯度下降法的公式
 

 
见左图，下面用最简单的假想函数和一个训练数据举例：
 
（1）假设函数h（x）=wx
 
（2）一个训练数据（x=1，y=0）。
 
这时误差函数J（w）可以被简化成一个二次函数
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最小值发生在w=0时。但假如一开始w在中心轴的左侧或右侧，那么该如何更新w值使得J（w）达到最小值呢？从梯度下降法表达式w[image: ]w-ηdJ/dw（一维偏导数简化成导数）可以看出：
 
● 当w在中心轴左侧且其值小于0时，偏导数dJ/dw＜0（斜率向下），为了使w往中心轴移动，w值应该越更新越大，而此时-ηdJ/dw＞0。
 
● 当w在中心轴右侧且其值大于0时，偏导数dJ/dw＞0（斜率向上），为了使w往中心轴移动，w值应该越更新越小，而此时-ηdJ/dw＜0。
 
● 当w越来越向中心轴靠近时，偏导数dJ/dw的绝对值越来越小（斜率变平），w值的更新幅度也变小，直到等于0。
 
在公式里，步长η也被叫作学习率（Learning Rate），学习率选得太大，则误差函数不会收敛，学习率选得太小，则误差函数需要很长时间收敛。
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 大步长和小步长
 

 
左图的左半部分是步长太大（η=100）的情况，每一步可以快速更新w值，但是快到最优值时，因为步长太大，所以很容易跳过它，从而使得结果不收敛。左图的右半部分是步长太小（η=0.001）的情况，每一步更新w值一点点，结果绝对可以收敛，但耗时。如何设定适当的学习率在后面会细讲，现在假设学习率已定好。
 
下面从一维情况类推出二维情况，写出误差函数的最小值算法：
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之后就是简单求一个两变量函数的偏导数：
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根据梯度定义将其写成矩阵形式：
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由此，梯度下降法的矩阵形式为：
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线性回归的梯度下降算法如下表所示。
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4.2.2 通用线性回归模型
 
上面讲的线性回归模型可被称为朴素（Naïve）线性模型，“朴素”指的是“标签由特征线性组成”，如
 
价格=2×面积+10×卧室数+5×楼层
 
本节扩展到多变量通用线性回归模型，其通常指的是“标签由转换特征线性组成”，如
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其中，正弦函数f（x）=sin（x）是特征2“卧室数”的转换函数，而对数函数f（x）=ln（x）是特征3“楼层”的转换函数，特征1“面积”的转换函数就是f（x）=x。
 
 
 线性回归模型y=w1x1+w2x2不是相对于x是线性的，而是相对于参数w是线性的。
 
 ● y=w1ln（x1）+w2exp（x2）还是线性回归模型，将其换成y=ln（x1）w1+exp（x2）w2容易看出来。
 
 ● y=w1x1+sin（w2）x2就不是线性回归模型。
 

 
通过对比很快可以得到通用线性回归模型的表达式、误差函数和最优解。对比结果见下表（把X换成F）。
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对比朴素线性模型的梯度下降算法（将X换成F），得到通用线性回归模型的梯度下降算法，如下表所示。
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4.2.3 特征缩放
 
在线性回归中，假如选取房子面积和卧室个数作为特征，则它们的数值可能差400倍，比如面积为2000平方英尺的房子有5个卧室。当特征的数值差了几个数量级时，梯度下降法会收敛得很慢，如下图所示。
 
 
 [image: ] 
 特征缩放前后用梯度下降法的收敛路径
 

 
解决方案是采用特征缩放（Feature Scaling），对于第j个特征（j≠0），我们有以下两种方法。
 
（1）标准化：用每个维度的特征减去该特征的均值，再除以该维度的标准差。
 
（2）规范化：用每个维度的特征减去该特征的最小值，再除以该特征的最大值与最小值之差。
 
方法1：μj和σj是均值和标准差
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方法2：Mj和mj是最大值和最小值
 
M1=2500,m1=1000
 
M2=5,m2=3
 
在方法1和方法2下的X规范化后的矩阵为Z：
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 规范化[image: ]：将z缩放为0～1，用sklearn中的MinMaxScaler函数。
 
 标准化[image: ]：将z缩放到以0为中心而方差为1的区间中，用sklearn中的StandardScaler函数。
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  [image: ]
 
 

 
 
 训练：进行特征缩放后放进模型的是变量Z而不是X，而且参数w也是基于Z算出来的。
 
 预测：在用训练好的模型来预测新的x值时，必须使用以前计算的均值和标准差来规范化x，因此需要存储所有特征的均值μ和标准差σ。
 
 具体说明如下表所示。
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4.2.4 学习率设定
 
当学习率太大时，梯度下降算法很可能不收敛；当学习率太小时，梯度下降算法收敛得很慢。要选取一个适当的学习率，通常我们事先选定一组值η={0.01，0.03，0.1，0.3，1，3}，具体情况见下图，其中横坐标为迭代次数，纵坐标轴为η值。
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 学习率η=3
 
 从最大的η=3开始试，画出前400次迭代误差函数J（w）的图形。如果J（w）在某段递增或者直接“爆炸”了（见上图，在第260次迭代时），则从下一个η=1开始试。
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 学习率η={0.01，0.03，0.1，0.3，1}
 
 误差函数在η为其他值时都稳步递减而且收敛，但明显当η=1时，收敛最快，但当η=0.01时，收敛最慢。当η=0.03，0.01和0.03时，则处于中间状态。
 

 
因此，学习率为0.01、0.03、0.1、0.3和1都可以看作是适当的，通常选一个中间状态是最保险的，比如0.1。学习率为1可能过大，从而使得梯度下降发散，而学习率为0.01可能过小，从而使得收敛一次时间过长。但这都不是绝对的，因为每次数据都在变，我们能做到的是画出误差和学习率的函数图形，剔除那些递增或“爆炸”的图形对应的学习率，也剔除那些收敛过慢的图形对应的学习率，在剩下的学习率中选一个中间状态。
 
 
 在实践中，找到完美的学习率不是成功训练模型所必需的。只要找到一个足够大的学习率，使梯度下降有效地收敛就行了，但不要太大，那样会使得它永远不会收敛。
 

 
4.2.5 数值算法比较
 
通过分解梯度下降法矩阵形式得到每个wj的公式：
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注意上面公式中蓝色字体部分，每更新一次wj值都要用到整个（m个）数据集的信息，到参数收敛时还不知道要更新多少次，而且这还只是n个参数中的一个。你可以想象到在数据有很多时的计算量了吧，具体所要花费的时间见下表。
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当数据有1百亿个时，更新一次wj值需要115.7天！必须要想一个办法改进算法了。
 
梯度下降法又被称为批量梯度下降法（Batch Gradient Descent，BGD），其每次更新参数时需要全部数据。与批量梯度下降法完全相反的是随机梯度下降法（Stochastic Gradient Descent，SGD），其每次更新参数时只需随机选取训练集中的一个数据。SGD更新每个wj的公式（其中i是随机选取的）和所要花费的时间见下表。
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从速度上看SGD完胜BGD。
 
由于SGD每次随机选取一个数据来更新参数，因此它的收敛过程不是一条平滑曲线（对应的误差函数图形也不是单调递减的而是上下振动的），但SGD最终会收敛到BGD解的附近，虽然不是最优值，但也差不多。要节约时间，必然要牺牲精度！但是SGD可以并行计算从而节约了太多时间，那么牺牲一点精度又算什么呢？
 
BGD（用所有数据更新参数）和SGD（用一个数据更新参数）是两个极端，如果这两种方法你都不喜欢，则可以选择折中的方法：用小批量梯度下降法（Mini-Batch Gradient Descent，MBGD）。假设有100万个数据，MBGD每次用100个或1000个数据来更新参数，这样既不会太慢，也不会太随机。MBGD更新每个wj的公式为（其中batch_size个数据是随机选取的）
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 迭代（iteration）指更新一次参数的步骤。
 
 批量（batch）指一次迭代用的样本。
 
 批量大小（batch size）指一个批量里的样本个数。
 
 ● BGD的批量大小是m。
 
 ● SGD的批量大小是1。
 
 ● MBGD的批量大小为1～m
 
  
  [image: ] 
  批量和批量大小
 
 
 
 期（epoch）指整个训练集被算法遍历一次。
 
 当设epoch为20时，那么要以不同的方式遍历整个训练集20次。一次epoch要经历4次迭代才能遍历整个数据集，即样本总数/批量大小=24/6次迭代。20次epoch运行过程可能如下图所示。
 
  
  [image: ] 
  20次epoch=20种方式来遍历整个训练集
 
 
 

 
在BGD中，需要先设定迭代次数，因为一次迭代要用到整个训练集，一次迭代也被称为一次epoch；在SGD和MBGD中则需要先设定epoch数，因为用来更新参数的数据是随机选取的，我们更关注的是能用多少次完整的训练集来训练模型。此外，SGD的批量大小是1，而MBGD的批量大小为10～1000。
 
4.2.6 代码实现
 
斯蒂文是华盛顿大学的应届毕业生，毕业后他去了一家房地产公司做数据挖掘。第一天上班老板就给斯蒂文一张csv表，里面有21000多栋房子的数据，包括价格（price）、卧室数（bedrooms）、楼层（floors）、日期（date）等21列数据，如下图所示。
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 房子数据
 

 
斯蒂文用单变量线性模型（即根据房子面积）来预测房价。在Jupyter Notebook中，斯蒂文做了以下工作：
 
（1）对数据做了一些基本分析，比如查看有哪些特征、每个特征值的统计信息等。
 
（2）独立编写程序来用解析解、梯度下降数值解计算线性模型系数。
 
（3）直接使用scikit-learn中的LinearRegression模型来验证之前程序的输出是否准确。
 
用手机扫描参考文献[1]中的二维码可以获取代码实战的内容。
 
4.3 总结
 
本章内容主要参考了参考资料[2]、[3]、[4]。线性回归问题可以用数值法（梯度下降法）和解析法来求解。当特征个数很多或数据很多时用数值法，其他情况可用解析法。使用数值法时有两点必须要注意：
 
（1）特征的规范化（为数值方法提速）。
 
（2）适当的学习率（避免结果不收敛）。
 
MBGD结合了SGD和BGD的优点，既训练速度快，也有较高的精度。下表中总结4种线性回归问题的解法。
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在参考资料[5]中证明出了线性回归模型中样本外和样本内期望误差的关系式，对于线性回归模型h，有
 
E[eout(h)]=E[ein(h)]+O(d/N)
 
其中d是特征个数，N是数据个数。
 
只要特征个数不太多，增加数据个数可以使得E[eout（h）] 和E[ein（h）] 越来越接近。
 
● 如果能把模型拟合好，即得到很小的训练误差，那么就基本完成任务了。
 
● 如果未能把模型拟合好，则需要增加模型复杂度，即增加特征个数d，但当数据个数N很多时，O（d/N）带来的代价并不大，即E[eout（h）] 还是能很接近E[ein（h）] 的。
 
一言以蔽之，在从数据中学习时，首先应该尝试线性模型。
 
参考资料
 
1.线性回归之玩转金郡房价预测
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2.Linear Regression[notes]
 
Dan Boneh,Andrew Ng,CS229 Lecture 1 Notes,Stanford University
 
3.Machine Learning Specialization:Regression-Linear Regression[course]
 
Emily Fox,Carlos Guestrin,Coursera,University of Washington
 
4.Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and TensorFlow[book]
 
Aurélien Géron,Chapter 4,Training Models,2017
 
5.Learning from Data:A Short Course[book]
 
Yaser S.Abu-Mostafa,Malik Magdon-Ismail,Hsuan-Tien Lin,Chapter 3-3.2,2012
 

 
[1]在公式里乘以1/2是为了简化之后的数学推导，而不影响最优解，因为求一个函数的最小值和求该函数最小值的1/2是等价的。
第5章
 对率回归
 
Logistic is not logic but logit.
 
引言
 
线性回归模型能对连续值结果进行预测，比如预测明天京东的股价为23美元/股，预测一个人的信用分数是650分。但是，在现实生活中更为常见的是分类问题，其中最简单的情况是二分类问题（是或否），比如预测明天京东的股价是上涨还是下跌，或者银行要判断一个人的信用分数是否达到可以给他发信用卡的标准。
 
回归得到的结果是定量（Quantitative）的，是一个具体的实数值，将定量的实数值转换成定性（Qualitative）的分类值通常有以下两种做法。
 
（1）找一个阈值作为分水岭与回归实数值进行比较，该做法是线性分类（Linear Classification）。比如京东今天的股价小于其回归值23美元/股，则预测股价上涨，反之则预测股价下跌；比如一个人的信用分数大于580分，则预测其信用好，反之则预测其信用差。
 
（2）将回归实数值转换成概率值为0～1的实数，再与一个阈值比较，该做法是对率分类（Logisitic Regression）。比如京东的股价上涨的概率小于0.5，则预测股价下跌，反之则预测股价上涨；比如一个人的信用好的概率小于0.7，则预测其信用差，反之则预测其信用好。
 
本章介绍的是第2种分类方法，但只看错误率还不够。请看以下3个例子。
 
姚茶尊、姚茶泉、姚泉尊是三兄弟。他们的日常工作都是分类。对于分类任务，首先要降低错误率（分类错误的样本数占样本总数的比例），但是他们各自的工作对分类的要求又各有不同。
 
● 姚茶尊 在淘宝负责向用户推荐商品，为了尽可能少打扰用户，其更希望推荐的内容是用户感兴趣的，是否全面无所谓，即他更注重分类的准确性，而对全面性要求没那么高。
 
● 姚茶泉 在警察局负责对逃犯进行人脸识别，上级领导说了“宁可错认一千个人，也不放走一个人”，他更注重分类的全面性，而对准确性要求没那么高。
 
● 姚泉尊 在医院为病人诊断癌症，他既不希望跟没有得癌症的病人错报其得了癌症，这样会让病人压力很大而且花费很多；又不希望跟得了癌症的病人错报其没得癌症，这样可能会延误治疗。他注重的是分类的准确性和全面性。
 
注：姚茶尊表示“要查准”，姚茶泉表示“要查全”，姚泉尊表示“要全准”。
 
本章的思维导图如下：
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5.1 基础内容
 
5.1.1 联系函数
 
线性回归模型可被简写成y=wTx+b。很多时候，我们不是直接用线性模型对y建模的。比如在时间序列里，通常我们不是对价格P建模的，而是对其对数回报率lnP建模的，原因是假设对数回报率服从正态分布，而不是价格服从正态分布，则很自然地可以用以下公式：
 
ln（y）=wTx+b或y=ln-1（wTx+b）=exp（wTx+b）
 
上述模型被称为对数线性回归模型（Log-linear Regression），它试图让exp（wTx+b）逼近y，即ln（y）对w呈线性关系。更一般地，对于任何单调函数g（·），令
 
g（y）=wTx+b或y=g-1（wTx+b）=h（wTx+b）
 
上述模型被称为广义线性回归模型（Generic linear Regression），其中函数g（·）被称为联系函数（Link Function），而h=g-1是联系函数的反函数。
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对率函数可以将任意实数转换成0～1的概率值（不仅仅是0和1两个值）。根据下面的等式变换：
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如果将y设为样本x为正类的可能性，那么1-y就是x为负类的可能性。两者的比值被称为概率（Odds），类比赌球的赔率2：1，即赢球的可能性为2/3，而输球的可能性为1/3。在概率上求对数就变成对数概率，或简称对率（Logit或Logistic）。
 
 
 通常Logistic Regression被直译为逻辑回归，逻辑的英文是Logic而不是Logit或Logistic，而Logistic是对率的意思，因此笔者将Logistic Regression翻译成对率回归。
 

 
5.1.2 函数绘图
 
给定一个任意函数f（x）及其函数图形，假设a＞0：
 
● -f（x）的函数图形与f（x）的函数图形对称于x轴（当x值相同时，对应的y值相反）。
 
● f（-x）的函数图形与f（x）的函数图形对称于y轴（当x值相反时，对应的y值相反）。
 
● f（x+a）的函数图形是f（x）的函数图形向左平移a单位（原来x=0，现在x+a=0，那么x=-a）。
 
● f（x-a）的函数图形是f（x）的函数图形向右平移a单位（原来x=0，现在x-a=0，那么x=a）。
 
● f（x）+a的函数图形是f（x）的函数图形向上平移a单位。
 
● f（x）-a的函数图形是f（x）的函数图形向下平移a单位。
 
对于函数f（-x+5）-4，可以按下述步骤来画函数图形。
 
（1）从f（x）到f（-x）：将f（x）函数图形以y轴为对称轴画一个对称图形。
 
（2）从f（-x）到f（-x+5）：将f（-x）函数图形向左平移5个单位。
 
（3）从f（-x+5）到f（-x+5）-4：将f（-x+5）函数图形向下平移4个单位。
 
以对数函数ln（x）为例，下面是基于ln（x）函数图形变换得到的4个对数函数图形（对理解后面介绍的误差函数有用）。
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 对数函数图形
 

 
5.2 模型介绍
 
5.2.1 核心问题
 
问题剖析：下面从最简单的二分类问题开始介绍，如下图所示。
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 数学和英语分数的散点图
 

 
该图展示了学生的数学分数（横坐标）、英语分数（纵坐标），以及是否被大学录取的信息。
 
● x轴代表数学分数（特征1）。
 
● y轴代表英语分数（特征2）。
 
● 黄色圆圈代表没录取（负类标签）。
 
● 黑色十字代表录取（正类标签）。
 
现在的任务就是如何将录取和没录取这两类划分出来，这里需要使用的模型被称为对率回归（Logistic Regression，LR）模型。该模型有两个输入（特征）和一个输出（标签），基于它们建立一个最优对率函数来进行预测。再次回顾米切尔对机器学习的定义：
 
假设用性能度量P来评估模型在某类任务T中的性能，若该模型通过利用经验E在任务T中改善其性能度量P，那么可以说模型对经验E进行了学习。
 
将这个抽象定义映射在本章的具体问题中，我们得到：
 
● 任务：有监督学习的双变量对率回归。
 
● 经验：训练集里的数据（两个特征：数学分数和英语分数；一个标签：录取和没录取）。
 
● 性能度量：共同追求低错误率，另外有的追求查准率，有的追求查全率，有的追求两者兼得。
 
模型构建：看看上图中密密麻麻的点，好像不可能用一个函数就将其拟合好，所以不能用线性回归的方法来处理。让我们把注意力放在分类上，现在有两类：录取和没录取。假设用1代表录取，0代表没录取。通常用1代表的类别是有什么（有录取，有肿瘤），而用0代表的类别是没什么（没录取，没肿瘤）。
 
 
 通常最常见是用1和0分别代表正类和负类。当然你可以有自己的惯例，这不影响分类的结果。比如：
 
 ● 用1代表录取，-1代表没录取（很多人都这样用，因为+1代表正，-1代表负）。
 
 ● 用10代表录取，-8代表没录取（从理论上来说没问题，只不过没什么意义）。
 
 在对率回归模型中用0/1代表负/正类可以很简洁地推出误差函数，并且用什么数字都可以转换成0/1的形式，使用指标函数[image: ]即可，比如
 
 ● 用1代表录取，-1代表没录取，则[image: ]。
 
 ● 用10代表录取，-8代表没录取，则[image: ]。
 

 
在有监督学习中训练的模型会产出一系列预测值，而标签是一系列真实值，它们之间一定有差异，如下图所示。
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 分类线
 

 
这里的数据总共有100个，其中有11个数据（红框里的数据）被分错类了，因此错误率为11%。对一个线性分类模型来说，此错误率还可以接受。
 
由于标记值是1（录取）或0（没录取），而数学分数和英语分数都为0～100的值。因此这里要建立一个模型h，将任意实数转换成概率数值：
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从5.1.1节来看，对率函数是一个不错的模型。
 
对于数据i（其中i=1，2，…，m），建模如下：
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其中
 
[image: ]（惯例写成1）；[image: ]=第i个数据的特征
 
w =[w0w1 w2]T =参数列向量（其中w0 是斜率，w1 和w2 分别是数学分数和英语分数的系数）
 
y （ i ）=第i个标签
 
h（wTx（i））=对率函数
 
P（y（i）=1|x（i）；w）=当给定特征x（i）和参数w时y（i）=1的条件概率
 
P（y（i）=0|x（i）；w）=当给定特征x（i）和参数w时y（i）=0的条件概率
 
这种对条件概率建模的方法解释性更强，不仅在给定特征x（i）和参数w的情况下预测出类别，即y（i）=0或1，同时也给出了该预测类别对应的概率。
 
错误建模（✖）：学完线性回归后，一开始最自然做法就是最小化“真实值y（i）和预测值P（y（i）|x（i）；w）”的差距，则误差函数为：
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此时对率分类问题就被转换成一个最小化J（w）的问题。接着可以像线性回归模型那样用梯度下降法求得最优参数。但是用梯度下降法是有条件的，即误差函数要为凸函数。将误差函数化简得到
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此时发现J（w）不是w的凸函数，因此我们要寻找另外一种建模方法。
 
正确建模（✔）：回想我们之前用条件概率来描述数据是正类和负类的可能性，则数据i对应的概率公式可写成
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从上式可知
 
● 当y（i）=1时，1-y（i）=0，因此Li（w）可简化成P（1|x（i）；w）。
 
● 当y（i）=0时，1-y（i）=1，因此Li（w）可简化成P（0|x（i）；w）。
 
假设所有数据都是独立同分布的，则由二项分布得知它们一起发生的概率（似然函数）为
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 对于参数为θ的概率模型，P（x|θ）有两个名称：
 
 （1）可称为x的概率（假设给定θ）。
 
 （2）可称为θ的可能性（假设观察到x）。
 
 注意，“概率”是x的函数而不是θ的函数，θ只是参数；而“可能性”是θ的函数而不是x的函数，x在这里是参数。关于“可能性”有一个最重要的用法：如果你观察到x并且想要估计产生它的θ，则用最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation，MLE）选择最大化P（x|θ）的θ。
 

 
用最大似然估计解出参数w，使得L（w）最大，它的原理是：
 
● 在给定参数的条件下，观测一组数据的现状（比如有52个正例，48个反例）的概率。
 
● 选取最优参数，使得观测到目前这组数据的概率是最大的。
 
在优化过程中，优化函数的“累加”永远比“累乘”（似然函数）要简单。要从累乘变成累加，将似然函数L（w）上取对数，生成对数似然函数l（w）就可以了，因为
 
● ln(AB)=ln(A)+ln(B).
 
● 对数函数是一个单调递增函数，最大化L（w）得到的最优解和最大化l（w）得到的最优解是一样的。
 
对数似然函数为
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以对数似然函数来定义对率回归下的误差函数
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在l（w）前加负号，将“最大化对数似然函数”转换成“最小化误差函数”
 
误差函数的表达式很直观，下面利用ln函数图形进行分析，如下图所示。
 
当标签y（i）=1时，第二项等于0，下面分析第一项。
 
● 当h→1而J→0时，标签和预测值h相同，误差为零。
 
● 当h→0而J=-ln（h）→+∞ 时，标签和预测值h不同，误差无穷大（参照右图的-ln（x）函数图形）。
 
当标签y（i）=0时，第一项等于0，下面分析第二项。
 
● 当h→1而J→+∞ 时，标签和预测值h不同，误差无穷大。
 
● 当h→0而J=-ln（1-x）→+∞时，标签和预测值h相同，误差为零（参照右图的-ln（1-x）函数图形）。
 
第j个参数wj的偏导数为（j=0，1，2）：
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 -ln（x）和-ln（1-x）的函数图形
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根据梯度定义写成矩阵形式可得：
 

 [image: ]

 
将以上梯度向量设为零，发现XT（h（Xw）-y）=0没有解析解，因此只能用数值法（梯度下降）来求解对率回归模型。
 
算法实现：梯度下降法的原理在第4章中已经讲得非常详细了，这里不再赘述。下表给出了最终结果。
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其算法概述如下，它和线性回归的梯度下降法（算法1）几乎一模一样，唯一的区别就是用h（Xw）代替了Xw。
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解得w*之后，将其带入公式中预测新样本x=[x数学，x英语] 属于正类还是负类（通常将0.5当分界点，因为正类对应的是1而负类对应的是0）。
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1本例对应的是一条直线，所以叫分界线，一般叫法是决策边界（Decision Boundary）。
 
5.2.2 查准和查全
 
对于分类问题，如果我们更注重查准率或查全率，或者两者都注重，那么如何能达到这个目的？
 
● 对于二分类问题，在1/2的情况下应该分类准确，因此错误率是50%。
 
● 对于三分类问题，在1/3的情况下应该分类准确，因此错误率是66.7%。
 
● 对于k分类问题，在1/k的情况下应该分类准确，因此错误率是（1-1/k）%。
 
机器学习分类的错误率至少要低于随机分类的错误率吧，不然我们为什么还要用机器学习。错误率虽然是评估模型的常用指标，但是不能满足所有的任务需求。回到本章引言中介绍的三胞胎分类任务，他们的首要目标当然是降低错误率，但是他们还有各自要关注的指标，比如查准率和查全率。具体说明如下表所示。
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看完上表中列举的例子，是不是蓝色标注的情景比较重要。一旦明晰了目标，问题就会变得很简单。再来回顾一下查准率和查全率问题，通常查准率和查全率问题是互相冲突的。
 
● 当查全率高时，查准率往往低，这时模型是“悲观模型”，因为模型只有当非常确定时才预测是正类。
 
● 当查准率高时，查全率往往低，这时模型是“乐观模型”，因为模型几乎将所有例子都预测是正类。
 
● 当查全率和查全率都非常高时，这时模型是“完美模型”，但是该模型通常很难得到。
 
实际做法如下表所示。
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因此，对于医生诊断癌症的例子，可以将阈值0.1～0.9划分为10个点，然后对每个阈值c，计算出P、R和F值，最后选择一个最大的F值对应的阈值。用scikit-learn还可以画出不同阈值对应的P和R值的曲线图。
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 查准率和查全率与阈值的函数
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5.2.3 类别不平衡
 
在分类任务中，当不同类别的样例数目差别很大时，会给学习过程带来很大的困难。比如有99个正例和1个负例，那么设计1个永远预测为正类的模型，准确率可以达到99%（100个样例全部预测为正类，只错1个），但是这种模型的价值为零，因为它预测不出任何负类。
 
在分类新数据时，是用模型产出的概率P与一个阈值进行比较，如果正/负例的个数相差不大，则通常在P＞0.5时判别为正类，否则判别为负类。假设训练数据集中正例个数比负例个数多，则有以下3种解决方法。
 
（1）对正例进行欠采样（undersampling），去除一些正例使得正/负例的个数相近，用P＞0.5条件来预测正类。
 
（2）对负例进行过采样（oversampling），增加一些负例，使得正/负例的个数相近，用P＞0.5条件来预测正类。
 
（3）阈值移动（threshold-moving），用[image: ]（而不是P＞0.5）条件来预测正类。
 
这3种解决样例类别不平衡的方法的详细说明如下表所示。
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欠采样法所需要的时间开销远小于过采样法，因为前者丢弃了很多正例，训练集变小了。需要注意的是，使用欠采样法时不能随意丢弃正例，这样会丢失一些重要的信息。而过采样法增加了很多负例，训练集变大了。需要注意的是，过采样法不能简单地对初始负例进行重复采样，因为这样会引起严重的过拟合。为了解决这个问题，可以使用合成少数类过采样技术（Synthetic Minority Over-sampling Technique，SMOTE），通过对训练集里的负例进行插值（Interpolation）而得到额外的负例。SMOTE方法分为3个步骤：“去掉正例→ 找k近邻点 → 内插出新点（负例）”，解释如下图所示。
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 SMOTE简单解释
 

 
5.2.4 线性不可分
 
从上例的散点图中可看出，录取的学生和没录取的学生的分类可以由一条直线来完成，这样的问题叫作线性可分问题，处理起来比较简单。与之对应的一类问题是线性不可分问题，顾名思义，就是两类数据不能用一条直线来分类，例如下图所示的例子。
 
 
 [image: ] 
 芯片测试结果的散点图
 

 
左图是两个芯片测试结果的散点图（其中x轴为芯片测试1，y轴为芯片测试2），要将圆点和十字分类，使用一条直线是肯定不可能实现的，只能寻求更复杂的模型来描述对率函数h的自变量。
 
本例采用多项式模型，即把现有的两个特征通过多项式合成更多的特征。打个比方，用x1和x2代表这个特征，一个基于x1和x2的6次多项式最多可扩展为28项：
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用f代表转换后的特征值，它是一个28维的向量。
 
通过与上述模型（也被称为朴素模型）进行类比得到通用模型的表达式：误差函数和最优数值解，具体介绍如下表所示（就是把x和X换成f和F）。
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5.2.5 多分类问题
 
以上讨论的二类别分类（Binary Classification）只能区分两个类别，是最简单的分类模型。接下来延伸出3种多分类问题。
 
（1）多类别分类（Multiclass Classification）：可以区分两个以上类别，比如辨识手写数字0～9共10个类别。
 
（2）多标签分类（Multilabel Classification）：二类别分类和多类别分类都是把所有样例分配到一个类中，在有些情况下，我们会希望分类模型可以输出多个类别（多标签分类），比如在自动驾驶应用中识别是否有行人、交通灯、汽车和指示牌。
 
（3）多输出分类（Multioutput Classification）：在多标签分类中，每一个标签都是二类别的，而在多输出分类中，每一个标签都是多类别的。比如图片的每一个像素（标签）的像素值是多少（0～255共256个类别）。
 
这4种分类问题的形象解说如下表所示。
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多标签分类和多输出分类在深度学习的图像识别中很常见，本节着重介绍多类别分类。下面介绍一个天气的多分类问题。天气可以是晴天、阴天和雨天，可以采取下面3种常见的分类策略。
 
● 一对其他（One vs All，OvA）
 
● 一对一（One vs One，OvO）
 
● 多分类回归（Softmax Regression）
 
（1）一对其他（OvA）
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 一对其他（OvA）分类策略
 

 
在OvA分类策略中（见左图），把数据分成“某个”和“其他”两类。
 
● 图一，某个=▲，其他 ★=■和●
 
● 图二，某个=■，其他 ★=▲和●
 
● 图三，某个=●，其他 ★=▲和■
 
将三类别分类问题分解成3个二类别分类问题，对应的分类模型为f1、f2和f3：
 
● f1预测负类，即预测■和●。
 
● f2预测负类，即预测▲和●。
 
● f3预测正类，即预测●。
 
3个分类器都预测了●，根据多数原则得到的预测是●，具体算法实现如下所示。
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（2）一对一（OvO）
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 一对一（OvO）分类策略
 

 
在OvO分类策略中，3个分类模型分别是二分类模型。
 
● f1负责分类▲和■。
 
● f2负责分类▲和●。
 
● f3负责分类●和■。
 
结果如下：
 
● f1预测▲。
 
● f2预测▲。
 
● f3预测●。
 
根据多数原则得到的结合预测为▲，具体算法实现如下所示。
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 OvA分类策略是每一个分类模型对应一个标签，当你想分类某个物体时，让每个分类模型对其分类，若只有一个分类模型预测为正类，则对应的标签为最终分类结果；若有多个分类模型预测为正类，则选取预测概率最大的对应的标签为最终分类结果。
 
 OvO分类策略是对每个标签训练一个二分类模型，如果有N个类，则需要N（N-1）/2个分类模型。当想分类某个物体时，若得到N（N-1）/2个分类结果，则根据多数原则，把预测最多的类别作为最终分类结果。
 

 
（3）多分类回归
 
OvA和OvO分类策略都是把多类别分类问题转换成二类别分类问题，而下面介绍的softmax函数（多分类函数）是直接把对率回归推广到多类别分类中，不必组合多个二分类模型。通常把Softmax Regression（SR）翻译成多分类回归。
 
多分类回归的思想很简单，假设总共有K个类别，给定一个特征x，该模型计算属于第k类的分数[image: ]，然后进行归一化，转换成属于第k类的概率，公式如下：
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下图用一个实际例子展示了如何将得分2、1和-1利用softmax函数转换成概率p1、p2和p3。
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 softmax函数的简单示例
 

 
和对率回归的二分类模型一样，多分类回归的多分类模型将估计概率最高的类别作为预测结果，例如上图中的p2最大，因此预测为类别2。对比对率回归的误差函数，我们可以推导出多分类回归的误差函数，见下表。
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可以看出，当只有两个类（K=2）时，多分类回归的误差函数等同于对率回归的误差函数。JSR（w）中的y和p都带有下标k，其指的是独热编码向量的第k个元素，JLR（w）中的y和p没有下标k，是因为y只有两个状态（非1即0）。
 
在scikit-learn中，可以用逻辑回归模型带着multi_class参数“multinomial”进行多分类回归。对于求解多分类问题，切记要把solver参数设置为“lbfgs”，其全称为Limited-Memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno，是一种BFGS算法。
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5.2.6 代码实现
 
斯蒂文刚刚迎来了自己的女儿，他准备在亚马逊网站上给女儿买一些婴儿用品，比如苏菲小鹿长颈鹿牙胶（Vulli Sophie the Giraffe Teether）、玩耍被子（Graco TotBloc Pack'N Play with Carry Bag，Bugs Quilt），如下图所示。
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 亚马逊的婴儿用品
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 亚马逊的网评数据
 

 
每条数据都有商品名称（name）、评价（review）和评分（rating）。商品名称不用多解释；评价就是用户写的评语，上图中红色标注的文字都可以用来判别评价是正面或负面的；评分为1～5的数字，1表示最差，5表示最好。斯蒂文用对率回归模型来分类评价是正面或负面的。在Jupyter Notebook中，斯蒂文进行了如下处理。
 
（1）预处理文本数据，比如去除标点符号、用词袋模型将字符类数据转换成数值类数据。
 
（2）独立编写梯度下降法求最优解，并找出最正面和最负面的词。
 
（3）直接使用scikit-learn里的逻辑模型来做情感分析。
 
（4）研究精度、混淆矩阵、查准率和查全率等指标，并变换不同的阈值来画出查准率和查全率曲线。
 
用手机扫描[1]中二维码可以获取代码实战的内容。
 
5.3 总结
 
本章内容主要参考了资料[2]和[3]。对率回归非常简单，一旦你学会了线性回归，就可以引入对率函数将回归得到的实数转换成概率的形式，然后只需对比两者的误差函数和梯度下降法，即可全部掌握对率回归的理论和算法内容。
 
查准率和查全率是一对矛盾的兄弟，提高阈值可以提高查准率而降低查全率，降低阈值可以提高查全率而降低查准率。如果既想查准又想查全，则可以选一个F得分最高的分类模型。
 
在机器学习中，常常会遇到数据类别不平衡的情况，这时光看准确率就非常具有迷惑性，还需要关注ROC、AUC等评估指标。此外，可以用过采样和欠采样的方法调整样本集，直到它们达到平衡。但单纯地减少样例会丢失信息，而重复地增加样例会引入偏差，比较合理的方式是用合成少数类过采样技术（SMOTE）来生成和原样例不重复的新样例。
 
多分类包含多类别分类、多标签分类和多输出分类。在多类别分类中，一个样本只能属于一个类，不同类之间是互斥的。而在多标签分类和多输出分类中，一个样本可以属于多个类，不同类之间是有关联的。多类别分类用到的多分类回归（SR）是二类别分类的对率回归（LR）的延伸。
 
当模型从简单变为复杂时，线性回归（下图的第一行图）和对率回归（下图的第二行图）都会从欠拟合变为过拟合，如下图所示（从左到右）。
 
 
 [image: ] 
 线性回归和对率回归的从欠拟合到过拟合
 

 
欠拟合问题好解决，简单增加模型的复杂度即可（用多项式来进行特征组合，从单变量到多变量）；但是处理过拟合问题需要更多的技巧。能否解决过拟合问题可以区分你是一个机器学习的新手还是老手，第6章介绍的正则化回归模型就是一个防止过拟合的技巧。
 
参考资料
 
1.对率回归之玩转亚马逊情感分析
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2.Machine Learning Specialization,Classification-Logistic Regression[course]
 
Emily Fox,Carlos Guestrin,Coursera,University of Washington
 
3.Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and TensorFlow[book]
 
Aurélien Géron,Chapter 3,Classification,2017
第6章
 正则化回归
 
If banks go wild,they must be regulated;if models go wild,they should be regularized too.
 
引言
 
在2008年次贷危机爆发之前的很长一段时间里，房贷条件都是比较宽松的。银行可以将自己发行的房贷“一条龙”打包成房贷抵押证券（Mortgage Backed Security，MBS）卖给投资者，再拿卖MBS的收益来继续放贷，继续打包成MBS。后来银行又创造出担保债务凭证（Collateralized Debt Obligation，CDO）。简单地说，CDO就是把劣质资产整合在一起，用风险分散（Risk Diversification）做幌子，提出一些精华获得AAA评级继续卖给投资者，所有这些还是在高杠杆的情况下操作的。在2006年时20倍杠杆不算什么，假设你有5元本钱，20倍杠杆就是借95元来操控100元资产。对于这100元，一旦亏损5%，你就亏完所有本钱；一旦赚5%，偿还完95元的欠款后，你还有10元，回报率为100%。杠杆是一把“双刃剑”，它可以放大你的利润，也可以放大你的损失。
 
● 银行在金融危机之前的“镀金时代”里，为了赚钱，拼命加杠杆（Leveraging），增大了风险，造成“过风险”现象，此时银行保险监督机构一定要监管（Regulation），不然会引发系统性风险（Systemic Risk）。
 
● 银行在金融危机之后的监管时代，为了满足监管要求拼命去杠杆（Deleveraging）减小了风险，造成“欠风险”现象，这时可能要放松监管（Deregulation），不然金融市场会萎靡很久。
 
机器学习和银行是一样的。
 
● 模型太复杂时，通常会造成“过拟合”现象，一定要正则化（Regularization）来降低模型的复杂度，不然无法使用在新数据上。
 
● 模型太简单时，通常会造成“欠拟合”现象，需要去正则化（Deregularization）提高模型的复杂度，不然连训练数据都拟合不好。
 
总之，模型太简单就会欠拟合数据，可以增加模型的复杂度，但是一定要控制火候，千万不要把模型弄得太复杂而过拟合数据。这个火候就是指正则化，靠验证误差来控制。本章的思维导图如下：
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6.1 基础知识
 
6.1.1 等值线图
 
等值线图就是表示一组相等数值的图。其作用是让读者沿着某条特定的等值线，可以识别具有相同值的所有位置。
 
● 下图中的左图是一张3维图，你可以想象自己用一把刀沿水平方向切这个函数图形，刀和函数图形接触的线投影到底面就是等值线。
 
● 下图中的右图是一张2维图，你可以想象自己在函数图形的正上方俯视，看到这一圈圈的线条就是等值线。
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 3维等值线图（左图）和2维等值线图（右图）
 

 
等值线图对于读者理解本章介绍的两种正则化回归中使用的惩罚函数有着非常重要的作用，在2维变量情景下：
 
● 岭回归（Ridge Regression）的惩罚函数是圆方程。
 
● 套索回归（LASSO Regression）的惩罚函数是菱形方程。
 
● 两种回归的主要部分（Backbone）的误差函数都是椭圆方程。
 
下面两张图展示的是椭圆形等值线立体图和椭圆形等值线图（提示：椭圆形方程类似线性回归里的误差函数），此类图为程序输出图。
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 椭圆形等值线立体图（3维，左图）和椭圆形等值线图（2维，右图）
 

 
下面两张图展示的是圆形等值线立体图和圆形等值线图（提示：圆形方程类似岭回归里的惩罚函数）。
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 圆形等值线立体图（3维，左图）和圆线等值线图（2维，右图）
 

 
下面两张图展示的是菱形等值线立体图和菱形等值线图（提示：菱形方程类似套索回归里的惩罚函数）。
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 菱形等值线立体图（3维，左图）和菱形等值线图（2维右图）
 

 
6.1.2 坐标下降
 
坐标下降（Coordinate Descent，CD）是一种下降方法，但和梯度下降（Gradient Descent，GD）不同，CD采用1维搜索。下图展示了分别用GD和CD来找到最小值的路径。
 
● GD利用函数的梯度来确定搜索方向，该梯度方向可能不与任何坐标轴平行。
 
● CD利用当前坐标方向进行搜索，其不用函数导数，而是按某个坐标方向搜索最小值。
 
CD适用面广但速度慢，GD适用面稍微窄但速度快。
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 梯度下降和坐标下降对比图
 

 
6.2 模型介绍
 
6.2.1 核心问题
 
问题剖析：单变量线性模型只有一个特征，几乎是最简单的模型，但是它通常会欠拟合数据。为了避免欠拟合数据，有以下两种办法可以增加变量个数从而提高模型的复杂度。
 
方法1：当找不到其他好的特征变量时，可以以已有的特征单变量求平方、立方，直到p次方，得到p个特征变量，此模型被称为单变量多项式模型。
 
方法2：当找到其他好的特征变量并将它们纳入模型时，此模型被称为多变量线性模型。
 
方法1适用于一些纯数学问题，比如用多项式拟合一个带噪声的正弦函数y=sin（x）+∈。方法2适用于一些实际问题，比如用房屋面积、卧室个数和楼层来拟合房屋价格。而方法1不适用于解决实际问题，因为用房屋面积和它的平方、立方甚至高次方来拟合房屋价格，明显没有什么实际意义。方法2可能适用于纯数学问题，因为1维变量就是多维变量的特例，因此，通常用方法2来增加模型的复杂度。
 
但模型的复杂度不能无休止地增加，下面回顾一下第3章介绍的用六阶多项式来拟合房价和房屋面积的案例，如下图所示。
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 过拟合
 

 
该模型可以完美拟合训练数据（蓝点），但是对于给定的测试数据（紫点）预测出的价格过于疯狂。这种在训练数据集中表现好而在测试数据集中表现差的现象是典型的过拟合。
 
此外，从左图中可以看到该多项式模型的某些项的绝对值过大，而这也是模型过拟合的特征。
 
为了避免让模型过拟合，最直观的解决方法就是让模型参数的绝对值变小，具体来说，就是在原来误差函数（均值误差函数）的基础上加一个惩罚函数，得到的总误差函数如下：
 

 [image: ]
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将均方误差函数和惩罚函数相加，得到总误差函数，其矩阵形式为：
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总误差函数的目的是平衡“模型拟合训练数据的质量”和“参数绝对值的大小”，而调和参数λ就是起这个作用的。如果我们称线性回归为基本回归，那么
 
● 当λ=0时，正则化回归变成了基本回归，它们的参数就是基本回归的参数（没有惩罚函数）。
 
● 当λ→+∞ 时，正则化回归的参数都变成零（如果参数不为零，那么惩罚函数的值为无穷大）。
 
● 当λ为0～+∞ 时，则正则化回归的参数在零和基本回归的参数之间。
 
当λ很大时（极端情况是λ→+∞），模型过于简单，因为很多参数都为零，这时候模型的偏差很大，方差很小；当λ很小时（极端情况是λ=0），模型过于复杂，因为很多参数都不为零，这时候模型的偏差很小，方差很大。因此，调和参数可以控制模型的复杂度。
 
当惩罚函数为L2范数函数时，L2正则化回归又被叫作岭回归；当惩罚函数为L1范数函数时，L1正则化回归又被叫作最小绝对收缩选择算子回归（Least Absolute Shrinkage And Selection Operator Regression），这里简称为套索回归。
 
1.岭回归
 
下面从岭回归的误差函数开始分析：
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利用矩阵微积分这条性质：xTAx的偏导数是（AT+A）x，即可推出梯度：
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为了最小化误差函数，将梯度设定为0，可解得：
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其中I是单位矩阵，下图更清晰地分解了岭回归的解析解。
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 岭回归的解析解
 

 
矩阵FTF+λI是一个（n+1）×（n+1）矩阵（n是特征个数），该矩阵不像基本回归用到的矩阵FTF，它永远可逆。
 
除了解析解，有了梯度表达式，我们很快可以写出梯度下降法的矩阵形式及它的算法：
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将岭回归的解析解及数值解与基本回归的解析解及数值解类比，其中不同的地方在下表中用红色注明了。
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当λ=0，λI=0时，岭回归的解析解和基本回归的解析解相同；
 
当λw=0时，岭回归的数值解和基本回归的数值解相同。
 
当λ→+∞时，（FTF+λI）-1趋近于零矩阵，解析解w=0。
 
2.套索回归
 
下面从套索回归的误差函数开始分析。
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先分析最简单的1维情况：惩罚函数|w|在0点没有导数，一直类比到n维，惩罚函数‖w‖1在0点没有偏导数，因此也没有梯度（梯度是一个n维向量，第j个元素是函数对第j个变量的偏导数），从而导致套索回归没有解析解，而且也不能用梯度下降法得到数值解。
 
怎么办？可以选择用坐标下降法来求得套索回归的最优解！但先让我们从更简单的基本回归开始，来看看用坐标下降法推导出来的数值解算法是什么样子的，然后再类比套索回归。因为坐标下降法是按照某个坐标方向进行搜索的，因此要把所有矩阵形式的表达式重新写成代数形式。套索回归的误差函数的代数形式为：
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基本回归的误差函数是上面公式中的第一项，它的第j个偏导数为：
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其中，
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[image: ]去除特征j的假设函数，因此用下标-j来表示。
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在坐标下降法中，将第j个偏导数设为0，只更新wj=ρj/zj而保持其他w-j不变。下表中总结了基本回归的坐标下降算法。
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弄清楚基本回归的坐标下降法后，再类比套索回归（基本回归加一个惩罚函数）的第j个偏导数为：
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在坐标下降法中将第j个偏导数设为0，则有
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从而
 
当wj＜0时，有g（wj）=-1[image: ]ρj-wjzj+λ=0[image: ]wj=（ρj+λ）/zj而且ρj＜-λ。
 
当wj=0时，有g（wj）=（ρj-wjzj）/λ⊂[-1，1][image: ]ρj⊂[-λ，λ]。
 
当wj＞0时，有g（wj）=1[image: ]ρj-wjzj-λ=0[image: ]wj=（ρj-λ）/zj而且ρj＞λ。
 
从而
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在坐标下降法中，将第j个偏导数设为0，只更新wj而保持其他w-j不变。下表中总结出套索回归的坐标下降算法（和基本回归几乎一样，除wj的表达式外）：
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6.2.2 模型对比
 
在学习新知识时，最好的方法就是将其类比为自己熟悉的知识，分析两者的同异。基本回归是我们熟悉的知识（在第4章中已讲），而岭回归和套索回归是新知识。现在来对比它们在坐标下降法中的解，如下表和下图所示。
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 3个模型用坐标下降法求得的解
 

 
根据上面的公式可得到3个性质：
 
● 因为λ≥0，因此岭回归的解的绝对值永远小于或等于基本回归的解的绝对值。
 
● 当λ=0时，3种回归的解是一样的，因为这时没有惩罚函数。
 
● 当λ很大时，岭回归的解很小但不是0；但是套索回归的解很有可能为0，因为这时范围[-λ，λ]太广，而ρ落到此范围里面很容易，一旦落入解就为0。
 
上图是在λ等于100时画的，可以很明显看出：
 
● 岭回归的解永远小于或等于基本回归的解（蓝线比绿线更趋向水平）。
 
● 套索回归的解在[-100，100]中都是0（红线的水平部分）。
 
 
 套索回归和岭回归都可以处理过拟合问题，因为它们都加了一个惩罚函数，用来控制模型参数的绝对值的大小。但是套索回归的参数结果一些是零，而岭回归的参数结果很小却不会是零。
 

 
为了更直观地解释此问题，我们用单变量线性模型来举例。回顾它们的误差函数：
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椭圆形方程类的均方误差函数，圆形方程类的L2惩罚函数，以及菱形方程类的L1惩罚函数的通用表达式和等值线表达式比如下表所示。
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上表的对比让我们一目了然，只有均方误差函数的等值线方程和椭圆形方程的联系不能一眼看出，需要进行以下推导，如下表所示。
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下面两套动态图截图展示了当λ为0～+∞ 时，岭回归和套索回归的总误差函数的等值图是如何变化的。
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 岭回归和套索回归的总误差函数的等值图与λ的关系
 

 
图中的黑点代表等值线的最小值，即岭回归和套索回归的最优解；x轴和y轴代表参数w0和w1。
 
上面两套动态图走势的相同点有：
 
（1）在开始状态中等值线和黑点的位置相同，因为λ=0，所以总误差函数就等于均值误差函数。岭回归和套索回归变成了基本回归，它们的最优解就是基本回归的最优解。
 
（2）在结束状态中只有黑点的位置是原点，因为λ无穷大而总误差函数中的惩罚函数占绝对统治地位，岭回归和套索回归的最优解都是零。
 
上面两套动态图走势的不同点有：
 
（1）结束状态中的等值线不同（见6.1.1节），因为λ无穷大，虽说总误差函数里的惩罚函数起主要作用，但岭回归和套索回归各自的惩罚函数不同，前者的等值线是圆形，而后者的等值线是菱形（见每行的第四幅图，岭回归和套索回归的等值线不是严格的圆形和菱形，因为在实际中λ不可能为正无穷）。
 
（2）最优解（w0，w1）从起点到终点的路径不同（此观察非常重要）。岭回归的最优解在到达终点前没有碰到任何x轴和y轴，但套索回归的最优解在中途碰到y轴（见第三幅图）后就一直沿着y轴到达终点。该发现有两个重要的意义：
 
● 最优解碰到y轴[image: ]w0为0[image: ]模型参数为0[image: ]对应的特征被舍弃。
 
● 最优解碰到y轴就一直沿着y轴到达终点[image: ]在有很多λ值的情况下w0一直为0[image: ]在很多λ值的情况下对应的特征被舍弃[image: ]套索回归在大多情况下可以舍弃特征。
 
岭回归和套索回归的最优解（下图中均值误差函数和惩罚函数等值线的红色交叉点）在“零”和“基本回归的最优解”之间。
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 岭回归和套索回归的总误差函数的等值线
 

 
左边的菱形（套索回归）和每个轴相交的地方都有“角”出现，这些“角”比“非角”更容易和均方误差函数等值线相碰，因此，套索回归的解容易为零。
 
右边的圆形（岭回归）没有“角”，它很难和均值误差函数等值线在坐标轴上相碰，因此岭回归的解不容易为零。
 
如果所有特征都能在一定程度上解释标签，那么岭回归优于套索回归，因为岭回归永远不会算出值为零的参数。如果只有部分特征和标签相关，那么套索回归优于岭回归，因为套索回归会算出值为零的参数（即零参数），这些零参数对应的特征就被舍弃了，而非零参数对应的特征就被选择了。套索回归可以用来做特征选择。
 
6.2.3 最佳模型
 
模型不能太简单也不能太复杂，如何选择λ从而得到最佳模型的复杂度？用验证集或交叉验证集。
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 用最小验证误差来选择模型
 

 
验证：如果数据量够大，则选择λ，具体流程如下。
 
（1）按60∶20∶20的比例划分训练集、验证集和测试集。
 
（2）设定λ集合为 {0，1，10，102，103，105}。
 
（3）对每个λ，在训练集上拟合出模型参数wλ。
 
（4）用wλ计算验证误差。
 
（5）选择最小验证误差对应的模型。
 
交叉验证：如果数据量不大，则选择λ的流程如下。
 
（1）将整个数据集大概平均分成5份。
 
（2）设定λ集为 {0，1，10，102，103，105}。
 
（3）对每个λ，从第1份到第5份，将选中的那份当作验证数据集，剩余的4份当作训练数据集。
 
（4）每轮在训练数据集上拟合出模型参数[image: ]。
 
（5）用[image: ]计算验证误差Vk。
 
（6）求5个Vk的均值作为交叉验证误差。
 
（7）选最小交叉验证误差对应的模型。
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 用最小交叉验证误差来选择模型
 

 
6.2.4 代码实现
 
在第4章中，斯蒂文只用了单变量线性模型，通过房屋面积来预测房价，效果不是很好。为了改进模型，斯蒂文采用多变量模型，添加了不少特征，比如卧室个数、起居室面积、建屋时间、翻新时间、浴室个数、楼层、现状评分等，特征容易过拟合，需要通过岭回归和套索回归来做正则化。在Jupyter Notebook中，斯蒂文做了以下事情。
 
（1）独立编写岭回归的梯度下降法来求最优解。
 
（2）独立编写套索回归的坐标下降法来求最优解。
 
（3）直接使用scikit-learn中的线性回归模型来拟合多项式模型，发现过拟合现象。
 
（4）在使用多项式回归过拟合时，用RidgeCV和LassoCV来选择最佳惩罚系数，即最佳正则化模型。
 
（5）直接使用scikit-learn中的Ridge模型来做正则化。
 
（6）直接使用scikit-learn中的Lasso模型来做正则化并选择特征。
 
用手机扫描参考文献[1]中的二维码可以获取代码实战的内容。
 
6.3 总结
 
本章内容参考了参考资料[2]和[3]。监督学习问题无非就是在正规化参数的同时最小化误差（Minimize Error While Regularizing Parameters），最小化误差是为了让模型拟合好训练数据，而正规化参数是防止模型过拟合训练数据。言简意赅！
 
参数太多会导致模型的复杂度上升，容易过拟合，也就是训练误差会变得很小。但我们的终极目标并不是希望训练误差小，而是希望模型的测试误差小，也就是能准确地预测新的样本。因此，我们需要在保证模型简单的基础上最小化训练误差，这样得到的参数才具有好的推广性能，而模型“简单”就是通过正规化误差函数来实现的。
 
岭回归和套索回归都可以解决“过拟合”问题。套索回归会趋向于产生少量的特征，其他特征对应的参数都是零，而岭回归会选择更多的特征，这些特征对应的参数都会接近于零。套索回归在进行特征选择时非常有用，而岭回归只是一种正则化方法。
 
参考资料
 
1.正则化回归之玩转金郡房价预测
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2.Pattern Recognition and Machine Learning[book]
 
Christopher M.Bishop,Chapter 3.Linear Models for Regression,2007
 
3.Machine Learning Specialization:Regression-Ridge and LASSO Regression[course]
 
Emily Fox,Carlos Guestrin,Coursera,University of Washington
第7章
 支持向量机
 
Support vector machine is among the best"off-the-shelf"supervised learning algorithm.—Andrew Ng
 
引言
 
情感专家斯蒂文每天都会做这样的事情：
 
（1）记录女生对男生学历和性格的打分，并综合分数。
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（2）通过比较综合分数S和规定分数c来判断女生是否和男生约会。
 
● 如果S＞c，则约会。
 
● 如果S＜c，则不约会。
 
（3）生成分类模型，该模型在接收某位男生的学历和性格分数后，预测女生是否和他约会。
 
对于上面的判断公式，将c代替-b并且引入sign函数，得到一个等价的机器学习常用的数学表达式：
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斯蒂文希望将判断结果（约会和不约会）全部划分正确，但在实际中可能会遇到3种情景。在下面的情景分析图中，用蓝圈代表约会，用红叉代表不约会，x轴代表学历分数，y轴代表性格分数。可能会出现以下3种情景：
 
（1）红叉和蓝圈是线性可分的。
 
（2）红叉和蓝圈是线性不可分，非线性可分的。
 
（3）红叉和蓝圈是线性和非线性都不可分的。
 
情景一：红叉和蓝圈是线性可分的。
 
假设给定4个数据：2个红叉和2个蓝圈，下面3张图中的分隔线都分类正确，哪一条最好？
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 3条分隔线
 

 
你是不是觉得图三对应的分隔线最好？
 
解释1：数据测量都会有误差。在右图中，灰色圆形的面积代表误差数量，即测量的点可以在灰色圆形内任何位置出现。圆形面积越大，容错能力越大，所以图三对应的分隔线最好。
 
解释2：在右图中，灰色缓冲带的宽度代表误差容忍度。要得到最宽缓冲带，可以从分隔线两边往外延伸直到碰到数据点。最宽缓冲带越宽，容错能力越大，所以图三对应的分隔线最好。
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 3种分隔线（最右边的最好）
 

 
上面这两种解释说明了同样的道理，一条好的分隔线在容许误差的情况下还能分类正确，而最好的分隔线容错能力最强。解释2里提出的最宽缓冲带，专业术语叫作间隔（Margin）。而支持向量机做的事情就是最大化间隔。
 
这种用直线可以正确分类每个点并使它们都在缓冲带外面的分隔方式，被称为硬分隔（Hard Seperation）。
 
情景二：红叉和蓝圈是线性不可分的（轻度）。
 
在这种情景中数据基本可以线性分开，但是需要容忍一些错误，从而牺牲了精度，比如在下图的左图中允许（1，1）这个点（蓝圈）分类错误。这种允许错误的分隔被称作软分隔（Soft Seperation）。
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 允许错误的软分隔
 

 
软分隔其实还有更严格的标准。试想，在上图的右图中可生成一条最宽缓冲带，即便有数据分类正确，但是在缓冲带中，我们也称这种分隔为软分隔。
 
情景三：红叉和蓝圈是线性不可分的（重度）。
 
在下图的图一中，红叉全部被蓝圈包围，如果用直线来分隔它们，则几乎不可能得到好的效果（允许了太多的分类错误）。可行的解决方法是将红叉和蓝圈从低维度空间转换到高维度空间，希望它们在高维度空间是线性可分的。
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 二维线性不可分[image: ]三维线性可分
 

 
图一中的点在二维平面中是线性不可分的，把它们转换到三维空间中看起来是线性可分的（图二），找到其分隔平面（图三）后，再映射到二维平面（图三）。具体操作如下。
 
图一到图二：生成新的特征z=x2+y2，将二维平面上的点映射到三维空间上。
 
图二到图三：这些点在三维空间上是线性可分的，绿色平面就是一种线性分隔方式。
 
图三到图四：将绿色平面上的某部分投影到x-y平面，得到圆形分隔线，分离红叉和蓝圈。
 
支持向量机（Support Vector Machine，SVM）可用于以上这3个情景。向量（Vector）指数据点，支持向量（Support Vector）指那些支持着缓冲带的数据点，机（Machine）就是一种方法。虽然SVM名字起得“高大上”，但其实质就是找那些“支持着缓冲带的特殊数据点”的方法。本章的思维导图如下：
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7.1 基础知识
 
7.1.1 向量初体验
 
标量和向量：标量（Scalar）只有大小，没有方向；向量（Vector）既有大小又有方向。
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 标量（只有大小没有方向）和向量（既有大小又有方向）
 

 
比如猎豹的奔跑速度（Speed）为10m/s，这里没有指出方向，因此这个速度是一个标量；但如果说猎豹以10m/s的速度（Velocity）向东北奔跑，则明确指出了方向，因此这个速度是一个向量。
 
例如左图所示的向量的大小（或称长度）为10，方向是东北。
 
向量用上面有箭头的字母表示（当上下文很清楚时也可以用没箭头的粗体字母表示）。
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 向量a和b是一样的
 

 
向量只看方向，不看起点，因此左图所示的两个长度相同且平行的向量（a和b）是一样的，而通常认为向量的起点是原点。
 
上面只是在2维平面上画出向量，在3维空间画出向量也没问题，但是在4维以上的空间中你根本不可能画出直观的向量，因此我们需要用一种“坐标”形式来表示向量，如下图所示。
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 二维和三维向量的坐标表达形式
 

 
在2维平面中，3代表向量从原点在第1维上移动了3个单位，4代表向量从原点在第2维上移动了4个单位。
 
在3维空间中，4代表向量从原点在第1维上移动了4个单位，3代表向量从原点在第2维上移动了3个单位，5代表向量从原点在第3维上移动了5个单位。
 
在向量坐标形式中，定义x-，y-，z-方向的单位向量（长度为1）是e1，e2，e3，那么左图中所示的向量可表示成：
 
● 在2维平面中，a=3e1+4e2
 
● 在3维空间中，a=4e1+3e2+5e3
 
向量操作：向量可加/减向量，也可以乘以标量，这些操作的几何形式和坐标形式如下表所示。
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单位向量：长度为1的向量被称为单位向量（Unit Vector）。对任何向量u来说，u/||u||就是单位向量。
 
向量内积：向量的内积（Inner Product）结果是一个标量而不是向量，公式为a·b=||a||·|b||cosθ，其中θ是a和b之间的夹角。
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 向量内积
 

 
按照向量坐标形式，a=a1e1+a2e2b=b1e1+b2e2，它们的内积为：
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上式最后一步用到：
 
（1）e1和e2相互垂直，内积为0；
 
（2）e1和e1为同向，内积为1；
 
（3）e2和e2为同向，内积为1。
 
当a和b为列向量时，有时也可用转置的方式来表达内积（笔者偏爱这种表达形式）：a·b=a1b1+a2b2=aTb。
 
垂直向量：当两个向量内积结果为零时（a·b=0），则称它们互相垂直（Perpendicular），更正规的定义是正交（Orthogonal）。在2维的情况下很容易理解：内积为0[image: ]cosθ=0[image: ]θ=90°。
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 超平面wTx+b=0中的向量w垂直于该超平面
 

 
对于一个超平面方程为wTx+b=0，任取两点用向量p和q表示，很容易得到wT（p-q）=0。
 
w和p-q内积为0，因此w和超平面的任意一个向量p-q垂直，那么向量w垂直于这个超平面。
 
结论：如果向量w和它超平面wTx+b=0垂直，则w也被称为法向量（Normal Vector）。
 
向量投影：向量b在向量a上的投影就是向量b在向量a方向的分向量，用c来表示，根据下图推导可得c=aTba/‖a‖2。
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 向量投影
 

 
假设a为单位向量u，则‖a‖=‖u‖=1，化简c的表达式得到c=uTbu，而投影的长度为
 
‖c‖=‖uTbu‖=|uTb|·‖u‖=|uTb|
 
最后绝对值符号保证长度为正。
 
 
 [image: ] 
 向量到超平面距离
 

 
向量p到超平面wTx+b=0的距离（下面的p-q类似上面的b）为
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7.1.2 拉格朗日量
 
最优规划分为无约束规划（Unconstraint）和约束规划（Constraint）两种，其表现形式如下表所示。
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约束规划比无约束规划问题难，而拉格朗日量（Lagrangian）可将约束规划转换成无约束规划，具体定义如下：
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拉格朗日量是x，α，β的函数，α和不等式类型条件g相乘（α＞0），而β和等式类型的条件h相乘。
 
如果对于L只在α，β（没有包括x）上求最大值θ，那么θ其实是x的一个函数，记作θ（x）：
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有一个非常有意思的结论：无约束最小化θ（x）等价于有约束最小化f（x），具体证明如下。
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这样看，无约束最小化θ（x）等价于有约束最小化f（x），其数学表达形式如下表所示。
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结论：一旦碰上了棘手的约束规划问题，将其用拉格朗日量转换成容易解的无约束规划问题即可，因为两者等价。
 
7.1.3 原始和对偶
 
定义完拉格朗日量L之后，将约束规划转换成无约束规划，可以表现成两种形式。7.1.2节最后介绍的无约束规划形式被叫作原始（Primal）形式，与其对应的是对偶（Dual）形式，解释如下。
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原始问题：先在α，β上求最大值，再在x上求最小值
 
对偶问题：先在x上求最小值，再在α，β上求最大值
 
下面不等式恒成立：
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上面的不等式具有的特性被称为弱对偶性（Weak Duality），但是其实没有什么用，因为对偶问题的最优解永远小于或等于原始问题的最优解。在实际问题中，如果有以下3个额外条件，则有强对偶（Strong Duality）等式
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其中3个条件是：
 
（1）原始问题的目标函数是凸函数
 
（2）原始问题有解
 
（3）线性限制条件
 
强对偶条件意味着原始问题和对偶问题的最优解是一样的。假设x*，α*，β*是最优解，它们满足Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件，如下表所示。
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结论：如果满足强对偶条件，则可以将不好解的原始问题转成好解的对偶问题，再用KKT条件求解。
 
7.2 模型介绍
 
7.2.1 硬间隔SVM原始问题
 
硬间隔SVM用来分隔线性可分的数据，虽然这种数据在实际中几乎不存在，但这种理想设置是学习SVM的基础。本节从超平面、超平面分离、超平面距离和最宽超平面开始一直推导出SVM的数学优化问题，并手动求解以及利用MATLAB中的优化函数来求解。
 
1.超平面
 
引言中的x是2维的，包括相貌和收入。在一般情况下，x是n维的，对应权重w也是n维的，而偏差项是1维的。
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方程wTx+b=0代表超平面（Hyperplane），超过4维的平面很难想象。但是
 
● 在2维的情况下，2x+y-1=0就是一条线（2维世界里面的超平面）。
 
● 在3维的情况下，x+2y+3z-6=0就是一个平面（3维世界里面的超平面）。
 
2.超平面分离
 
方程wTx+b=0代表超平面，而这个超平面将n维空间分成两部分：
 
● 一部分对应的点x（i）满足wTx（i）+b＞0。
 
● 另一部分对应的点x（i）满足wTx（i）+b＜0。
 
如果上面的结论不好理解，那么请参考下图。
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 2维和3维空间的超平面
 

 
2维
 
直线x+2y-4=0中的y是正号，蓝圈（红叉）对应点的y值比线上的y值大（小），因此满足
 
x+2y-4＞0
 
x+2y-4＜0
 
3维
 
平面x+y+z-1=0中的z是正号，蓝圈（红叉）对应点的z值比平面上的z值大（小），因此满足
 
x+y+z-1＞0
 
x+y+z-1＜0
 
由于h（x（i））=sign（wTx（i）+b），因此
 
● 当wTx（i）+b＞0时，将其分为正类，y（i）=1。
 
● 当wTx（i）+b＜0时，将其分为负类，y（i）=-1。
 
根据上面这两种情况，关系式y（i）（wTx（i）+b）＞0永远成立。
 
如果当w和b变成它们原来0.01倍或者10倍时，wTx+b=0代表同样的超平面，展示如下：
 
w T x +b=0
 
0.01wTx+0.01b=0
 
10wTx+10b=0
 
为了后面能解出唯一解，我们需要缩放权重和偏差的比例。为了便于推导，选择一个合适的缩放比例，得到下式，记作（E1）
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证明见右侧内容。
 
证明：（b，w）和（b/c，w/c）代表同一个超平面（对任何c＞0），这里巧妙地选择c为所有y（i）和wTx（i）+b乘积的最小值，由上面已知每个乘积都大于零。
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将（b/c，w/c）带入，利用上面选择的c得到
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由于（b，w）和（b/c，w/c）等价，将前者代替后者得到
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3.超平面距离
 
SVM问题中有m个数据（x（i），y（i）），i=1，2，…，m。根据7.1.1节的向量投影结果，得到任意点p到超平面（wTx+b=0）的距离为|wTp+b|/‖w‖。对于实际SVM问题的每个点x（i），定义距离dist（x（i），）
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在m个点中，离超平面最近点的距离被称为间隔（Margin）。
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4.最宽超平面
 
有了“间隔”表达式后，只用最大化它：
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在SVM问题中，不但希望最大化“间隔”，还希望每个点都分类正确。对上面优化问题一个约束条件
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到此，目标函数是一个简单的二次凸函数（适合做优化），但是限制条件里面出现了min函数，给优化问题增加了难度。因此，我们将这个带min函数的限制条件转换成m个“更松”的限制条件，如下所示。
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转换成
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显然如果[C1]式成立，则[C2]式必然成立；但是如果[C2]式成立，则[C1]式不一定成立（在所有不等式都严格大于1的情况下）。很明显，[C2]式比[C1]式的条件更宽松一些。现在想证明即便把条件放松，在[C2]式的条件下求出的解还是落在[C1]式里，这样放松条件就没有任何损失。
 
 
 我们的目标是证明“[C1]式的最优解（b*，w*）只可能落在[C1]式里”。
 
 用反证法，如果上述说法不成立，那么将最优解（b*，w*）带入[C2]式中使得所有不等式都严格大于1。
 
 y （ i ）（w*Tx（i）+b*）＞1.1，对于所有i
 
 那么放缩原来的（b*，w*）变成（b*/1.1，w*/1.1），新的解仍然满足[C2]式。但是目标函数是最小化½wTw，很明显，新的解（b*/1.1，w*/1.1）比原来的解（b*，w*）更优，这与“（b*，w*）是最优解”矛盾。因此上述说法成立，即[C2]式的最优解（b*，w*）只可能落在[C1]式里。
 

 
由上面的证明可看出，[C2]式比[C1]式下的条件更宽松一些，因此SVM的最终优化问题，也被称为硬间隔SVM原始问题，即
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由限制条件可知，该问题是找一个超平面，线性分割所有点并使它们完全分类正确，这种超平面被称为线性硬分隔支撑向量机（Hard-margin SVM）。因为目标函数是一个关于w的二次函数，通常这类问题被称作二次规划（Quadratic Programming，QP），很多软件比如MATLAB、Python和R，都有内置的函数可以直接用。
 
手动求解：上面的推导结果对n维的x和w都成立，但是一般人看到4维问题就会犯晕，甚至对于3维问题都不会处理。因此，这里采用本章引言中情景一中的例子（2维问题）来求解上面的原始问题。
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 二维数据
 

 
根据这4个点展开的限制条件得到
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由（i）和（iii）解得w1≥1，由（ii）和（iii）解得w2≤-1，由目标函数[image: ]，而最小值在w1=1，w2=-1时，解得b=-1。
 
最优分隔超平面展示如下图所示。
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 通过硬间隔SVM原始问题解出最优分隔超平面
 

 
对那些刚好满足限制条件的点（黑色矩形框里的点），它们到超平面的距离都等于1/||w||，它们也都在灰色缓冲带的边界上，被称作支撑向量（Support Vector）。顾名思义，这些向量都支撑着缓冲带，防止它继续向外展开。
 
MATLAB求解：上例中的二次规划问题用的数据很少，因此可以手动解出最优解。但是，在实际问题中涉及的数据非常多，手动求解不可行，只能依靠软件来解出最优解。而我们唯一需要做的就是读懂软件里二次规划函数的输入（input）和输出（output）。下表中列出了在MATLAB中处理二次规划问题的quadprog函数的官方介绍。
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回顾一下硬分隔SVM原始问题（[E2] 式），为了把它里面的变量和quadprog函数输入相匹配，需要进行调整，如下表所示。
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类比完了之后带入quadprog函数中，下面用MATLAB代码求解7.2.1节的例子。
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输出结果如下图所示。
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● fval代表目标函数最优值1，和之前½wTw=1一致。
 
● exitflag=1代表函数的最优解收敛。
 
● z=[-1 1-1] 和之前b=-1，w1=1，w2=-1也一致。
 
如下为quadprog函数的输入X和y与输出b*和w*：
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接着计算支撑向量机SVM（x）和最大间隔1/‖w*‖：
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将4个向量带入限制条件中，并且计算它们到超平面（x1-x2-1=0）的距离。
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从上表所示的结果可以发现两个有趣的现象：
 
（1）前3个向量使得限制条件等于1，而第4个向量使得限制条件大于1。
 
（2）前3个向量到超平面的距离都等于最大间隔，而第4个向量到超平面的距离大于最大间隔。
 
前3个向量（右图黑色矩形框中的点）被称为支撑向量（Support Vector，SV），第4个向量不是SV，它存在与否都不会影响SVM（x）表达式。在实际问题中，SV比非SV数量少很多，因此在求解SVM（x）的过程中，只需找出数量少的SV。在7.2.2节中用SVM对偶问题的最优解来解释SV会更加直观、易懂。
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 通过硬间隔SVM对偶问题解出最优分割超平面
 

 
7.2.2 硬间隔SVM对偶问题
 
下面先回顾硬分隔SVM原始问题。
 

 [image: ]

 
根据本章附录A的详细推导得到硬分隔SVM对偶问题：
 

 [image: ]

 
原始问题通过求b和w来最小化目标函数，对偶问题通过求α来最小化目标函数，整理其矩阵形式为
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其中
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此问题也是一个二次规划问题，也可以利用MATLAB中的quadprog函数求解。
 
MATLAB求解：回顾一下硬分隔SVM对偶问题（见[E3]式），为了匹配[E3]式里的变量和quadprog函数输入，进行如下表所示的调整。
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 续表
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类比完了之后带入quadprog函数，下面用MATLAB代码求解7.2.1节里的例子。
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输出结果如下图所示。
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● fval代表目标函数最优值-1。
 
● exitflag=1代表函数的最优解收敛。
 
● alpha=[0.5 0.5 1 0].
 
将对偶问题的最优解记为α*，根据本章附录A的推导得到
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根据KKT的互补松弛条件，得到对某个[image: ]，那么
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把最优解b*和w*带入支撑向量机SVM（x）表达式可得
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将quadprog函数的输入X与y和输出α*
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带入w*的表达式得出（和原始问题计算的w*一样）
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因为[image: ]都大于0，所以这是从中任选一个计算b*。
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我们发现上面用3个大于0的α*计算出来的b*都等于-1（和原始问题计算的b*一样）。下面看看用[image: ]来计算b*是不是不等于-1。
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“从α*中间接解出b*和w*”与“直接解出b*和w*”完全一致，在此二次规划问题中，原始问题和对偶问题的最优解相吻合。
 
SVM的原始问题和对偶问题都是二次规划问题，但是求解的变量个数和约束条件个数都不同，具体总结如下表所示。
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m是向量个数而n是维度，如果数据在低维度下线性不可分，需要转换到高维度空间中，那么n可能是非常大的。求解原始问题会很低效，因此会将其转换成对偶问题，后者需要求解的变量个数为m，只跟数据个数有关。
 
回顾7.1.3节里面的KKT条件，下表对比了它在一般问题中和在SVM问题中的表达形式。
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请注意由原始可行性、对偶可行性和互补松弛三个条件推出的关系式：
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由上式可知：
 
● 如果（i）式中取严格大于号（这意味着x（i）不落在边界上），要使（iii）式成立，那么αi=0。
 
● 如果（ii）式中取严格大于号，要使（iii）式成立，那么x（i）是支持向量，即SV （意味着x（i）落在边界上）。
 
当解对偶问题得到一组最优解α*时，有些等于0，则对应的向量是SV，有些大于0，则对应的向量不是SV。现可化简7.1.3节里b*和w*的公式和支撑向量机SVM（x）的表达式（只用SV来表示）：
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再回到上例，已知数据x，y和用quadprog函数解出的α*：
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只用大于0的[image: ]来计算w*，和选取[image: ]来计算b*
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对偶问题的解包含支撑向量（即非零的αi），从这一点来看就比原始问题的解更加直观。在后面介绍软间隔SVM问题时，即允许有分类误差时，对偶问题的形式更容易类推出来，而且其解也更有直观意义。
 
7.2.3 软间隔SVM原始问题
 
线性不可分有两种情况，按照其程度可分两类（见右图）。
 
● 类型一：线性轻度不可分（引言中的情景二）。
 
● 类型二：线性重度不可分（引言中的情景三）。
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 线性轻度不可分（左）和线性重度不可分（右）
 

 
软间隔SVM是用来解决类型一问题的。
 
硬间隔SVM要求所有的数据都要分类正确，在此前提下再最小化wTw，但是在现实中这种事情很少发生（即没有这样一套完美的数据）。软间隔SVM就是为了缓解“找不到完美分类数据”的问题，它会容忍一些错误的发生，将发生错误的情况加入目标函数中，希望能得到一个分类错误情况越少越好的结果。为了能一目了然发现硬间隔和软间隔SVM原始问题之间的异同（下表中红色标示的部分），下面以类比形式展示在下表中。
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硬间隔和软间隔SVM的区别就是后者多了 ξ 和C。当进行完SVM后会有一个缓冲带，在硬间隔SVM中没有数据点在缓冲带里，但在软间隔SVM中则不一样。如果定义“数据点进入了缓冲带的这个现象”为违规，那么软间隔SVM分类完有3种不同现象：①分类正确；②分类正确但违规；③分类错误（一定违规）。而参数 ξ 用于衡量数据违规的程度。
 
为了简化分析，令ui=y（i）（wTx（i）+b），则ui≥1-ξi。
 
● 当ξi=0时，ui≥1，该点没有违规且分类正确（该点到分隔线距离大于或等于最大间隔）。
 
● 当0＜ξi≤1时，ui≥ 小于1的正数，该点违规但分类正确（该点到分隔线距离小于最大间隔）。
 
● 当ξi＞1时，ui≥ 负数，该点违规并分类错误（只有ui＞0才代表分类正确）。
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 用ξ来记录违规数据距离边界的距离
 

 
右图用ξ来记录违规数据距离边界的距离，并将这个距离纳入最优化的标准中。但我们不希望ξ太大，因为这意味着有某个数据分类错得太离谱，因此需要用C来惩罚太大的ξ。
 
参数C控制缓冲带的宽度或最大间隔的长度。
 
● 值大的C代表“宁可边界窄一点，也要违规甚至出错的数据少点”，C无穷大就是硬SVM的情况。
 
● 值小的C代表“宁可边界宽一点，即便牺牲分类精度也无所谓”。
 
MATLAB求解：下表对比了硬分隔和软分隔SVM原始问题（见[E2]和[E4]式）。
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软分隔SVM比硬分隔SVM原始问题只多了参数ξ和C，同样没有等式限制条件和上下界，因此，从硬分隔SVM的quadprog函数对应的那些变量开始，只需要在z'，H，f'，A，b上进行调整。
 

 [image: ]

 
 
 续表
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7.2.4 软间隔SVM对偶问题
 
回顾一下前面介绍的软间隔SVM原始问题：
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根据本章附录B的详细推导得到软分隔SVM对偶问题：
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原始问题通过求b和w来最小化目标函数，对偶问题通过求α来最小化目标函数，整理其矩阵形式为
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其中
 

 [image: ]

 
为了能一目了然发现硬间隔和软间隔SVM对偶问题之间的相似之处和不同之处（下表红色标示的内容），我们将它们的代数形式和矩阵形式进行了对比及总结，如下表所示。
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硬间隔和软间隔SVM的唯一区别就是αi的范围：
 
● 硬间隔SVM：αi≥0。
 
● 软间隔SVM：0≤αi≤C。
 
软分隔SVM比硬分隔SVM对偶问题只是多了一个上界，因此，从硬分隔SVM的quadprog函数对应那些变量开始，只需要在UB上做微调。
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7.2.5 空间转换
 
线性不可分有两种情况，按照程度可分为两类（见右图）。
 
● 类型一：线性轻度不可分（见本章引言中的情景二）。
 
● 类型二：线性重度不可分（见本章引言中的情景三）。
 
空间转换是用来解决类型二的，但转换完数据可能还是线性轻度不可分的，需要继续求助于软间隔SVM。
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 线性轻度不可分（左）和线性重度不可分（右）
 

 
对于类型二，如果要做到正确分类每一个红叉和蓝圈，则需要一个非线性函数。用x1和x2代表x空间的两个维度进行平方转换如何？转换函数Φ（x）为
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在右图所示的x空间中，红叉在x1和x2维度上的绝对值都比蓝圈的绝对值大（红叉更扩散一些）。
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 平方转换
 

 
进行平方转换之后：
 
在右图所示的z空间中，红叉在z1和z2维度上的绝对值都比蓝圈的绝对值大，而且红叉和蓝圈在z空间是线性可分的。
 
在x空间的线性可分问题已经在7.2.1节中讲过，现在把SVM（·）的表达式套用在平方转换的z空间，得到：
 
SVMz(z)=sign(wTz+b)
 
从右图可知，z空间的SVMz是z的线性函数。
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 在z空间得到线性SVM
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 用转换函数得到x空间的SVM
 

 
接着用转换函数Φ（x）得到在x空间的SVM：
 

 [image: ]

 
 
 从x空间转到z空间容易犯数据窥探（Data Snooping）的错误，即看过x空间中的数据后再设计转换函数。
 
  
  [image: ] 
  x空间的数据分布
 
 
 
 左图是x空间的数据分布，看过之后我们可以设计3种转换函数使得数据是线性可分的。
 
 ● 转换函数一：只在z1维度上进行变换，在z2维度上不变。
 
 ● 转换函数二：平方转换。
 
 ● 转换函数三：甚至不要z2维度。
 
 具体转换函数如下图所示，但转换函数一里的0.05和转换函数三里的0.6完全是在看完数据之后才决定的。
 
  
  [image: ] 
  3种从x空间到z空间的转换
 
 
 
 这种数据窥探的现象要绝对避免，看着数据来制定转换函数是一种作弊行为，结果就是SVM在现有的数据上表现很好，换一套新数据表现就不行了，推广能力不强。
 

 
看完数据之后再选取一个特殊的转换函数会犯数据窥探的错误。为了保险，在看数据之前，最好不要用特殊的转换函数，而应该考虑使用一个通用的转换函数，下面以2阶多项式来举例。
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在本例中，特殊转换函数得到的是中心点为（0，0）的椭圆形方程或双曲线方程，有局限性；而通用转换函数得到的椭圆形方程或双曲线方程的中心点是任意点，有一般性。
 
如果换一套数据，以（2，1）为中心点往外扩散，则特殊转换函数肯定不适用，而通用转换函数通过调整x1和x2的系数来适应新数据。
 
由上例2阶多项式进行扩展，我们也可以用通用的Q阶多项式作为转换函数，比如
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当x来自2维空间时，通过4阶多项式转换已变成了15维的z空间了。
 
一般来说，令n代表x空间的维度，Q代表多项式阶数，d代表z空间的维度，有[image: ]，即从Q+n个元素中抽取Q个元素的组合个数，证明过程如右图所示。
 
在上述具体例子中，[image: ]=15。
 
以Q阶多项式作为转换函数做一次转换的复杂度是[image: ]，当Q很大时，复杂度增加很快。
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 解释n维多项式的项数Q的推导
 

 
从x空间的SVM原始问题和对偶问题开始，很容易可以类推出z空间的解，把所有出现x的地方用z替换即可，如下表所示。
 

 [image: ]

 
从x（i）到z（i）的转换的复杂度是O（d），在对偶问题中，从计算（x（k））Tx（i）到计算（z（k））Tz（i）的复杂度也是O（d）。因此，这种“从低维空间x转换到高维空间z来解SVM对偶问题”的做法代价昂贵，核技巧可降低这个代价。
 
7.2.6 核技巧
 
 
 计算（1+2×3+4×5）2可以用下面两种方法。
 
 方法1=12+（2×3）2+（4×5）2+2×1×（2×3）+2×1×（4×5）+2×（2×3）×（4×5）
 
 =1+62+202+2×6+2×20+2×6×20
 
 =1+36+400+12+40+240=729
 
 方法2=（1+6+20）2=272=729
 
 你会用哪种方法？方法1是按部就班的算法，将括号里所有项都用平方展开；方法2是投机取巧的算法，将括号里所有项先合并再计算平方。如果你选择方法2，那么恭喜你，你完全弄懂了本节讲的核技巧。
 

 
下面回顾7.2.2节中硬间隔SVM对偶问题和它的最优解。
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左表中红色部分都是aTb这样的形式（转置向量乘以向量）。在7.2.1节讨论过，从x空间转换成z空间，就必须要从计算xTx′到计算zTz′，两者之间用是核函数K来连接，K（x，x′）=zTz′。
 
计算K有两种方法：
 
（1）老实算法：先计算z=Φ（x），z′=Φ（x′），再求zTz′。
 
（2）巧妙算法：不做转换动作而直接计算zTz′。
 
使用老实算法肯定算得出来，但是复杂度很高且耗时很多；而巧妙算法就是大名鼎鼎的核技巧。下面介绍两个最常见的核函数：多项式核函数和高斯径向基核函数。
 
1.多项式核函数
 
多项式核函数由易到难分为3种情况。
 
情况一：当Q=2，n=2时，x是2维向量：x=[x1，x2]，而转换函数是二阶多项式。
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计算它们的内积再经过整理得到
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从上式可以看出，计算zTz′没有“显性”用到转换函数Φ2，而是想办法把zTz′与xTx′建立起关系。为了能让zTz′的表达式更漂亮一些（没有最后一项[image: ]），我们在转换函数中的某些项前面加系数（两个转换函数是等价的，系数只是一个缩放因子，比如（x1，x2）和（ax1，bx2）展开的是同样的空间），新的Φ2为：
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再计算它们的内积得到
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结果很完美！通过巧妙地设定一些系数，比如本例中的[image: ]，我们可以不费力气地计算出K（x，x′）。最后这个二阶多项式就叫作二阶多项式核函数，或简称二阶多项式核。下面来看看更多的例子（对任意n和Q）。
 
情况二：当Q=2，n很大时，x是n维向量：x=[x1，x2，…，xn]，而转换函数是Q阶多项式。
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计算它们的内积得到
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由此可见，复杂度从老实算法的O（n2）降到了巧妙算法的O（n）。如果改用下面转换函数
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则计算它们的内积得到
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情况三：当Q和n都很大时，类比二阶多项式核，得到Q阶多项式核。
 
K(x,x′)=(ζ+γxTx′)Q
 
虽然没有写出它所对应的转换函数Φn和内积计算，但是不难看到复杂度从老实算法的O（nQ）降到了巧妙算法的O（n）。有了核技巧，所有内积计算的复杂度只需为O（n）。
 
2.高斯径向基函数核
 
高斯径向基函数核（Gaussian-RBF[1]Kernel）的定义如下（γ＞0）：
 
K(x,x′)=exp(-γ×‖x-x′‖2)
 
如果说多项式核是从低维度到高维度的，那么高斯径向基函数核是从低维度到无限维度的！从表面上看此函数平淡无奇，怎么会到无限维度呢？为了便于说明，令γ=1而且只考虑1维的情况（即x是标量不是向量）。
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根据其核K可反推出对应的转换函数
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如果按照一般方法计算内积，则其复杂度为O（∞），根本不可能算出来，但运用高斯径向基函数核计算内积，则复杂度为O（n）。
 
7.2.7核SVM
 
转换函数无穷无尽，可以从低维x空间转到高维z空间（多项式核）甚至无限维度z空间（高斯径向基函数核）。但维度越高，得到的SVM越容易过拟合数据，如下图所示。
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 犯小错的线性SVM好过不犯错的非线性SVM
 

 
如左图所示，其中左图是用直线来分类红叉和蓝圈的，除两个异常点外，该SVM对其他点分类正确。右图是用怪异的曲线来分类红叉和蓝圈的，该SVM对所有点都分类正确。
 
你会选择哪一个SVM？
 
不出所料，大家都会选择左图的线性SVM，因为它没有过拟合数据，没有人会为了两个异常点没有分类正确而绞尽脑汁生成右图所示的怪异SVM。为了实现左图的效果，使用一个软间隔线性SVM即可。
 
 
 当你选择用软间隔线性SVM时，你已经不知不觉犯了数据窥探的错误。想一想，在实际中，怎么会有这么规矩的数据？或者你怎么能看出数据大概就是线性可分的（即很少异常点）？因此，在实际操作中，通常都会做以下3件事情：
 
 （1）将数据从低维度转换成高维度，通常用高斯径向基函数作为转换函数（无限维度，超参数只有一个）。
 
 （2）转换后的数据大概率也是线性不可分的，通常继续使用软间隔SVM（你没那么幸运，相信我）。
 
 （3）软间隔SVM对偶问题比原始问题友好很多，对偶问题中的xTx′项可以直接用K（x，x′）替代。
 
 第3点就是核SVM被用到的原因。核SVM一定是被在用软间隔SVM对偶问题加高斯径向基函数中，姑且就称为“软间隔核SVM对偶问题”。这样做绝不会犯数据窥探的错误，至于如何调节核函数的超参数，见7.2.9节。
 

 
对比“软间隔SVM对偶问题”和“软间隔核SVM对偶问题”，发现它们只有关于z和H的表达式不一样，使用MATLAB里面的quadprog函数实现时，也只需调整z和H，如下表所示。
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利用quadprog函数解出最优解α*，根据普通SVM的最优解b*和w*及支撑向量机SVM（x），只需做以下两个改动，便可得到核SVM相对应的表达式。
 
（1）将x替换为Φ（x）。
 
（2）将xTx′替换为K（x，x′）。
 
对比结果如下表所示。
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7.2.8 SMO算法
 
当数据量很大时，用二次规划求解软间隔SVM对偶问题就会非常耗时。这时候John C.Platt发明的序列最小优化（Sequential Minimal Optimization，SMO）算法就可以派上用场了 [1]。首先回顾一下核SVM问题：
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SMO算法的灵感来自坐标下降法（见6.1.2节），即每次只优化一个变量αi（而固定其他变量αj，j≠i）求解目标函数的最小值。但是此问题有一个限制条件[image: ]，当只变αi时，上述限制条件会被打破。为了克服以上困难，SMO算法采用一次更新两个变量的方法。
 
根据KKT里的原始可行性、对偶可行性和互补松弛条件，得到以下关系式：
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下面分3种情况讨论，如下图所示。
 
● 当αi=0时，（i），（iii）[image: ]ui≥1-ξi，（iv）[image: ]ξi=0。因此ui≥1，对应的数据在边界外面（未违规数据）。
 
● 当0＜αi＜C时，（iii）[image: ]ui=1-ξi，（iv）[image: ]ξi=0。因此ui=1，对应的数据在边界上（支撑向量SV）。
 
● 当αi=C时，（ii），（iv）[image: ]ξi≥0，（iii）[image: ]ui=1-ξi。因此ui≤1，对应的数据在边界里面（违规数据）。再继续细分，当0≤ui≤1时，数据小违规但分类正确；当ui＜0时，数据大违规且分类错误。
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 用不同α值来区分没有违规、小违规和大违规3种情况
 

 
这样我们得到SMO算法需要的收敛条件如下所示（关于SMO算法的具体推导见本章附录C）。
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7.2.9 模型选择
 
在使用SVM时，根据不同的数据特征，一般都会用软间隔SVM加上一个核函数。多项式核首先需要设定多项式次数Q来控制模型，之后还要同时调整参数γ和ζ。当参数比较多时，选择起来比较麻烦，因此通常会用高斯径向基函数核。软间隔SVM里的超参数C和高斯径向基函数核里的超参数γ用（交叉）验证数据集来调节。首先看一看它们的性质。
 
高斯径向基函数核的超参数γ：高斯径向基函数核非常强大，几乎可以找出任何边界，但在γ很大时仍有问题。
 
SVM这种最大化间隔的机制是为了防止过拟合，但在γ=100时（右图），数据过拟合，而在γ=1（左图）时是一个不错的选择。
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 高斯径向基函数核的超参数γ越大，越容易过拟合
 

 
高斯径向基函数核只有一个参数，比较好选择，但由于它是无限多维的，没有什么物理意义，所以可解释性差。
 
软分隔的超参数C：右图通过高斯径向基函数核加软间隔SVM展示了不同C值对应的分类效果。蓝色区域表示蓝圈所在的区域，红色区域表示红叉所在的区域，灰色区域表示边界部分，也是存在错误的区域。
 
● 当C=1时，灰色区域很宽，犯错数据很多。
 
● 当C=10时，灰色区域变窄，犯错数据减少。
 
● 当C=100时，灰色区域变得更窄，犯错数据更少，过拟合。
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 软分隔的超参数C越大，越容易过拟合
 

 
scikit-learn中提供了两种调参方法：
 
（1）网格追踪法（GridSearchCV）：考虑指定值的所有参数组合；
 
（2）随机追踪法（RandomizedSearchCV）：从具有指定分布的参数空间中采样。下表以SVM的超参数C和γ来举例。
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 1网格追踪法属于穷举法，在参数有很多时计算非常耗时，例如在5个参数中每个选10个值就有105种组合。
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7.3 总结
 
本章内容受到了参考资料[2]和[3]的启发，而部分用Python Matplotlib画的漂亮图是从参考资料[2]中借鉴而来的。
 
首先总结SVM分类遇到的3类数据。
 
● 类型一：线性可分（在理论上存在，在实际中罕见，引出硬间隔SVM）。
 
● 类型二：线性轻度不可分（存在少量异常值，引出软间隔SVM）。
 
● 类型三：线性重度不可分（不可能线性分类，必须要提升维度，引出空间转换）。
 
在类型一数据中，硬间隔SVM本着“分离平面到数据间隔越远越好”的原则，由以下3步推导完成。
 
（1）推导出最近点到超平面的距离的表达式，将其定义为间隔。
 
（2）最大化间隔得到一个约束规划问题，用分类正确而且点都在间隔之内当约束条件。
 
（3）通过数学技巧将困难的约束规划问题转换成容易的凸二次规划问题。
 
该凸二次规划问题是硬间隔SVM原始问题，接着利用拉格朗日量推出其对偶问题，并且根据强对偶关系，发现“对偶问题的最优解”和“原始问题的最优解”一致。从表面上看，对偶问题要比原始问题复杂，但推导硬间隔SVM对偶问题的原因有3个：
 
（1）原始问题的解和数据的维度有关，而对偶问题的解只和数据的个数有关，通常在低维度线性重度不可分的情况下会转换到高维度（甚至无限维度），那么对偶问题的计算负担会小很多。
 
（2）对偶问题的解含有内积表达式，而核技巧在“不触碰高维空间”的情况下计算高维向量内积最在行。
 
（3）在现实中，软间隔SVM最常用，而它和硬间隔SVM对偶问题只差一个上界限制条件，前者可以由后者快速推导出。
 
软间隔SVM用于处理类型二的线性轻度不可分数据，将数据由低维升到高维空间的转换函数用于处理类型三的线性重度不可分数据，但是处理完后可能数据还是线性不可分的，只不过从重度变为轻度了，最后还要用软间隔SVM来处理。
 
为了避免犯数据窥探的错误，以及能处理所有种类（线性可分或线性不可分）的数据，可以使用空间转换函数加上软间隔SVM。使用空间转换函数加上软间隔SVM是将一个强鲁棒性的线性模型和采用核函数做非线性转换进行结合。从算法角度来看：
 
● 当用转换函数将数据从低维空间提升到高维空间时，可以用核技巧来降低计算量。
 
● 软间隔SVM在数据很大时直接用二次规划很慢，可以用序列最小优化（SMO）来降低计算量。
 
要计算软间隔SVM和核函数里的超参数，就用网格追踪法或随机追踪法选取最小的（交叉）验证误差对应的超参数。下面是SVM的总结图。
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 SVM总结图
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技术附录
 
A.硬间隔SVM对偶问题推导
 
根据7.1.2节介绍的知识写出硬分隔SVM原始问题的优化函数的拉格朗日量
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再根据7.1.3节的结论类比写出硬分隔SVM的对偶问题
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求解过程分两步：
 
（1）固定αi，最小化L（b，w，α）求出b和w的最优解。
 
（2）将最优解带入[A1]式中，再最大化目标函数求出αi的最优解。
 
第（1）步是一个无约束规划，只需求L（b，w，α）的梯度。首先将L对b的偏导数设为0而解得
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利用上面的结果将[A1]式化简为（消除b）
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再将L对w的偏导数设为0而解得
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第（2）步是利用上面结果将[A1]式进一步化简为（将w带入）
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在目标函数前面加一个负号，将最后一步求最大值转换成求最小值，因此[A1]式最终变成
 

 [image: ]

 
B.软间隔SVM对偶问题推导
 
根据7.1.2节介绍的知识写出软分隔SVM原始问题的优化函数的拉格朗日量
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再根据7.1.3节的结论类比写出软分隔SVM的对偶问题
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求解过程分两步：
 
（1）固定αi，βi，最小化L（b，w，ξ，α，β）求出b和w的最优解。
 
（2）将最优解带[A2]式中再最大化目标函数，求出αi和βi的最优解。
 
第一步是一个无约束规划，只需要求L（b，w，ξ，α，β）的梯度。首先将L对ξ和b的偏导数设为0而解得
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利用上面结果将[A2]式简化为（消除C和b）
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再将L对w的偏导数设为0而解得
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第二步是利用上面的结果将[A2]式进一步简化为（将w带入）
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在目标函数前面加一个负号，将最后一步求最大值转换成求最小值，因此[A2]式最终变成
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C.SMO算法推导
 
符号制定：假设SMO在更新α1和α2的时候，将其余变量都视为常量。为了描述方便，定义
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SMO算法是一个迭代算法，设定有初始条件和终止条件：
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等价问题：目标函数可以简化成（舍弃除α1和α2外的常数项）：
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α 2的上下界：由对偶问题的约束条件可知，α1，α2本身都在[0，C]中。在约束条件两边同时乘以y（1），得到α1+α2s=w。结合这两个条件来进一步明确α2的上界H和下界L。因为s=y（1）y（2）：
 
● 当y（1）≠y（2）时，s=-1，α2=α1-w，斜率向上。
 
● 当y（1）=y（2）时，s=1，α2=-α1-w，斜率向下。
 
结果如下图所示。
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根据上图很容易得到α2的上下界
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注意：SMO是迭代算法，L和H里面的α1和α2是上一步的值。
 
最终问题：继续化简上式，代入v1、v2和s，并用α2代替α1。
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求解α1和α2：求目标函数L关于α2的导数并设为0，有
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结合以下条件
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解得
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根据α2的上下界更新其值，再算出α1的值
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求解b：最后b在每一步迭代中都需要计算，在每一步中都要检查以下KKT条件
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情况1：当α1在而α2不在[0，C]范围中时。
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情况2：当α2在而α1不在[0，C]范围中时
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情况3：当α1和α2都在[0，C]范围中时，b1=b2都是解，因此取任意一个即可。
 
情况4：当α1和α2都不在[0，C]范围中时，b1和b2满足KKT条件，因此取平均值（b1+b2）/2即可。
 
综合以上4种情况，得到b值为：
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[1]RBF全称是Radial Basis Function。
第8章
 朴素贝叶斯
 
Too simple,sometimes naïve.—Jiang Zhemin
 
引言
 
假设当你在新加坡国立大学中徜徉时，见到斯蒂文，得知他的性格为内向，那么斯蒂文是工科男还是商科男？你的直觉认为他更可能是工科男对吗？因为一般工科男比商科男更容易内向（这里没有歧视的意思☺）。你的直觉可以用以下概率关系式表示：
 
P（内向|工科男）＞P（内向|商科男）
 
P（A|B）代表在条件B下事件A发生的概率，因此，你的直觉是：当知道斯蒂文是工科男后，他性格为内向的概率比他是内向的商科男的概率大（陈述1）。但是，我们的问题是比较以下两个概率：
 
P（工科男|内向）？P（商科男|内向）
 
即当知道斯蒂文是内向的性格后，他是工科男的概率大还是他是商科男的概率大（陈述2）？
 
即便你不懂高深的概率知识，你至少可以分清这两种陈述的区别吧。假设调查结果是75%的工科男是内向的，而15%的商科男是内向的，下面用一种非常直观的方法来解决这个问题，如下表所示。
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 面积定义比例
 

 
定义：
 
● 两个长方形的面积比=工科男和商科男的人数比=a∶b
 
● 红色部分面积：长方形面积=内向人数：总人数
 
● 内向工科男占工科男总人数的百分比=c%
 
● 内向商科男占商科男总人数的百分比=d%
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 续表
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上面3个例子都用到了以下公式：
 
后验比例=先验比例×可能性比例
 
在本例中，类别是内向，其他术语解释如下。
 
● 先验比例：没做试验之前的比例，即工科男和商科男的人数比例，和性格类别无关。
 
● 可能性比例：人的直觉在评估方面是最强的，即两类人内向的比例。
 
● 后验比例：做过试验之后的比例，即工科男和商科男的性格是内向的这两类人的比例。
 
判断斯蒂文是工科男还是商科男与先验比例和可能性比例有关。即便我们认为工科男比商科男更容易内向（可能性比例），但在例一中，工科男与商科男的人数比例太悬殊：1∶10（先验比例），因此，还是认为他是商科男。在例三中，工科男与商科男的人数比例已下降到1∶3，这时可能性比例开始起作用了，因此认为他是工科男。在例二中，先验比例和可能性比例达到临界点，商科男的较大先验比例与较小可能性比例，和工科男的较小先验比例和较大可能性比例，打了一个“平手”。
 
根据上面的比例关系式，我们类比出概率关系式：
 
后验比例=先验比例×可能性比例[image: ]后验概率=c×先验概率×可能性
 
其中c是一个归一化常数，使得后验概率是一个概率值。该式就是大名鼎鼎的贝叶斯公式。用该公式加上特征相互条件独立的假设，就可得到朴素贝叶斯（naïve Bayes）分类模型，它的核心思想真的很“朴素”。本章的思维导图如下：
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8.1 基础知识
 
8.1.1 两种概率学派
 
在概率学中有两大学派：频率学派（Frequentist）和贝叶斯学派（Bayesian）。什么是概率？概率就是事情发生的可能性。但是，这个所谓的“可能性”，到底是客观存在于这个世界里的（频率学派），还是存在于我们主观的想法里的（贝叶斯学派）？
 
● 频率学派 只相信客观的能测量的东西，认为概率是频率在无限次重复试验时的极限值。比如抛硬币，抛N次（N是一个大数），记录下来正面向上的次数为n，因此，硬币正面向上的概率为n/N。
 
● 贝叶斯学派 认为，概率只不过是我们思想中对事情发生的可能性的一种猜测。如果我觉得一件事情发生的可能性很大，那么对我来说它发生的概率就大，如果我觉得一件事情发生的可能性渺茫，那么它发生的概率就小。当然，我的看法也不一定对，当看到新的现象时，就要修正自己的信念，这不是所有人都应该做的事情吗？
 
 
 频率学派：贝叶斯学派的个人猜测过于主观而且可能是错的。对于某件事件发生的概率q是客观存在的，是确定的数值。比如抛硬币，只要你选定了硬币，q就是一个确凿的数。任何不确定性都只存在于数据之中。所以，贝叶斯学派中的那些主观猜测，在频率学派看来都是不存在的。如果人人都按自己的意愿来设定先验概率，那岂不是乱套了？
 
 贝叶斯学派：我们既非上帝，也没有长生不老之躯能在上百万个平行空间中做无限次重复的试验。某件事情发生的概率q我不知道有没有一个真实、确定的数值，即使有，我也没法知道，不过我会收集信息来形成一个看法。比如抛硬币，一个硬币的质量分布应该是均匀的，所以q应该和0.5接近。我再把它抛几次，根据正反面出现的次数，修正我对于q=0.5的看法。随着收集信息的增多，我的估计会越来越精确。
 

 
这两种学派都有自己的道理，都很难说服对方，但是在机器学习中，我们比较倾向于贝叶斯学派。一开始在计算技术条件概率时（先直接给出贝叶斯公式），
 
P（假设|数据）=P（数据|假设）/P（数据）×P（假设）
 
当假设太多时，P（数据）是非常难计算的，因此，贝叶斯学派的思想只能用于非常简单的应用上。现在计算机技术的发展日新月异，未来也许会是贝叶斯学派的时代。
 
8.1.2 两种独立类别
 
条件独立（Conditionally Independent）是朴素贝叶斯中的一个重要假设，让我们来看看下表中所示的两个例子。
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8.1.3 两种学习算法
 
先回顾一下贝叶斯公式：
 

 [image: ]

 
假设y是类别，x是数据，在分类问题上可以采用以下两种方法。
 
（1）判别学习算法（Discriminative Learning Algorithm）：直接对P（y|x）建模，比如
 
● P（y|x）=wTx，线性回归。
 
● P（y|x）=[image: ]，对率回归。
 
（2）生成学习算法（Generative Learning Algorithm）：用贝叶斯公式间接对P（y|x）建模，如下表所示。
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最后，再根据贝叶斯公式，计算P（y|x）=P（x|y）P（y）/P（x）。
 
8.1.4 两种估计方法
 
下面通过一个简单的例子介绍如何估计概率，并介绍两种直观的算法，它们涵盖了机器学习中用到的所有概率算法。
 
假设有一个硬币，用随机变量X表示抛硬币的结果，正面向上为X=1，反面向上为X=0。现在的学习任务是估计硬币正面向上的概率，用q表示这个真实的但未知的概率。现在开始做试验，抛硬币n次，观察到正面向上为n1次，反面向上为n2次，那么这枚硬币正面向上的概率是多少？大多数人会给出一个非常直观的答案：用观察到的正面向上的次数除以抛硬币的总次数，而这就是我们要介绍的第一个算法。
 
算法1：给定观察硬币正面向上n1次，反面向上n2次，则正面向上的概率为
 
q=n1/(n1+n2)
 
假设你抛了硬币50次，其中24次正面向上，26次反面向上，那么正面向上的概率为q=24/50=0.48。
 
这种算法是相当合理且直观的，但前提是有大量的数据。如果数据非常少，那么使用这种算法会产生不可靠的概率估计。例如，如果只抛3次硬币，我们观察到的结果是正面向上的次数为3次，那么得出正面向上的概率是1。这时候如果你有先验知识，比如你知道这个硬币是正常的硬币（正反面向上的概率都是50%）。那么根据观察结果，你还会回答这个硬币正面向上的概率是1吗？应该不会了吧，那么问题到底出在哪里了呢？这就引出了第二个算法：使我们能够结合先验知识及观察的数据，以产生最终概率估计。算法2允许我们对结果进行假设：添加任何数量的虚拟的正面向上和反面向上的次数。
 
算法2：给定观察硬币正面向上n1次，反面向上n2次，利用先验知识添加正面向上a1次，反面向上a2次，则正面向上的概率为
 
q=n1/(n1+a1+n2+a2)
 
算法2相比算法1具有以下4个优势。
 
● 通过调整a1和a2的值，可以反映关于真实概率值的先验知识。比如我认为q=0.7，则可以设a1=7，a2=3。
 
● 通过调整a1和a2的强度，可反映对先验知识的确定程度。比如我很确信q=0.7，则可以设a1=700，a2=300。
 
● 如果设a1=0，a2=0，则算法2可简化成算法1。
 
● 当观察数据很多时，虚拟数据对结果的影响很小。但当观察数据稀缺时，先验知识对结果的影响很大，但其影响程度随着丰富的观察而逐渐降低。
 
算法1和算法2分别是根据两个不同的基本原则推导出来的。在算法2中可以使用背景知识，而在算法1中则不可使用。
 
● 算法1遵循最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation，MLE），来寻求q的估计最大化观察数据的概率。事实上，我们可以证明算法1生成的参数q使得观测数据比其他任何参数q都更有可能发生。
 
● 算法2遵循最大后验估计（Maximum A Posteriori Estimation，MAPE[1]），其中我们给定观察数据并加上背景知识来寻找最可能的q的估计。
 
8.1.5 两类概率分布
 
概率分布可被分为离散概率分布和连续概率分布，前者包括伯努利分布、分类分布、二项分布和多类分布；后者包括正态分布和贝塔分布。
 
首先介绍伯努利试验（Bernoulli Trial）。它是只有两种可能试验结果的单次随机试验，其中重点是“结果只有两种”，而且“只能试验一次”。
 
下表中介绍了伯努利分布和分类分布。
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假设用D（n，K）代表一个通用的分布函数，K是每次试验结果的个数，而n是做试验的次数，那么
 
● 当n=1和K=2时，D（1，2）就是伯努利分布。
 
● 当n＞1和K=2时，D（n，2）就是二项分布。
 
● 当n=1和K＞2时，D（1，K）就是分类分布。
 
● 当n＞1和K＞2时，D（n，K）就是多项分布。
 
因为多项分布是通用的，所以下面选择不同的参数n和K，看一看它能否被简化成二项分布、分类分布和伯努利分布，如下表所示。
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正态分布和贝塔分布介绍如下表所示。
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8.2 模型介绍
 
8.2.1 问题剖析
 
第3章和第4章介绍的线性回归和对率回归都属于判别学习算法，而本章主要介绍如何用生成学习算法来解决二分类问题（多分类问题也可用类似的解法）。首先回顾生成学习算法的步骤：
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首先对P（y）建模，因为是二分类问题（y=0，1），y通常服从伯努利分布，即P（y）=ϕy（1-ϕ）1-y，接下来对P（x|y）建模（注：x通常是向量而不是标量）。
 
● 如果向量x里的元素只取两个离散值，则P（x|y）服从多元伯努利分布，该模型叫作多元伯努利事件（Multivariate Bernoulli Event，MBE）模型。MBE模型可用来过滤垃圾邮件。
 
● 如果向量x里的元素取k个离散值，则P（x|y）服从分类分布，该模型叫作多项事件（Multinomial Event，ME）模型。ME模型也可用来过滤垃圾邮件。
 
● 如果向量x里的元素取连续值，则P（x|y）服从多维正态分布，该模型叫作高斯判别分析（Gaussian Discriminant Analysis，GDA）模型。这个名字看起来非常奇怪，明明是地道的生成学习算法（不是判别学习算法），可名字中偏偏还有“判别”二字。GDA模型和对率回归模型有着深厚的关系。
 
以上模型都有自己的模型参数，这些参数是由训练集决定的。对于一个新数据xnew，根据贝叶斯公式来预测类别，我们只需找到一个类别y，使得其后验概率（即给定xnew之后是类别y的概率）最大：
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argmax函数求出使P（y|xnew）最大的y值。
 
因为分母P（xnew）与y无关，所以可以去掉。
 
在详细介绍MBE、ME和GDA模型之前，让我们来看一个实际的邮件分类问题。
 
案例：邮件预处理
 
以分类垃圾邮件为例，一封样本邮件可能是这样的：
 
 
 Anyone knows how much it costs to host a web portal?
 
 Well,it depends on how many visitors youre expecting.This can be anywhere from less than 10 bucks a month to a couple of$100.You should checkout http://www.rackspace.com/or perhaps Amazon EC2 if youre running something big.
 
 To unsubscribe yourself from this mailing list,send an E-mail to:groupname-unsubscribe@egroups.com
 

 
在上面的邮件中，我们看到它包含以下内容：
 
● 网址（URL）：http://www.rackspace.com
 
● 邮件地址（E-mail address）：groupname-unsubscribe＠egroups.com
 
● 数字：10，100，2
 
● 货币符号：$
 
在其他邮件中也可能包含网址、邮件地址、数字和货币符号，具体内容都不同。因此需要将它们正规化，处理过程如下。
 
● 小写：将邮件中所有的英文字母变为小写（BiG和big是一个词）。
 
● 删除超文本标记语言（HTML）标签：很多邮件中都有HTML标签，去除它们只留下其中的内容。
 
● 正规化网址：所有URL都用httaddr来替代，记作URL→httaddr。
 
● 正规化邮件地址：E-mail address→emailaddr。
 
● 正规化数字：数字→number。
 
● 正规化货币符号：$→dollar。
 
● 词根检索（Word Stemming）：单词可以精简成其词根形式，比如
 
Discount，discounts，discounted，discounting等词 →discount；
 
Include，includes，included，including等词 →includ[2]。
 
● 删除非单词：所有非单词和标点符号都要删除，所有空白→一个空格。
 
预处理之后的邮件如下所示（注意，邮件中的网址已经没有了，红色文字就是正规化后的邮件地址、数字和货币）：
 
 
 anyon know how much it cost to host a web portal well it depend on how mani visitor your expect thi can be anywher from less than number buck a month to a coupl of dollarnumb you should checkout httpaddr or perhaps amazon ecnumb if your run someth big to unsubscrib yourself from thi mail list send an email to emailaddr
 

 
从上面预处理过的邮件中会发现很多词都不是标准的英文单词，比如anyon、mani、thi等，这些词其实是anyone、many、this的词根，比如thi可以代表this和these。
 
从文本字符到数值向量
 
预处理之后的邮件内容看起来比较正规了，接下来需要把邮件里所有的词从“字典”中找出来，记为一个数值向量。
 
这个字典不是标准的英文字典，而是专门为分类邮件而建的字典。右图展示了这个字典的缩影。
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有了字典之后，上面的邮件可以使用以下两种数值表达方式。
 
（1）用长度为字典词数（本例为50000个）的向量x，如果向量的第j个词出现在邮件里，那么xj=1；如果没有出现，那么xj=0。其向量形式如下所示。
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该向量是一个只含0和1且长度为字典词数n的向量，因此，每封邮件的长度都一样，而且其表达形式没有记录“一个词重复出现多次”的情况。
 
● 该邮件含有a、anyon和know等词，因此向量对应位置的元素为1。
 
● 该邮件不含有aa、ab和zip等词，因此向量对应位置的元素为0。
 
（2）用长度为邮件词数（本例为61个）的向量x，xj储存着对应位置的词在字典里的索引位置。其向量形式如下所示。
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该向量是一个长度为邮件词数的向量，因此每封邮件的长度都不一样，但是其表达形式可以记录“一个词重复出现多次”的情况。
 
该邮件里的anyon、know、how、it、checkout和emailaddr分别对应着字典里第886、16916、15053、15621、3498和5980个位置。
 
对比这两种方法，我们发现第二种向量明显比第一种向量短很多，因此计算起来也会高效一些。
 
8.2.2 朴素贝叶斯算法
 
朴素贝叶斯算法应用贝叶斯公式与特征之间条件独立的假设。给定类变量y和特征向量x1～xn，由条件独立假设：
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将P（x1，x2，…，xn|y）带入贝叶斯公式中，得到：
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朴素贝叶斯算法的核心作用就把n维联合概率P（x1，x2，…，xn|y）简化成n个1维概率P（xi|y）的乘积。最后用最大后验概率估计（MAPE）找到相对应的类y*：
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朴素贝叶斯算法有以下两个优点。
 
● 分类容易且快速，而且在多类预测中表现良好。
 
● 当条件独立假设成立时，分类比其他模型（比如对率分类）性能更好，而且也需要更少的训练数据。
 
独立预测变量的假设的优点也是缺点，因为在现实生活中几乎不可能获得一组完全独立的预测变量。
 
scikit-learn中的朴素贝叶斯分类模型naive_bayes支持正态分布、伯努利分布和多项分布的模型，代码如下：
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8.2.3 多元伯努利模型
 
在邮件分类问题中，一旦将文本字符转换成第一种向量形式，就可以使用MBE模型来描述：
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a=0,1
 
ϕj，1表示邮件里含第j个词而且邮件被分为正类（垃圾邮件）的概率。
 
ϕj，0表示邮件里含第j个词而且邮件被分为负类（正常邮件）的概率。
 
这些概率对于任何一封邮件都是一样的（MBE模型的假设）。
 
由此可写出MBE模型的一般形式，如下表所示。
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这里的ϕ、ϕj，0和ϕj，1是标量型的模型参数，参数个数为2n+1。
 
给定训练集（x（i），y（i）），i=1，2，…，m，其中x（i）是1×n的列向量，y（i）是标量。最大化MBE模型对应的对数后验概率可得到最优参数（对证明过程感兴趣的读者可参考本章的附录A）：
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8.2.4 多项事件模型
 
在邮件分类问题中，一旦将文本字符转换成第二种向量形式，就可以用ME模型来描述，如下所示。
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ϕk，1（ϕk，0）表示邮件里第j个词在字典里索引位置为k，而该邮件被分为正类（负类）的概率。
 
这些概率只与索引位置k有关，而与词在邮件中的位置j无关（ME模型的假设）。
 
由此可写出ME模型的一般形式，如下表所示。
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其中，[image: ]，这里的ϕ、ϕk，0和ϕk，1是标量型的模型参数，参数个数为2n+1。
 
给定训练集（x（i），y（i）），i=1，2，…，m，其中x（i）是1×n的列向量，y（i）是标量。最大化ME模型对应的对数后验概率可得到最优参数（对证明过程感兴趣的读者可参考本章的附录B）：
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8.2.5 高斯判别分析模型
 
高斯判别分析（GDA）模型的表达式如下表所示。
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ϕ、μ0、μ1和Σ是模型参数，其中ϕ是标量，μ0和μ1都是1×n的列向量，Σ是n×n矩阵，总共有（n+1）2个参数。为了简化，我们假设x在不同的y条件下均值不同，但方差相同。
 
给定训练集（x（i），y（i）），i=1，2，…，m，其中x（i）是1×n的列向量，y（i）是标量。最大化GDA模型对应的对数后验概率可得到最优参数（对证明过程感兴趣的读者可参考附录C）：
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有趣的是，GDA模型和第5章的对率回归（Logistic Regression，LR）模型也有微妙的联系。
 
 
 从GDM模型的后验概率开始：
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 其中x0=1，是常数项，而参数[image: ]
 
 给定适当的参数w，GDA模型可以写成对率模型。实际上，当P（x|y=0）和P（x|y=1）服从泊松分布时，P（y=1|x）也能化简成对率模型的表达式。现在问题来了，哪个模型更好？
 
 GDA模型相比LR模型需要更强的模型假设：
 
 ● 在不知道数据分布时，用LR模型更好，因为它有更强的鲁棒性。试想万一数据为泊松分布，如果用GDA模型，一开始连假设都错了，那么模型的性能也不可能好。
 
 ● 在知道数据为正态分布时，用GDA模型更好，因为它的假设更精准，也利用了更多信息来构建模型，同时，它需要比LR模型更少的数据来进行分类。
 
 总之，你掌握的信息越少，就应该选择模型独立性（Model Independent）越强的通用泛化模型，比如LR模型；你掌握的信息越多，就应该选择模型相关性（Model Dependent）越强的特定细化模型，比如GDA模型或泊松判别分析模型。
 

 
8.2.6 多分类问题
 
8.2.3～8.2.5节介绍的都是二分类问题，一般应用在将邮件分为垃圾邮件和正常邮件这种实际问题中。如果现在的任务是将邮件分为垃圾邮件、工作邮件和个人邮件这3类（在实际问题中要分的类别可能更多），那么以上讨论的模型还适用吗？本节就用类比的方式来介绍MBE、ME和GDA模型的多分类版本。它们最主要的区别就是y从原来的伯努利分布变成了分类分布。
 
在二分类和多分类条件下，y的先验概率为：
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这3个模型的参数对比如下表所示。
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 续表
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8.2.7 拉普拉斯校正
 
假如有一天，你给一个女生发邮件夸她adorkable（“呆萌”的意思），这个词是用dork （呆子）来替代adorable（可爱）里的dor。由于这个词太新，它根本不在你原来训练集的邮件中。假设adorkable是字典中第800个单词，根据前面讲的朴素贝叶斯分类，用MBE模型可以计算参数
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因为在正类邮件（垃圾邮件）和负类邮件（正常邮件）中都没有见过adorkable这个词，因此，该分类模型认为两类邮件包含这个词的概率都为0。现在计算后验概率：
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因为在连乘项中有ϕ800，1=0或ϕ800，0=0，因此结果等于0/0，该分类模型不知道如何预测。更一般地说，一旦模型参数为零，朴素贝叶斯分类就会出问题，这时候拉普拉斯校正（Laplace Correction）就派上用场了，它的核心思想就是将模型参数校正成
 
● 各自不为0的数；
 
● 总体和为1，因为这些参数都是概率型参数。
 
对于MBE和ME模型，校正后的参数（红色数字）如下表所示。
 

 [image: ]

 
8.2.8 最大似然估计和最大后验估计
 
顾名思义，最大似然估计（MLE）就是找到参数来最大化事情发生的可能性，而最大后验估计（MAPE）则是找到参数来最大化后验概率。
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其中D代表数据，w代表模型参数。
 
由左式可知，MLE和MAPE最大化的函数都包含“可能性函数”，但MAPE还要考虑“参数先验概率函数”，一般我们都会根据主观经验或者背景知识给出一个概率分布。
 
本节通过两个例子继续深入介绍MLE和MAPE的区别。第一个例子为8.1.4节的抛硬币估计概率，第二个例子为重新回顾线性回归模型。
 
1.抛硬币例子
 
抛n次硬币，观察正面向上的次数服从二次分布，给定硬币正面向上的概率为w，观察到正面向上n1次，反面向上n2次的概率为
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MLE方法要最大化lnP（n1，n2；w）：
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对以上表达式求w的导数，使之等于零，可得到w=n1/（n1+n2）。
 
而MAPE方法要最大化lnP（n1，n2；w）P（w），通常用一个贝塔分布来描述参数w的先验概率：
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对以上表达式求w的导数，使之等于0，可得到w=n1/（n1+a1+n2+a2），其中a1=b1-1，a2=b2-1。这就是8.1.4节的结果。a1和a2可以被看作是通过对硬币的假设而添加任意数量的虚拟的正面向上和反面向上的次数。
 
2.线性回归模型例子
 
首先回顾线性回归模型（噪声服从均值为0，方差为σ2的正态分布）：
 
y ( i )=wTx(i)+ε(i),ε(i)~N(0,σ2)
 
给定参数w和x（i）后，y（i）也服从正态分布。
 
MLE要最大化lnP（y|x；w）：
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因此，MLE最小化为：
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而MAPE要最大化lnP（y|x；w）P（w），通常用均值为0和方差为c-1I的正态分布来描述参数w的先验概率：
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因此，MAPE最小化为
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上式用λ替换cσ2就是岭回归（Ridge Regression）中的误差函数。根据对参数做的正态分布的假设，如果不希望参数绝对值太大，则使用岭回归可以控制参数绝对值，从而避免模型过拟合。这样看，MAPE还是比MLE “高级”一些。MLE只是客观地最大化数据发生的可能性来求出参数w，而MAPE主观地加入了参数的正态分布的假设，这个假设不一定对，如果不对则再换一个，总能碰上一个对的。
 
总结一下，贝叶斯学派与频率学派的本质区别在于，前者认为参数是随机变量（绝对不知道其取值，也不在乎知不知道，给定一个流行的概率分布即可），而后者认为参数是确定变量（只不过不知道其取值而已）。
 
8.3 总结
 
本章的8.2.3～8.2.7节内容受到参考资料[1]和[3]的启发，8.1.4和8.2.8节内容受到参考资料[2]的启发。
 
本章讲的内容都是基于下面公式展开的：
 
后验比例=先验比例×可能性比例
 
回到引言中的例子，如果你为了快速判断斯蒂文是工科男还是商科男，可以使用提问题的方法：
 
（1）假如你问斯蒂文的性格是内向的还是外向的，根据答案可以知道他是工科男还是商科男的可能性比例，再通过这两类人的先验比例可以算出后验比例，这个提问可以帮助你推断答案。
 
（2）假如你问斯蒂文早上吃过早餐吗，答案不管是什么，对后验比例都没什么影响，因为这两类人吃早餐的可能性比例相同。先验比例决定了后验比例，这个提问没有任何价值。
 
（3）假如你问斯蒂文是不是工科男，答案不管是什么，你都能马上确定斯蒂文是不是工科男，因为他已经正面回答了你。此时先验比例不起任何作用，因为这个提问太一针见血，甚至有作弊的嫌疑。
 
再来对比一下这两个学派：贝叶斯学派注重先验比例，频率学派注重似然估计。
 
假如你今天读了这本书，并且看到很多读者给这本书好评，现在的问题是：“这本书写得好吗？”很多人会觉得，这本书有这么多好评绝对好啊，这就是频率学派的观点。频率学派重视数据，而不会对数据带有任何偏见。
 
但假如机器学习领域的“大牛”吴恩达也读了这本书，读完他拍了拍我的肩膀说：“今天我作为一位长者要告诉你一些人生经验，我觉得你还需要学习，搞深度学习的Hinton、LeCun和Goodfellow那些人，比你强多了！”为什么会这样呢？用贝叶斯学派的看法就是，因为吴恩达的机器学习知识远比我丰富，所以他的先验经验告诉他，这本书的内容对他来说太浅显了，所以他对好评的数量和质量就不再完全相信了。贝叶斯学派对待数据是带有感情色彩的。
 
笔者觉得贝叶斯公式是最伟大的公式之一！为了避免在贝叶斯分类时面临极高的计算成本，我们引入了特征条件独立性假设，将贝叶斯分类简化成朴素贝叶斯分类。尽管这个假设在现实应用中很难成立，但朴素贝叶斯分类在很多分类问题上却表现很好。到此，本书的线性模型已经全部讲完，从第9章开始介绍第一个非线性模型——决策树。
 
参考资料
 
1.Generative learning algorithms.Gaussian discriminant analysis.Naive Bayes[notes]
 
Dan Boneh,Andrew Ng,CS229 Lecture 3 Notes,Stanford University
 
2.Estimating Probability[notes]
 
Tom M.Mitchell,Machine Learning,New Chapter 2,26 Jan 2018
 
3.Generative and Discriminative Classifiers:Naïve Bayes and Logistic Regression[notes]
 
Tom M.Mitchell,Machine Learning,New Chapter 3,23 Sep 2017
 
技术附录
 
A.MBE模型证明
 
为了简化证明过程，介绍以下变量（a=0，1）
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MBE模型的对数后验概率为
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对l求ϕ的偏导数可得
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对l求ϕj，a的偏导数（a=0，1）再使之为0：
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B.ME模型证明
 
为了简化证明过程，介绍以下变量（a=0，1）。
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ME模型的对数后验概率为
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对l求ϕ的偏导数可得
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对l求ϕk，a的偏导数可得（a=0，1）
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对于p=1，2，…，k-1，k+1，…，n，我们依次用
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化简上式并使之为0：
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将上面n-1式加总得到
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C.GDA模型证明
 
为了简化证明过程，介绍以下变量（a=0，1）。
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GDA模型的对数后验概率为
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对l求ϕ的偏导数可得
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对l求μa的梯度可得（a=0，1），再使之为0
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令S=Σ-1，因此|S|=1/|Σ|，对l求Σ的梯度再使之为0：
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[1]这里的MAPE不要和平均相对误差（mean absolute percentage error）弄混了。
 
[2]即使includ不是一个英文单词也可以，词根不需要是完整的单词。
第9章
 决策树
 
Concision in style,precision in thought,decision in life.Victor Hugo
 
引言
 
王妮梅今年26岁，未婚，比较挑剔。一天，她的妈妈要给她介绍男朋友，于是进行了以下两次对话。
 
 
 妈妈：给你介绍一位男士。
 
 女儿：好看吗？
 
 妈妈：一般。
 
 女儿：性格怎样？
 
 妈妈：不好。
 
 女儿：不见！
 
 妈妈：妮梅！
 
 妈妈：给你介绍一位男士。
 
 女儿：好看吗？
 
 妈妈：难看。
 
 女儿：收入高吗？
 
 妈妈：不高。
 
 女儿：不见！
 
 妈妈：妮梅！
 

 
妮梅的两次决策过程都是通过性格（好/坏）、长相（好看/一般/难看）和收入（高/低）这三个特征进行判断的。决策分为两个类别：见/不见。如果把妮梅的决策过程用树来表示，则如下图所示。
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 决策树：两条“不见”的路径
 

 
通过上面的对话可知妮梅不见男士的标准是：
 
（1）长相一般，性格坏。
 
（2）长相难看，收入低。
 
注意：在左图的底层的两个红色叶子框里出现“不见”，除此之外，还有三个绿色叶子框里出现“问号”。问号代表目前还不知道妮梅的决策。
 
这时，妈妈又和妮梅进行了三次对话。
 
 
 妈妈：给你介绍一位男士。
 
 女儿：好看吗？
 
 妈妈：好看。
 
 女儿：见！
 
 妈妈：好！
 
 妈妈：给你介绍一位男士。
 
 女儿：好看吗？
 
 妈妈：一般。
 
 女儿：性格好吗？
 
 妈妈：好。
 
 女儿：见！！
 
 妈妈：好！！
 
 妈妈：给你介绍一位男士。
 
 女儿：好看吗？
 
 妈妈：难看。
 
 女儿：收入高吗？
 
 妈妈：高。
 
 女儿：见！！！
 
 妈妈：好！！！
 

 
加上这三次对话，我们可以完整地把妮梅的决策过程用树来表示，如下图所示。
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 决策树：三条“见”和两条“不见”的路径
 

 
上图中绿色叶子框中的“问号”全部变成了“见”，而且树的每个叶子框中都有了明确答案——见或不见。
 
妈妈以后通过这棵树，就可以直接根据男士的信息决定是否介绍给妮梅，无须再问她任何问题，除非她有新的想法，例如，妮梅在得知男士长相难看，但是收入高后，还想再知道对方性格如何，如果性格坏就不见，如果性格好就见。那么这棵树还要继续生长。
 
本章的思维导图如下：
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9.1 基础知识
 
9.1.1 多数规则
 
多数规则（Majority Rules），是指一项决策必须经过半数以上的人赞成才能获得通过的一种投票规则。多数规则的实质是少数服从多数。由于要到达所有人一致同意具有很高的决策成本，所以多数规则在实践中成为最为普遍的投票规则。
 
9.1.2 熵和条件熵
 
在信息论中，熵（Entropy）是表示随机变量Y的不确定性的度量。假设类别Y是一个离散随机变量，其概率分布（Probability Distribution）为P（yk）=pk，k=1，2，…，K，那么Y的熵被定义为
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在上式中，如果某个pk等于0，则定义0×ln0=0。由定义可知，熵只与Y的分布有关，因为H是概率的函数，与Y的值无关。
 
 
 假设随机变量Y代表某公司股票的日回报率（Daily Return），有以下3个场景，下面用熵来评价Y的平均信息量。
 
 （1）当我们被告知一件极不可能发生的事情（Y=yk=100%）发生时，那么我们就接收到很多的信息量；当我们被告知一件非常常见的事情（Y=yk=0.5%）发生时，那么我们就接收到较少的信息量。信息量和概率有关，所以说熵h（yk）应该是概率P（yk）=pk的单调递减函数，即h（y）∝1/P（y）。
 
 （2）对于两个相互独立的随机变量X和Y，分别观测变量值x和y得到的信息量应该与同时观测它们得到的信息量是相同的，即h（x+y）=h（x）+h（y）。
 
 （3）从概率上讲，x和y独立意味着P（x，y）=P（x）P（y），即1/P（x，y）=1/P（x）×1/P（y）。
 
 将两个随机变量的信息量h相加（由场景（2）可得），将概率P相乘（由观察（3）可得），可知信息量h和概率1/P是对数关系。此外，由场景（1）可得，信息量h和概率1/P成正比，于是很自然得到
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在上式中，对数的底是任意的。在信息论中，底数通常为2，信息单位为比特（bit）；而在机器学习中，底数通常为自然常数e，信息单位为纳特（nats）。上面介绍的是在随机变量Y实现某个值y时的信息量，最后用熵H来评价整个随机变量Y的平均信息量：
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当Y只取两个值时（概率为p和1-p），其熵为
 
H(Y)=-plnp-(1-p)ln(1-p)
 
熵H随概率p变化而变化的函数曲线如左图所示。
 
● 当p=0或1时[image: ]H（Y）=0[image: ]Y完全是确定的。
 
● 当p=0.5时[image: ]H（Y）=ln2[image: ]Y的不确定性最大。
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 熵随概率P变化而变化的函数曲线
 

 
条件熵（Conditional Entropy）H（Y|X）表示在已知特征X的条件下类别Y的不确定性。当X取x1，x2，…，xn这n个值时，Y的熵是H（Y|x1），H（Y|x2），…，H（Y|xn）。那么H（Y|X）可被看成是这些熵的期望，公式如下：
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 X有两个特征值：打喷嚏和头痛。
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 Y有3类：感冒、脑震荡和过敏。
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 把上述所有概率和条件概率带入熵和条件熵的公式中得到：
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9.1.3 信息增益和信息增益比
 
信息增益（Information Gain）表示在得知特征X的信息之后，对类别Y的信息的不确定性的减少程度。其公式为：
 
G(Y|X)=H(Y)-H(Y|X)
 
给定类别Y和特征X值x1，x2，…，xn：
 
● 熵H（Y）表示对Y分类的不确定性。
 
● 条件熵H（Y|X）是H（Y|xj）的期望，而H（Y|xj）表示在特征X值为xj的条件下对Y进行分类的不确定性。
 
它们的差就是信息增益，即根据特征值xj分类Y的不确定性的减少程度。显然，对Y来说，信息增益依赖于特征，不同的特征往往具有不同的信息增益，而信息增益大的特征具有更强的分类能力。
 
信息增益的大小是相对数据而言的，对于不同的训练集，这个指标的意义也不同。通常在熵大时（对于特征值数目多的特征xj）信息增益大，反之，在熵小时（对于特征值数目少的特征xj）信息增益小。类比绝对值和相对值的关系，我们从信息增益中引出信息增益比。
 
信息增益比（Information Gain Ratio）就是信息增益和熵的比值，其标准化了信息增益，其定义为
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9.1.4 基尼指数
 
在分类问题中，假设有K个类别，样例属于第k类的概率为pk，则概率分布的基尼指数（Gini Index）的定义为
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对于二分类问题，若第一类的概率为p，那么另一类的概率为1-p，套用上面的公式，基尼指数可简化成
 
Gini(p)=2p(1-p)
 
9.2 模型介绍
 
9.2.1 二分类决策树
 
1.树的定义
 
决策树（Decision Tree）是一种描述实例分类过程的树形结构。决策树由结点（Node）和有向边（Directed Edge）组成。其中结点有以下3种类型。
 
（1）根结点（Root Node）：表示树根。
 
（2）内结点（Internal Node）：表示特征。
 
（3）叶结点（Leaf Node）：表示类别。
 
决策树是从根结点一层层往叶结点进行分类的，根结点所在的位置叫作第0层，然后以此类推。
 
● 上一层的结点被称为下一层结点的父结点（Parent Node）。
 
● 下一层的结点被称为上一层结点的子结点（Child Node）。
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 决策树的抽象结构
 

 
决策树的分类从根结点开始，对样例的某一个特征进行测试，根据测试结果，将样例分配到对应的子结点中。此时，每一个子结点对应着该特征的一个取值。如此递推下去，对样例进行测试再分配，直到达到叶结点。关于决策树的定义和分类流程如左图所示，其中
 
● 黑色多边形是根结点。
 
● 橙色菱形是内结点。
 
● 绿色和红色叶子形状是叶结点。
 
注意，蓝色矩形不是任何结点，它们只是每个内结点中的特征值。
 
对照着前面的定义和王妮梅的例子，下面具体介绍一下。
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 决策树的具体例子
 

 
如左图所示，现在各个图形所代表的意义一目了然。
 
（1）黑色多边形=根结点
 
（2）橙色菱形=内结点
 
表示特征，如长相、性格、收入
 
（3）绿色和红色叶子形状=叶结点
 
表示类：
 
绿色为正类——见
 
红色为反类——不见
 
（4）蓝色矩形=特征值
 
比如：
 
● 长相：好看、一般、难看
 
● 性格：好、坏
 
● 收入：高、低
 
有一种特殊的决策树只有一层，叫作决策树桩（Decision Stump）。很明显，王妮梅的这棵决策树包含3个树桩，如下图所示。
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 决策树桩（一层的决策树）
 

 
2.树的数据
 
上面的决策树只是从妈妈和王妮梅的5次对话中提炼出的5条路径（从根结点数到每一个叶结点）。现在假设有40位像王妮梅一样的女孩，她们的妈妈都要问自己的女儿关于男朋友的长相、性格和收入等方面的要求，然后统计女儿的回答从而生成决策树。这40位女孩的回答数据如下图所示。
 
 
 [image: ] 
 40位女孩对男朋友的要求的数据（二分类）
 

 
数据表中有40行数据，每一行数据有4列：
 
● 前3列（长相、性格和收入）是特征。
 
● 最后一列（见吗？）是类别。
 
颜色标记说明如下。
 
● 正类为“是”，用绿色标记，有22个。
 
● 反类为“否”，用红色标记，有18个。
 
● 长相中的分类用橙色系颜色标记。
 
● 性格中的分类用蓝色系颜色标记。
 
● 收入中的分类用紫色系颜色标记。
 
表中标记不同的颜色是为了方便计数，比如在长相好看的人中，性格好的有3个，性格坏的有6个。
 
根据以上40位女孩的数据，生成如下图所示的决策树。
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 根据40位女孩的回答数据生成的决策树
 

 
下面详细分析每个节点的正类和反类的计数统计。
 
（1）在类别栏中有22个是、18个否，如果不做任何决策，则正、反类的比为22：18，因此在根结点记录为[22 18]。
 
（2）首先将长相特征按照好看、一般和难看来分裂树：
 
● 当长相为好看时，正、反类的比为9：0，在内结点“好看”上记录[9 0]。
 
● 当长相为一般时，正、反类的比为9：4，在内结点“一般”上记录[9 4]。
 
● 当长相为难看时，正、反类的比为4：14，在内结点“难看”上记录[4 14]。
 
（3）当长相为一般时（锁定第一列是“一般”的行），将性格特征按照好和坏来分裂树：
 
● 当性格为好时，正、反类的比为9：0，在内结点“好”中记录[9 0]。
 
● 当性格为坏时，正、反类的比为0：4，在内结点“坏”中记录[0 4]。
 
（4）当长相为难看时（锁定第一列是“难看”的行），将用收入特征按照高和低来分裂树：
 
● 当收入为高时，正、反类的比为4：5，在内结点“高”中记录[4 5]。
 
● 当收入为低时，正、反类的比为0：9，在内结点“低”中记录[0 9]。
 
（5）当收入为高时，按照上述同样的方法类推。
 
在决策树中，每个结点对正、反类计数，类似于计算条件概率，因为树的深度越深，知道的条件就越多。但目前还没有计算条件概率，姑且先把这个过程叫作条件计数。
 
2.树的指标
 
决策树会遵循一些度量指标来选取最合适的特征进行分裂，常见的度量指标有错误率、信息增益、信息增益比和基尼指数等。本章以最简单的错误率指标为例来讲解，在此之前读者需要复习一下多数规则（见9.1.1节）。按照多数规则，我们可以得到每个结点上的决策，而不仅仅局限在叶结点，该决策树如下图所示。
 
（1）如果从根结点就开始采用多数规则来决策，则这时正、反类的比为22：18，决策为正类，即建议40名女孩见男方！
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 用多数规则得到所有节点的决策
 

 
（2）往下细分，在“长相”结点采用多数规则来决策：
 
● 当长相为好看时，正、反类的比为9：0，决策为正类，见男方。
 
● 当长相为一般时，正、反类的比为9：4，决策为正类，见男方。
 
● 当长相为难看时，正、反类的比为4：14，决策为反类，不见男方。
 
（3）再往下细分，可得到所有结点上的决策。
 
在“长相为”为“一般”的结点上，正、反类的比为9：4，根据多数规则，决策为见男方，但是否还可以在该节点继续往下分裂树呢？可以，用错误率来判断是否应该继续分裂树。
 
错误率（Classification Error，CE）指错误分类的样本数与总样本数之比。在树的某个结点上，通常会计算分裂前和分裂后的错误率，如果前者比后者高，那么应分裂树，反之则不应分裂树。下图计算了在“长相”结点分裂前后的错误率。
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 “长相”结点分裂前后的错误率
 

 
在树的第0层，根据多数规则，根结点预测的是40个正类，因为在真实样例中总共有22个正类，18个反类，有18个预测错误，因此，错误率为18/40=0.45。对照下面的数据表具体分析如下。
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 “长相”结点分裂后的错误数据
 

 
在树的第1层，根据多数规则：
 
● 当长相为好看时，预测为正类，真实样例有9个正类，0个反类，有0个预测错误。
 
● 当长相为一般时，预测为正类，真实样例有9个正类，4个反类，有4个预测错误。
 
● 当长相为难看时，预测为反类，真实样例有4个正类，14个反类，有4个预测错误。
 
一共有8个预测错误，因此，错误率为：8/40=0.2。
 
除用错误率指标来分裂特征外，其他常见的指标还有信息增益、信息增益比和基尼指数。
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 在根节点没分裂时的熵
 

 
对照数据表，在40个样例中有22个正类，18个反类，占比分别为22/40和18/40，熵为
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当长相为好看时，有9个样例，占比为9/40。在这9个样例中，有9个正类，0个反类，占比分别为9/9和0/9。
 
当长相为一般，有13个样例，占比为13/40。在这13个样例中，有9个正类，4个反类，占比分别为9/13和4/13。
 
当长相为难看时，有18个样例，占比为18/40。在这18个样例中，有4个正类，14个反类，占比分别为4/18和14/18。
 
因此，可得知“长相”的条件熵（请见9.1.2节）、信息增益和信息增益比（复习9.1.3节内容）分别为
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下图更直观地解释了以上计算过程。
 
 
 [image: ] 
 “长相”分裂后的条件熵、信息增益和信息增益比
 

 
3.树的生成
 
构造决策树的关键步骤是分裂同属性，即在某个结点处，按照某一个特征属性的不同值，构造不同的分支，其目标是让各个分裂子集尽可能地“纯”，尽量让一个分裂子集中的元素属于同一个类别。
 
第一步：从树根开始，选择一个特征开始分裂树，用错误率作为度量标准。
 
在本例中只有3个特征（长相、性格和收入）可用来分裂树。根据前面的数据表记下每个特征的特征值（比如性格对应着好和坏，收入对应着高和低）对应的正类（见）和反类（不见）的个数，再利用多数规则计算出错误率，如右图所示。
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 按长相分裂的错误率最小，取胜
 

 
由上述结果可知，按长相分裂的错误率为0.2，是最低的。因此，在树根上应该用“长相”特征来分裂，生成如右图所示的决策树。
 
第二步：分裂之后检查每个特征值对应的分支，如果某个分支里的所有样例都属于一类，则停止分裂；反之则继续分裂。
 
当长相为好看时，所有决策都是见（9∶0），此分支无须继续分裂；但当长相为一般或难看时，则决策结果还有分歧，还可以继续分裂。用什么特征来分裂？还是按照第一步的过程，选一个错误率最小但没有用过的特征来分裂（一直用重复的特征会使得树过于复杂），如右图所示。
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 当某分支的所有样例不是属于一类，则继续分裂
 

 
第三步：递推生成完整的决策树，遵循以下两条停止条件。
 
（1）某个分支里所有的样例都属于一类。
 
（2）特征已经用完了。
 
如右图所示，当长相为难看且收入为高时，决策结果还有分歧，因此还可以继续分裂，但只能用该分支之前没用过的特征“性格”来分裂。“没用过的特征”不是指在整棵树里没有用过，而是特指在某条分支上没有用过）。当树不能再继续分裂时，则意味着每条分支都有叶结点，分别为见或不见。
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 决策树生成的两个停止条件
 

 
根据40个数据生成的决策树可以用来预测。例如，新出现了一位男士，如果他的个人条件是长相难看，收入高，性格好，那么从根开始遍历决策树（见下图中的浅绿色路径），得出的结论是见。
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 将新数据在建好的决策树上遍历
 

 
4.树的其他种类
 
前面讨论的决策树使用错误率作为分裂标准，其实在业界大多会使用以下3种度量指标作为分裂标准。
 
● 信息增益：对应的树或算法被称为第3代迭代二叉树（Iterative Dichotomiser 3，ID3）。
 
● 信息增益比：对应的树或算法被称为第4.5代分类树（Classifier 4.5，C4.5）。
 
● 基尼指数：对应的树或算法被称为回归分类树（Classification and Regression Tree，CART）。
 
ID3、C4.5和CART这些决策树的名称听起来很“高大上”，但实际上它们的生成方法和前面讲的一样，都是从根结点开始递推生成的，只不过在此过程中会用信息增益、信息增益比和基尼指数不断地选取局部最优的特征。
 
9.2.2 多分类决策树
 
在9.2.1节介绍的二分类决策树中，女孩只有两种决策：见或不见男士。假如一位男士长相难看、收入低、性格坏，那么女孩绝对不见！这时有3种决策：见、不见和绝不见！下面还是用女孩见男士的例子来解释，数据如下图所示。
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 （表中的“绝不”表示“绝不见”）
 
 40位女孩对男朋友的要求的数据（多分类）
 

 
和生成二分类决策树一样，在开始时选一个错误率最小的特征来分裂，发现该特征还是长相，对应的错误率是0.375，而按性格和收入分裂对应的错误率是0.55和0.5，如下图所示。
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 按“长相”分裂的错误率最小——取胜
 

 
9.2.3 连续值分裂
 
在本例中，收入的特征值只能为高或为低，是一个离散值。这个概念很模糊，到底多高算“高”，多低算“低”？在现实的问卷调查中，收入（元）这一栏中填的都是10万、20万、50万这样的连续值，如下图所示。
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 40个女孩对男朋友的要求的数据（收入是连续值）
 

 
假设对收入中的每个连续值进行分裂，则决策树会长成下图所示的这个样子。
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 按每个连续值来分裂会过拟合
 

 
这样划分存在一个很严重的问题：
 
绝大多数结点只包含一个数据，要么为正类，要么为负类，这是典型的过拟合。
 
当将连续值划分得太细时，那么决策树的预测会不准确。一个改进的方法是找一个阈值（Threshold）来进行分裂。
 
如上图所示，在此案例中，年收入为25万元是一个不错的分界点。
 
● 将年收入小于25万元归为收入低。
 
● 将年收入大于或等于25万元归为收入高。
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 选取阈值对连续值特征进行分裂
 

 
现在你可能会问，为什么选择25万元当作阈值？下面就介绍阈值的算法。
 
将所有收入值按升序顺序标注在坐标轴上，并记下收入值对应的类别：见或不见，如右图所示。阈值选在A与B中间的任意一点，得到的错误率都是一样的！
 
（1）对每两个相邻的点，计算出它们的均值（N个点就有N-1个均值）。
 
（2）把每个均值想象成阈值，计算出相对应的错误率。
 
（3）找到最小的错误率，并将其对应的均值当成最终阈值。
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 选择连续值阈值的方法
 

 
9.2.4 欠拟合和过拟合
 
与其他机器学习模型一样，决策树也可能会欠拟合或过拟合。如右图所示，x[1]和x[2]是两个连续值特征：黑色加号代表正类，红色减号代表负类。
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 连续值数据
 

 
下图展示了一层决策树和两层决策树的全貌。
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 一层决策树分裂
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 二层决策树分裂（连续特征可重复选择）
 

 
和离散特征不同，连续特征可以在一条分支上多次选择不同的阈值进行分裂。你可以将其想象成不停地细分连续值，那么决策树可以完美地分类任何训练集，但是也严重过拟合了，从而降低了其泛化能力。
 
右图对比了决策树和对率分类模型，其中：
 
● 一层决策树和一阶多项式对率分类模型：欠拟合数据，训练误差很大，模型预测能力弱。
 
● 三层决策树和二阶多项式对率分类模型：过拟合数据，训练误差适中，模型鲁棒性能强。
 
● 十层决策树和六阶多项式对率分类模型：很好地拟合数据，训练误差为零，模型推广能力弱。
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 决策树和对率分类模型的欠拟合和过拟合
 

 
对于欠拟合模型，要增加模型的复杂度（增加决策树的层数，增加对率分类模型的多项式阶数）；对于过拟合模型，要降低模型的复杂度（修剪决策树，正规化对率分类模型）。下面详细介绍如何修剪树来防止它过拟合。
 
9.2.5 预修剪和后修剪
 
修剪是防止决策树过拟合的主要手段。在决策树生成过程中，为了尽可能地将训练集正确分类，会不断重复划分结点，从而造成分支过多。这样做的后果就是让模型把训练集学得太好了，从而把训练集的所有细节都当作一般性质，这样模型的推广能力就会下降。因此，我们可以通过去掉一些分支来降低模型过拟合的风险，具体有以下两种思路。
 
（1）未雨绸缪思路：从根到叶，在决策树的生成过程中，预修剪（Pre-Pruning）分支以防决策树变复杂。
 
（2）亡羊补牢思路：从叶到根，在决策树生成后，后修剪（Post-Pruning）分支使得决策树变简单。
 
1.预修剪
 
预修剪是指在决策树的生成过程中，在划分结点前对每个结点进行估计，一旦遇到以下3个提前停止条件，就立刻将当前结点标记为叶结点。
 
提前停止条件1：当树的深度超过最大树深（Maximum Tree Depth）时。
 
回顾9.24节介绍的十层决策树，当无限次用不同的阈值作为分裂节点时，得到的决策树可以完美分类所训练的数据，但是对于新数据的分类，则决策树的性能就变得很差，因为过拟合了。为了防止过拟合，我们会用最大树深（比如六层）限制决策树的深度。
 
提前停止条件2：当继续分裂不能降低错误率时。
 
例如，如下图所示的是从树根开始用长相特征分裂后的决策树，当长相为难看时，有5个正类和16个反类，很显然，还可以继续分裂下去。接下来计算不分裂、用性格特征分裂和用收入特征分裂后的错误率，发现结果都是0.24（见下图）。既然不分裂和继续分裂的错误率都一样，那么就选择简单的操作：提前停止分裂而直接做出决策。
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 当继续分裂不能降低错误率时，停止分裂
 

 
提前停止条件3：当结点包含的数据个数小于一个特定值时。
 
接着上面的例子，当长相为一般时，结点包含的数据只有3个，这时候应该提前停止分裂而直接做出决策。
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 当结点包含的数据个数小于一个特定值时，停止分裂
 

 
结点个数的具体特定值由数据总数决定，在实践中通常为10～100。
 
2.后修剪
 
预修剪使得决策树的很多分支都没有展开，不仅降低了决策树过拟合的风险，还减少了决策树的训练时间。但是，有些分支在后续分裂中可能会使决策树的性能显著提高。这样看来，预修剪有可能带来让决策树欠拟合的风险，这时就可以考虑使用后修剪。后修剪的核心理念是先训练好决策树，即便决策树很复杂，也可以从叶结点往根开始简化，如果一个树桩可以用一个叶结点替代，那么就替代它，从而简化决策树！后修剪需要平衡决策树的分类能力和复杂度，前者可以用错误率来量化，而后者可以用叶结点的个数来量化，其损失函数为：
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其中T是树，而λ是控制树的复杂度的参数。
 
● 当λ=0时，后修剪不考虑叶结点个数，决策树模型会变复杂。
 
● 当λ=+∞时，后修剪会最终生成单树根，决策树模型会变简单。
 
右图描述了后修剪的过程（假设λ=0.03）。
 
从最低层树桩开始（见右图中红色叶子结点）：
 
● 如果不修剪，则整棵决策树有6个叶子结点，错误率为3/40=0.075，则C=0.075+6×0.03=0.255。
 
● 如果修剪（用1个叶子结点替代树桩），则修剪后的决策树有5个叶子结点，错误率为4/40=0.1，则C=0.1+5×0.03=0.25。
 
因为修剪的C比不修剪的C要小，所以该树桩应被剪掉。
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 修剪比不修剪的损失低
 

 
后修剪的决策树如下图所示。
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 最终后修剪的决策树
 

 
接下来，对剩下的3个内结点“性格”“收入”和“长相”重复以上修剪过程。后修剪相比预修剪为决策树保留了更多的分支，因此前者的欠拟合风险很小，而且泛化性能往往优于后者。但后修剪需要花费的时间比预修剪要多得多，因为该过程是在整个决策树生成之后进行的，并且要按从叶结点往根的顺序对树中所有内结点逐一检测。
 
9.2.6 数据缺失
 
目前，决策树的生成和修剪都是基于完整数据的。但是在实际情况中，数据缺失很普遍，可能是训练集数据的某些特征值缺失，也可能是测试集数据的某些特征值缺失，下表中列出了这两种情况的例子。
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缺失数据的处理方式通常有3种：删除（Delete）、推算（Impute）和归类（Categorize）。
 
1.删除法
 
删除数据最简单，有两种方式（见右图）：
 
● 删除行（数据点）。
 
● 删除列（特征）。
 
删除法的优点是：
 
● 操作简单。
 
● 可以用在任何模型中，比如决策树、线性回归和对率分类等模型。
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 删除法的两种方式：删除行和删除列
 

 
删除法的缺点是：
 
● 删除的数据中可能包含重要信息。
 
● 不知道删除行好还是删除列好。
 
● 对缺失数据的测试集没用。
 
2.推算法
 
根据特征值是分类型变量或数值型变量，有两种推算方式（见右图）：
 
● 用众数来推算分类型变量。
 
● 用平均数来推算数值型变量。
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 两种变量的两种推算方式：分类型变量用众数，数值型变量用平均数
 

 
性格特征的特征值是一个分类型变量，因此，计算未缺失数据得到2个“好”和5个“坏”，根据众数原则，应该将缺失数据用“坏”来填充。收入特征的特征值是一个数值型变量，根据平均数原则，应该将缺失数据用计算出来的未缺失数据的均值20.4万来填充。
 
推算法的优点是：
 
● 操作简单。
 
● 可以用在任何模型中，比如决策树、线性回归和对率分类等模型。
 
● 对缺失数据的测试集有用，运用同样的规则（众数分类型变量和平均数数值型变量）。
 
推算法的缺点是可能会造成系统性误差。
 
 
 系统性误差在现实中有真实的案例。在华盛顿的银行中申请贷款时，根据当地法律是不允许申请人填写年龄的。如果要整合所有美国贷款申请人的资料，那么会发现所有来自华盛顿的数据缺失年龄数据。假如按照数值型变量规则算出平均值为41岁，那么把所有华盛顿贷款申请者的年龄填为41岁是不合理的。
 

 
3.归类法
 
归类的核心思想是把缺失值也当作一种特征值。
 
当收入的特征值缺失时，在最开始我们无法利用决策树来做出决策。现在只需要把收入的缺失值归为“收入低”的一类，就可以得出“不见”的决策，如右图所示。
 
 
 [image: ] 
 把收入的缺失值归为“收入低”的一类中也可以做出决策
 

 
同理，可以把缺失值分类到每个特征中，现在决策树如下图所示。
 
 
 [image: ] 
 把缺失值可以分类到每个特征中
 

 
有趣的是，在将缺失值归为性格特征中时，
 
● 有时被划分成“好”，见决策树第二层最右边。
 
● 有时被划分成“坏”，见决策树第三层最左边。
 
接下来解释具体原因。将缺失值放在哪里其实也是由最小错误率决定的。以下图所示的长相特征举例，当将缺失值划归为“难看”一类时，错误率为0.225，小于将缺失值归为“好看”或“一般”一类的错误率为0.25，因此，缺失值应该被归为“难看”一类中。
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 把缺失值划分到“难看”一类中的错误率最小，取胜
 

 
归类法的优点是比删除法和推算法的预测更准，而且对有缺失数据的训练集和测试集都有用。归类法的缺点是在每次归类时都需要运行决策树的分裂算法，效率比删除法和推算法会低一些。
 
9.2.7 代码实现
 
斯蒂文接到一个项目：根据用户的贷款信息判断他是否有可能违约。下图是csv文件中的122000多条数据截图，每条数据有68个特征，其中重要的特征是loan_amnt、term、int_rate和grade，分别是指贷款本金、年限、利率和评级。
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 借贷俱乐部的贷款数据
 

 
在Jupyter Notebook中，斯蒂文进行了以下操作。
 
（1）预处理数据，包括平衡样本、特征子集和独热编码。
 
（2）直接使用scikit-learn中的决策树模型来分类良性贷款和恶性贷款。
 
（3）编写程序构建决策树，包括计算误分类个数、选择最佳特征分裂、创造叶结点，考虑3大停止条件并预修剪决策树。
 
（4）探索决策树模型，包括探索最大树深、最小误差减小值、节点包含数据最小个数等。
 
用手机扫描参考资料[1]中的二维码可以获取代码实战的内容。
 
9.3 总结
 
决策树的生成过程非常直观，也容易被人理解，它不依赖相关领域知识，而仅仅使用一种选择分裂准则来递推。该准则是将数据“最好”地划分为不同的类别。这个“最好”通常用错误率、信息增益、信息增益比和基尼指数4种度量指标来量化。
 
当决策树过于茂密（复杂）时，一定要修剪，防止过拟合。决策树的修剪过程包括预修剪和后修剪，前者是未雨绸缪，以防止决策树过于复杂，而后者则是亡羊补牢，进而简化决策树。
 
即便经过预修剪和后修剪，单棵决策树还是有可能过拟合，通常的解决方法是将树按并行或按顺序的方式集合起来。在第12章中会介绍如何构建并结合多个学习器来完成学习任务，在保证模型准确度的同时，也提升了模型防止过拟合的能力。这两大类集成学习方法是：
 
● 自助聚合法
 
● 提升法
 
以决策树为具体模型，并行类的提升法就是随机森林，而顺序类的提升法就是逐步提升和梯度提升，这些集成模型在第13章中会细讲。
 
参考资料
 
1.决策树之玩转借贷俱乐部
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2.Machine Learning Specialization,Classification-Decision Trees[course]
 
Emily Fox,Carlos Guestrin,Coursera,University of Washington
 
3.《统计学习方法》[book]
 
李航 著，北京：清华大学出版社，2012年3月（第5章-决策树）
 
4.《机器学习》[book]
 
周志华 著，北京：清华大学出版社，2015（第4章决策树）
第10章
 人工神经网络
 
The more you unlearn,the more you will learn.
 
引言
 
斯蒂文的老板是公司的高层管理者，有一天，他突然想了解神经网络，但是他不懂其中的细节，因此，他希望斯蒂文能像教小学生一样向他讲解神经网络。
 
 
 老板：什么是神经网络（Neural Network）？请你用教小学生的方式向我讲解。
 
 斯蒂文：神经网络就是由神经元（Neuron）组成的系统，如下图所示。
 
  
  [image: ] 
  神经元
 
 
 
 老板：我是说机器学习方面的神经网络，即人工神经网络（Artificial Neural Network，ANN）！
 
 斯蒂文：小学生是听不懂ANN的，必须要从生物层面谈起！必须从神经元谈起！
 
 老板：请你继续。
 
 斯蒂文：神经元有许多树突（Dendrite）用来输入（Input），有一个轴突（Axon）用来输出（Output），如下图所示。
 
  
  [image: ] 
  神经元从树突输入，向轴突输出
 
 
 
 老板：目前你说的只是一个神经元，它们怎么形成一个网络呢？
 
 斯蒂文：神经元有两个特性：兴奋性和传导性。兴奋性是指当刺激强度未达到某一个阈值时，神经冲动不会发生；当刺激强度达到该阈值时，神经冲动发生并能在瞬时达到最强。传导性指的是相邻的神经元靠它们之间的小空隙进行传导。该空隙叫作突触（Synapse），它在不同神经元之间传递神经冲动。如下图所示，突触将神经元A和B连在一起，当有很多突触连接很多神经元时，就形成了一个神经网络。
 
  
  [image: ] 
  神经元之间靠突触来传递神经冲动
 
 
 
 老板：现在我还能听得懂，那么ANN是怎么模仿神经网络这个机制的呢？
 
 斯蒂文：ANN用转换函数（Transfer Function）来模拟神经冲动；用输入和输出来模拟树突和轴突做的事情；用层（Layer）来连接神经元，使“上一层神经元的输出经过转换函数变成下一层神经元的输入”。
 

 
本章的思维导图如下图所示。
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10.1 基本知识
 
10.1.1 转换函数
 
在人工神经网络的世界里，层与层之间是靠转换函数连接的，而转换函数就是一种将输入转成输出的函数。下图中总结了MATLAB里自带的转换函数。
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 MATLAB里自带的转换函数
 

 
下表中介绍了3种最简单的转换函数：purelin、hardlim和logsig函数。
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此外，poslin、softmax和tansig函数在深度神经网络（DNN）里处处可见，分别对应着relu、softmax和tanh函数。
 
10.1.2 单输入单层单输出神经网络
 
最简单的神经网络只包含一个输入x、一个神经元和一个输出y，如下图所示。
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 单输入单层单输出神经网络
 

 
从x生成y的过程如左图所示。
 
（1）用x乘以权重w得到wx。
 
（2）用1乘以偏差b得到b。
 
（3）将wx和b相加得到z：z=wx+b。
 
（4）用转换函数f将z转换成y=f（z）。
 
10.1.3 多输入单层单输出神经网络
 
下面加一点难度。把一个输入x变为多个输入 {x1，x2，…，xR}，神经元和输出y还是只有一个。
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 多输入单层单输出神经网络
 

 
从 {x1，x2，…，xR} 生成y的过程如左图所示。
 
（1）用x1乘以权重w1得到w1x1。
 
(2)……
 
（3）用xR乘以权重wR得到wRxR。
 
（4）将之前所有值累加得到w1x1+…+wRxR。
 
（5）用1乘以偏差b得到b。
 
（6）将w1x1+…+wRxR和b相加得到z。
 
（7）用转换函数f将z转换成y=f（z）。
 
笔者每次写w1x1+…+wRxR这个公式时都觉得相当啰唆和难看，下面引入向量来简化此公式。
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 多输入单层单输出神经网络（矩阵形式）
 

 
令wx=w1x1+…+wRxR，其中w是行向量，x是列向量，这样定义就是为了避免引进转置符号。
 
从x生成y的过程如左图所示。
 
（1）用x乘以权重w得到wx。
 
（2）用1乘以偏差b得到b。
 
（3）将wx和b相加得到z：z=wx+b。
 
（4）用转换函数f将z转换成y=f（z）。
 
10.1.4 多输入单层多输出神经网络
 
下面再加一点难度！
 
● 把一个输入x变成多个输入 {x1，x2，…，xR}。
 
● 把一个神经元变成多个神经元。
 
● 把一个输出y变成多个输出 {y1，y2，…，yS}。
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 多输入单层多输出神经网络
 

 
从 {x1，x2，…，xR} 生成 {y1，y2，…，yS} 的过程如左图所示。
 
（1）用x1乘以权重w1，1得到w1，1x1。
 
(2)……
 
（3）用xR乘以权重w1，R得到w1，RxR。
 
（4）将之前所有值累加得到w1，1x1+…+w1，RxR。
 
（5）用1乘以偏差b1得到b1。
 
（6）将w1，1x1+…+w1，RxR和b1相加得到z1。
 
（7）用转换函数f将z1转换成y1=f（z1）。
 
(8)……
 
（9）重复（1）～（7）步得到y2，…，yS。
 
其中wi，j代表xj到第i个神经元的权重。而且x和y的个数可以不相等，即R可以不等于S。
 
同样，上面的公式wi，1x1+…+wi，RxR，i=1，2，…，S看起来太臃肿，没有美感，下面引进矩阵来简化符号。
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 多输入单层多输出神经网络（矩阵形式）
 

 
矩阵W和列向量b、x、y的表达式如左图所示，那么从x生成y的过程如左图所示。
 
（1）用x乘以权重W得到Wx。
 
（2）用1乘以偏差b得到b。
 
（3）将Wx和b相加得到z：z=Wx+b。
 
（4）用转换函数f将z转换成y=f（z）。
 
10.1.5 多输入多层多输出神经网络
 
最后将难度加到最大，将单层神经网络变为多层神经网络，需要注意以下两点：
 
● 每层L都有自己的权重矩阵WL和偏差列向量bL，而且含有的神经元个数可以不同，定义SL为其个数。
 
● 输入数据x可被认为在第0层，因此，将其个数R定义成S0，即R=S0。
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 多输入多层多输出神经网络
 

 
假设神经网络有3层，那么从[image: ]生成[image: ]的过程如左图所示。
 
（1）用x1乘以权重[image: ]得到[image: ]。
 
(2)……
 
（3）用[image: ]乘以权重[image: ]得到[image: ]。
 
（4）将之前所有值累加得到[image: ]+…+[image: ]。
 
（5）用1乘以偏差[image: ]得到[image: ]。
 
（6）将[image: ]+…+[image: ]和[image: ]相加得到[image: ]。
 
（7）用转换函数f将[image: ]转换成[image: ]。
 
（8）重复（1）～（7）步得到[image: ]。
 
（9）重复（1）～（8）步得到[image: ]。
 
（10）再重复（1）～（8）步得到[image: ]。
 
其中，[image: ]代表第L-1层的第j个神经元到第L层的第i个神经元的权重。
 
之前的表达式不用矩阵来简化还能让人忍受，现在这种多层神经网络的表达式如果不用矩阵形式来简化则会让人非常痛苦。
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 多输入多层多输出神经网络（矩阵形式）
 

 
在第L层，定义矩阵WL和列向量bL、x、yL的表达式如左图所示，那么从x生成y3的过程如左图所示。
 
（1）用x乘以权重W1得到W1x。
 
（2）用1乘以偏差b1得到b1。
 
（3）将W1x和b1相加得到z1：z1=W1x+b1。
 
（4）用转换函数f将z1转换成y1=f（z1）。
 
（5）重复（1）～（4）步得到y2=f（z2）=f（W2y1+b2）。
 
（6）再重复（1）～（4）步得到y3=f（z3）=f（W3y2+b3）。
 
每层的所有神经元都连接下一层的所有神经元，这种神经网络被称为全连接前馈（Fully Connected Feedforward）神经网络。
 
10.2 模型应用
 
10.2.1 创建神经网络模型
 
如何在MATLAB中生成一个全连接前馈神经网络呢？使用下面这行代码即可实现。
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feedforwardnet函数中没有传入任何参数，MATLAB会生成一个默认的全连接前馈神经网络，它只有1层隐藏层（10个神经元）。此行代码会产出类型为Network的变量net，并打印其名称、维度、连接、函数等信息，如下所示。
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有的读者会问：只可能是第1层连着第2层吗？在神经网络中有可能是自己层连着自己层（情况一），或者第2层连着第1层（情况二）的情况吗？答案是有可能，循环神经网络（Recurrent Neural Network，RNN）就是情况一，双向循环神经网络（Bidirectional Recurrent Neural Network，BRNN）就是情况二，但这些神经网络的知识超出本书讨论的范围。
 
如果觉得上面的解释不直观，那么在MATLAB中还可以使用可视化网络这个功能，还是使用以下一行代码即可实现。
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可视化后的图片如下图所示（建议一边看图，一边理解上面讲的神经网络维度和层与层之间的连接）。
 
 
 [image: ] 
 单层神经网络的可视化
 

 
有的读者肯定会想，谁会用只有一层隐藏层的神经网络？不要小看MATLAB，再试试下面这一行代码。
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给feedforwardnet函数传入[5 6 7]，指明这个net有3层隐藏层，每层含有的神经元分别是5个、6个和7个。经过上面的解释，相信读者可以读懂下表所示的信息，而且根据其可视化图也知道这个3层隐藏层的神经网络是如何连接的。
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 续表
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这个3层隐藏层的神经网络的可视化图如下图所示。
 
 
 [image: ] 
 三层隐藏层的神经网络的可视化图
 

 
10.2.2节和10.2.3节用MATLAB里的神经网络函数来解决两个实际问题：房价拟合和癌症识别。解决这些问题的工作流程都有以下7个主要步骤。
 
（1）收集数据。
 
（2）创建神经网络模型。
 
（3）配置神经网络模型。
 
（4）初始化权重和偏差。
 
（5）训练神经网络模型。
 
（6）验证神经网络模型。
 
（7）使用神经网络模型。
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 MATLAB里神经网络的GUI主界面
 

 
步骤（2）～（7）可以自己编写程序来实现。更方便的方法是通过MATLAB里的图形用户界面（Graphical User Interface，GUI），在命令栏里输入nnstart，出现如上图所示的界面后，一步步按照提示进行操作，就可实现神经网络了。
 
10.2.2 回归应用
 
神经网络可以解决回归问题。以AND函数为例，在MATLAB中规定了输入X和输出y要写成以下数组格式。
 
X =[0101;0011]
 
y =[0 0 0 1]
 
在MATLAB中，X的每一行代表一组特征，每一列代表一组数据（与1.3.1节中介绍的符号惯例正好相反），如下图所示。
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0代表false，1代表true，y=x1∩x2，具体来说：
 

 [image: ]

 
用MATLAB的GUI实现回归ANN的步骤如下。
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 续表
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Body Fat的数据明细和相对应的在MATLAB中生成的矩阵如下图所示。
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从上面的数据明细中可以看出总共有252个数据，其中X有13列，包括人均犯罪率、房间数、学生与老师的比率、房地产税等，而y记录着房价中位数。下面接着上面的步骤操作，如下表所示。
 
 
 续表

 [image: ]

 
训练完之后得到如下图所示的结果。
 
 
 [image: ] 
 结果概要
 

 
左图所示的是训练完的结果概要，整个界面分为Neural Network、Algorithms、Progress和Plots四小块。
 
● Neural Network部分显示了解决该问题的神经网络图。
 
● Algorithms部分显示了随机划分数据方法、LM算法和MSE性能评估。
 
● Progress部分展示了算法只用了15次迭代（总共1000次）就终止了，用时几乎为零，MSE为337，梯度为62.2 （比较大，可能不是最优解）等。
 
● Plots部分中有5种绘图种类可供显示。
 
 
 续表
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 续表
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运行上面的GUI，得到的结果通常有3种情况：
 
（1）如果训练结果不好，则证明神经网络欠拟合，可以增加隐藏层的层数或神经元个数，再次训练。
 
（2）如果训练结果好但测试结果不好，则证明神经网络过拟合，可以减少隐藏层层数或隐藏层神经元个数，再次训练。
 
（3）如果训练和测试结果都很好，那么大功告成。
 
这个GUI更强大的功能是它可以自动帮用户生成所有代码、应用程序和绘图。单击右图中的“Simple Script”或者“Advanced Script”按钮可以使用代码重现之前所有步骤的操作（见右图）。
 
GUI的好处是让用户有更多的自由度来修改每个步骤设定的一些参数，比如训练集、验证集和测试集的划分比例，例如根据用户的需求打印出相应的图等。
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 GUI
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有了代码，现在你可以自由地修改程序来得到自己想要的结果（其中改动的地方用黄色底色标出）。
 
修改1：可以选择其他数据集。如果不知道MATLAB中自带了哪些数据，那么在命令窗口里输入help nndatasets便一目了然，具体如下所示。
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修改2：假如训练结果不佳，那么你可以将LM算法改成BR或SCG算法。如果你不知道MATLAB中自带哪些算法，那么在命令窗口里输入help nntrain便一目了然，如下所示。
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修改3：当然也可以改变隐藏层的神经元的个数，还可以增加隐藏层的层数。其奥妙在于怎么用fitnet函数。
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当该函数的第一个参数是一个标量，比如10，代表只有1层隐藏层，而且含10个神经元；如果需要3层隐藏层，则每层含有神经元的数量分别是6个、8个和5个，修改之后的代码如下所示：
 

 [image: ]

 
修改4：假如数据足够多，那么你可以另设一套比例来划分训练集、验证集和测试集（减小训练集的份额，增大验证集和测试集的份额），比如50%∶30%∶20%，修改之后的代码如下所示。
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此外，训练和测试的代码是标准化的，因此第21～29行代码不需要任何修改。
 
第30代码中的view（net）用来可视化神经网络，如下图所示。
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 解决回归问题的神经网络的可视化
 

 
第34～38代码输出性能图、训练状态图、误差柱状图、回归图和拟合图，去掉每行前面的“%”即可。
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10.2.3 分类应用
 
神经网络可以解决分类问题。以Exclusive-OR函数为例，在MATLAB中，规定输入X和输出y要写成以下数组（array）格式。
 
X =[0101;0011]
 
y =[0101;1010]
 
X 很好理解，y是分类型变量，怎么有两行呢？原因是MATLAB不用1、2、3标量代表类1、2、3，而用独热编码（One-hot Encoding）的向量代表类1、2、3，比如[1 0 0]T代表类1，[0 1 0]T 代表类2，[0 0 1]T 代表类3。
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这种向量表达方式就是先确定好类的个数，用K表示，那么第k类就是
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其中向量的第k个元素为1，其余是0。
 
用MATLAB的GUI实现分类ANN的步骤如下所示。
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 续表
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Breast Cancer的数据明细和在MATLAB中生成的对应矩阵如下表所示。
 

 [image: ]

 
从上表所示的代码中可以看出总共有699个数据，其中X有9列，包括团块厚度、细胞大小一致性、细胞形状一致性、正常核仁、有丝分裂等，而Y记录良性（用[1 0]T表示）的和恶性（用[0 1]T表示）的独热编码方式。接着上面的操作，如下表所示。
 
 
 续表
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 续表

 [image: ]

 
 
 续表
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 续表
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进行和第10章一样的操作，自动生成的代码如下所示。
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细心的读者可以发现，这段代码和之前实现的ANN回归那段代码非常相似，而过程几乎一模一样（见下图），包括引入数据、确定算法、创建网络、训练网络、测试网络、可视化网络、可视化最终结果。整个代码逻辑非常清晰，如果需要修改哪个步骤，那么可参考10.2.2节后半部分的内容。最后用view（net）命令来可视化神经网络。
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 解决分类问题的神经网络的可视化
 

第11章
 正向/反向传播
 
Forward propagate the value;backward propagate the derivative.s.
 
引言
 
考你一道非常简单的题，给定表达式：
 
e=(a+b)×(b+1)
 
并给定一组值a和b，比如a=2，b=1，下面计算：
 
● e的值；
 
● e对a，b的变化率（即a和b变化1个单位，e变化多少个单位）。
 
将a和b的值代入表达式c=a+b，d=b+1中，画出下图所示的计算图（Computational Graph）。图中有3个运算符：两个加法（+）和一个乘法（×）。蓝绿色六边形里面的是常数，红色六边形里面的是变量。
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 计算图
 

 
当a=2，b=1时，从下往上（黑色箭头）计算出c=3，d=2以及e=6。整个过程就是正向传播（Forward Propagation），顾名思义，就是沿着正方向进行计算。
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 给a，b赋值做正向传播计算e
 

 
接下来要计算e对a、b、c和d的变化率，首先来看看每条边（Edge）的偏导数，如下图所示。
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 在每条边上记录偏导数
 

 
对于c=a+b，
 
● 当a变化1个单位时，c变化1个单位，即∂c/∂a=1/1=1。
 
● 当b变化1个单位时，c变化1个单位，即∂c/∂b=1/1=1。
 
对于d=b+1，当b变化1个单位时，d变化1个单位，∂d/∂b=1/1=1。
 
对于e=c×d，
 
● 当c变化1个单位时，e变化d个单位，∂e/∂c=d/1=d。
 
● 当d变化1个单位时，e变化c个单位，∂e/∂d=c/1=c。
 
有了每条边的偏导数，计算e对于a或b的变化率就是加总所有经过a或b的路径（Sum Over Path），如下图所示。
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 沿路径汇总得到e对a和b的偏导数
 

 
∂e/∂a有一条路径，可以理解当a变化1个单位时，c变化1个单位，e变化2个单位，则有∂e/∂a=∂e/∂c×∂c/∂a=2
 
∂e/∂b有两条路径，可以理解为当b变化1个单位时，
 
● 则c变化1个单位，e变化2个单位；
 
● 则d变化1个单位，e变化3个单位。
 
有∂e/∂b=∂e/∂c×∂c/∂b+∂e/∂d×∂d/∂b=2+3=5。
 
在计算变化率问题上，有正向微分（见下图左图）和反向微分（见下图右图）两种类型：
 
（1）从b开始正向往上计算所有节点上变量对b的导数，该操作叫作正向微分（Forward-mode Differentiation）。
 
（2）从e开始反向往下计算e对所有节点上变量的导数，该操作叫作反向微分（Backward-mode Differentiation）。
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 正向微分和反向微分
 

 
在神经网络里，把e当作误差函数，而把a、b、c和d当作权重，在用梯度下降法求这些权重的最优解时，需要求误差函数对它们的偏导数（即变化率的极限）。那么，明显反向微分是计算偏导数的更好方式。而这个反向微分过程的专业术语是反向传播（Backward Propagation，Backprogapation），顾名思义就是沿着反方向进行计算。引言中的例子参考自大名鼎鼎Chris Olah的博客文章[1]，本章的思维导图如下图所示。
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11.1 基础知识
 
11.1.1 神经网络元素
 
本节的目的是让读者弄清神经网络里的每个概念和其运作原理，为了达到此目的，首先介绍一套系统的数学符号。乍一看这些数学符号时，你可能会头晕目眩，但是看完本节内容后，相信你一定能明白这些数学符号。花一点时间弄清楚它们是绝对值得的。
 
首先以极简的方式来概括神经网络。
 
● 神经网络是分层的。
 
● 神经网络的每层上都是有节点的。
 
● 节点和节点之间是由箭头连接的。
 
● 节点上是有转换函数的。
 
● 箭头上是承载着权重的。
 
之后从最初的输入开始，乘以权重生成得分，通过转换函数生成输出，一层层地，直到最后一层。
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 续表
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 续表
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在第L层上，一般节点都是接收一个信号z（又称得分），并发出一个信号x：
 
● 权重wL的上标为L，表示它从上一层（L-1层）来，并走向下一层（L层）。
 
● L-1层的输出信号xL-1乘以权重wL得到得分zL。
 
[image: ]是权重，来自L-1层的节点i，去向L层的节点j。
 
[image: ]是得分，也是L层的节点j的输入信号。
 
[image: ]是L层的节点j的输出信号。
 
数学表达形式：从L-1层到L层，给出以下数学符号定义：
 
● L-1层有dL-1+1个节点，标注为0，1，…，dL-1。
 
● L层有dL+1个节点，标注为0，1，…，dL。
 
● 偏差节点标注为0。
 
这三种情况的具体介绍如下所示。
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 从L-1层单输入到L层单输出
 

 
情况1：一节点对一节点（见左图）
 
● 红色的wL代表权重。
 
● 蓝色的下标i代表权重来自第L-1层的节点i。
 
● 绿色的下标j代表权重走向第L层的节点j。
 
● 褐色的[image: ]代表分数。
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 从L-1层多输入到L层单输出
 

 
情况2：多节点对一节点（见左图）
 
● 红色的wL代表权重。
 
● 蓝色的下标0，1，…，dL-1代表权重来自第L-1层的节点0，1，…，dL-1。
 
● 绿色的下标j代表权重走向第L层的节点j。
 
● 褐色的[image: ]代表分数。
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 从L-1层多输入到L层多输出
 

 
情况3：多节点对多节点（见左图）
 
● 红色的wL代表权重。
 
● 蓝色的下标0，1，…，dL-1代表权重来自第L-1层的节点0，1，…，dL-1。
 
● 绿色的下标1，2，…，dL代表权重走向第L层的节点1，2，…，dL。
 
● 褐色的[image: ]代表得分。
 
矩阵表达形式：能把情况3的代数式写成矩阵形式是弄懂整个正向传播和后向传播算法的关键，首先定义以下矩阵：
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下面用矩阵形式，通过3步操作完成一轮从L-1层到L层的完整运算，如下表所示。
 

 [image: ]

 
11.1.2 链式法则
 
链式法则分为以下两种情况。
 
情况一：y=f（x），z=g（y），计算x对z的影响。
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情况二：x=f（s），y=g（s），z=h（x，y），计算s对z的影响。
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11.2 算法介绍
 
11.2.1 正向传播
 
正向传播就是在已知所有权重和转换函数的情况下，输入一个数组，一层层地向前（正方向）推进，最后输出一个数组。
 
1.简单示例
 
当输入为[11-1]时，下图所示的神经网络展示了如何从最初输入到最终输出，假设f=1/（1+e-s）。具体过程如下表所示。
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 正向传播计算示例一
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再试一试当输入为[1 0 0]时的计算流程。
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 正向传播计算示例二
 

 
至此，可以把整个神经网络看成一个函数h，而权重W就是这个函数h的参数。正向传播就是在计算y=hW（x）：“喂”给神经网络n个x，通过正向传播神经网络“吐”出n个y。
 
2.复杂推导
 
学习完以上简单示例后，我们需要用严谨的数学符号来描述整个正向传播的流程。将一系列线性方程用矩阵形式表示，这对编写代码是有好处的。首先明确算法里需要用到的符号，如下表所示。
 

 [image: ]

 
看到这么多符号你有没有想放弃学习？这些矩阵和向量是如何联系起来的？在继续往下看之前建议先复习11.1节的内容！
 
一开始写出每一层的运算公式太麻烦，让我们先把注意力放在从L-1层到L层的正向传播算法上，其流程图如下图所示。
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 从L-1层到L层的正向传播
 

 
该流程图表达的意思是：
 
（1）权重wL乘以L-1层的输出xL-1，生成得分zL，作为L层的输入。
 
（2）分数zL通过转换函数生成f（zL）。
 
（3）对f（zL）加入偏差项1后整合成L层的输出xL。
 
明白从L-1层到L层的正向传播算法之后，再将L从1列举到M就很简单了。当然第0层就是输入层，需要做初始化；第M层就是输出层，是我们想要的最终结果。正向传播算法如下表所示。
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整个正向传播的流程如下所示。
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现在你可以说，给定一组输入x和全套权重W，你就能算出一组输出hW（x）。这种正向计算非常简单，只要你能摸清算法的流程，就可以一气呵成地计算下去。你可以把ANN想象成一个计算器或者函数（它有自己的一套参数，即权重），“喂”给它一组输入，它“吐”出一组输出。
 
11.2.2 梯度下降
 
11.2.1节介绍了ANN正向传播算法，此过程很简单，但有一个前提就是权重已知，但是在实际中权重通常是未知的，需要通过以下步骤来调整。
 
（1）计算出一组输出hW（x）。
 
（2）获取一组实际标识y。
 
（3）调整全套权重W来最小化两者的差异。
 
给定一个样例（x（i），y（i）），第1步是用正向传播算法得到hW（x（i））的一个关于W的表达式；第2步是直接获取y（i），第3步是最小化hW（x（i））和y（i）的差异，需要选择一个损失函数l，以平方差类型为例：
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误差函数J（W）则是所有样例上损失函数的加总：
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用梯度下降来最小化J（W）而求得最佳权重，算法如下：
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在计算J（W）的梯度之前，我们先看一看W里面到底有多少个参数：
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因为每个wL的大小都是dL（dL-1+1），因此，W的参数个数Q为
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将 ∇J（W）的每一项都写出来，就是一个巨大的列向量，有上百万个参数也是很常见的：
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用有限差分（Finite Difference）可以计算出梯度向量里面每一项的偏导数，但是计算复杂度为O（Q2），效率很低。这时大名鼎鼎的反向传播算法（计算复杂度只为O（Q））终于要登场了。
 
11.2.3 反向传播
 
正向传播是按网络正方向计算每一层对应的得分z和输出x；与之对应的反向传播是按网络反方向计算每一层对应的偏导数∂J/∂W。
 
1.简单示例
 
还是以正向传播中介绍的那个简单的神经网络为例，假设最后的误差函数是l，下面计算l对某一个权重w的偏导数∂l/∂w。
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 简单的神经网络
 

 
根据链式法则（见11.1.2节），∂l/∂w可以被拆分成∂z/∂w和∂l/∂z：
 
（1）∂z/∂w用正向传播计算（得分z已知）。
 
（2）∂l/∂z则需要用反向传播计算。
 
 
 [image: ] 
 用链式法则计算损失函数对权重的偏导数
 

 
具体步骤如下所示。
 
第1步：计算∂z/∂w（注意下图中红色字体部分）。
 
 
 [image: ] 
 计算得分对权重的偏导数
 

 
显然z是w的一个线性组合，其系数就是相对应的x，那么∂z/∂w=x。
 
下图中给出一个具体计算∂z/∂w的例子。
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 计算得分对权重的偏导数的简单例子
 

 
第2步：计算∂l/∂z，又根据链式法则（见11.1.2节），∂l/∂z可以被拆分成∂l/∂a和∂a/∂z。
 
第2.1步：先求简单的∂a/∂z（注意右图中红色字体部分）。
 
a是得分z经过函数f生成的输出a=f（z），有∂a/∂z=f′（z）。
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 计算输出对得分的偏导数
 

 
第2.2步：再尝试求∂l/∂a（注意右图中红色字体部分）。
 
一次性得到∂l/∂a表达式很困难，从a开始之后每层得分都和a有关，直到最后一层。那么就先往后面看一层，由链式法则得到右图所示的红色公式。
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 计算损失函数对输出的偏导数
 

 
将第2.1和2.2步得到的结果进行综合，便可推出下式（其中最美妙的地方就是蓝色的偏导数）。
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● ∂l/∂z是前一层的l对得分z的偏导数。
 
● ∂l/∂p和∂l/∂q是后一层的l对得分p和q的偏导数。
 
这样递推关系就建立起来了。
 
第3步：再往后面试一层如何？
 
情况1：如果下一层是输出层，就完成任务了，因为∂l/∂q可以显性写出（见右图），所以：
 
● ∂l/∂y1可以显性写出。
 
● ∂y1/∂p可以显性写出，y1=f（p）。
 
情况2：如果下一层还是隐藏层，则再重复一遍第2.2步的过程，如右图所示。
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 计算损失函数对输出的偏导数
 

 
好消息是，一直就像情况2这么递推下去，总会遇到情况1，此时就大功告成了。
 
2.复杂推导
 
现在让我们将注意力锁定在第L层，在推导前，先来热身看一看证明中需要用到的3个重要公式[E1]、[E2]和[E3]。
 
热身1：从L-1层的输出到L层的得分，再转换成L层的输出，具体过程见下图中绿色方框里的内容。
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 公式[E1]和[E2]的推导
 

 
热身2：从L层的输出到L+1层的得分，再转换成L+1层的输出，见下图绿色方框里的内容。
 
 
 [image: ] 
 公式[E3]的推导
 

 
热身完后，代入公式[E1]、[E2]和[E3]来证明从L+1层到L层反向传播算法的核心公式（细节推导见本章附录A）：
 

 [image: ]

 
从L+1层到L层反向传播算法的流程图如下图所示。
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 从L+1层到L层的反向传播流程图
 

 
该流程图表达的意思是：
 
（1）L+1层的敏感度δL+1乘以L+1层权重WL+1的转置，去掉第一个元素得到一个向量V。
 
（2）向量V的每个元素乘以转换函数的导数f′（zL），每个元素得到L层的敏感度δL。
 
明白从L+1层到L层的反向传播算法后，将L从M-1列举到1就简单了。第M层是输出层，需要做初始化。
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11.2.4 代码实现
 
1.在MATLAB中的实现
 
问题描述：用只带一层隐藏层的神经网络来识别黑白的手写数字。
 
本案例的数据集中有5000张手写图片，右图是随机打印出来其中的100张图片。
 
● 每一个数字由（784（28×28）个像素）组成。
 
● 每个像素是一个0～255的实数值，代表着对应点上的灰色强度。
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 黑白的手写数字
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 数字8作为神经网络的输入
 

 
数字8的图片被分解成784（28×28）个像素，其中灰色强度值作为神经网络的输入层中的784个神经元的输入值。经过隐藏层后，在输出层产出10个概率值。在上例中，对应数字8的输出概率值为0.93，因此，该神经网络识别图片中的数字是8。
 
数据解析：这里需要把“手写图片的原始数据格式”转换成“MATLAB特有的数值格式”。在MATLAB里：
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● 用矩阵X代表整个数据集的输入，将28×28的网格“展开”成784维的向量。每一个示例的输入是X的一行，那么X的大小是5000×784。
 
● 用列向量y代表整个数据集的标签，用1～9来标记“数字1～9”，用10来标记“数字0”。每一个示例表示的是一个y，那么y的大小是5000×1。
 
接下来编写函数error_function，其输入是 {权重，每层节点数，图片像素值，图片数字，惩罚系数}，输出是 {误差函数，梯度}，如下所示。
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误差函数值J是由正向传播算法算出的，而梯度grad是由反向传播算法算出的。首先不考虑正规项，即设置lambda=0。
 
正向传播：由于函数error_function的输入变量W_vec是一个非常长的1维向量，为了运算方便，我们用vec2cell函数先将向量W_vec转换成元胞数组W_c。代码如下所示。
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根据算法9，在error_function函数里首先要编写正向传播算法，代码如下所示。
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上面代码的注释已经非常详细了，读者学完11.2.1节的流程图和算法后会很容易看懂，除了第19行：
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大家肯定觉得奇怪，y应该是一个5000×1的向量，在这里怎么变成一个矩阵了呢？原因是这里使用了独热编码，用10×1的向量代表数字i，而该向量的第i个元素是1，其他元素为0，如下图所示。
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y_mat的大小为5000×10，初始值都为0。
 
根据上面使用独热编码将数字转换成向量这个过程，那么应该给y_mat的每一行（见1：length（y））的第y列（见y′）赋值为1。而MATLAB的sub2ind函数可以完成这样的赋值。
 
反向传播：根据算法9，在error_function函数里再编写反向传播算法，代码如下所示。
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上面代码的注释已经非常详细了，读者学完11.2.3节里的流程图和算法后会很容易看懂。
 
梯度检验：W_grad_c元胞数组中的每个元素中存储一个梯度矩阵，将每个矩阵展开成1维列向量，再串连起来，代码如下所示。
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其中，arrayfun是将“元胞数组变成数组向量”这个操作应用在每个W_grad_c元素上，由于该操作的输出是大小不同的数组向量，因此'UniformOutput'应该设为false。
 
用反向传播算出梯度后，就可以用梯度下降来求最优权重了。但是，怎么能保证算出的梯度就是对的呢？一个有效的方法就是用有限差分来求数值解的梯度 ∇J（W），和反向传播算出的梯度相比，其过程如下：
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其中
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将上面的数学表达式转换成代码得到：
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结果如上表的右半部分所示，我们发现左列用反向传播与右列用有限差分生成梯度的相对差异非常小（2.3671×10-11）。
 
其他技巧：现在整套训练ANN的程序基本上实现了，除了两个问题：
 
（1）如何给定权重W的初始值？
 
（2）如何防止人工神经网络模型过拟合？
 
第一个问题好解决，根据经验，wL初始值为：
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第二个问题需要引入正规项（类似于岭回归和线性回归）：
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其中，
 
● λ是正则项的惩罚系数，是一个超参数（Hyper-Parameter）。
 
● 蓝色项表示W中的每个元素乘以每个元素的和（剔除偏置项）。
 
为了选择最优λ，我们将5000个数据按4：1的比例随机分成两个数据集：4000个数据用于训练权重，1000个数据用于验证及调参，给定一组λ={10-2，10-1.5，10-1，…，10，101.5，102}，画出训练误差和测试误差，如下图所示。
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 不同惩罚系数下的训练误差和验证误差
 

 
由左图可以发现：
 
● 训练误差随着λ的增加而增加，在λ小于1时，训练误差几乎为0。
 
● 验证误差随着λ的增加先减小再增加，在λ等于10-0.5时，达到最低，大概为7%。
 
这对只有一层隐藏层的ANN来说，结果还可以。
 
2.在Keras中的实现
 
Keras是一个高层神经网络API。Keras由Python编写而成，并以TensorFlow、Theano及CNTK为后端。如果你想最快地把想法转化成结果，那么Keras是最好的选择。与11.2.4节的用MATLAB从头到尾编写正向传播算法和反向传播算法来实现ANN不同，在Keras中可以直接用其自带的模型实现。巧的是，Keras里的核心数据就是“模型”，这里的模型指的是一种组织网络层的方式。在Keras中用的最多的就是Sequential模型，顾名思义，它是由一系列网络层按顺序构成的，用add函数一层层地加。
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先定义Sequential函数，再添加（add函数）、编译（complie函数）、训练（fit函数），而且对于每个函数都可以灵活设置各种参数，现在你领略到Keras的简洁、高雅和功能强大了吗？
 
11.3 总结
 
本章内容主要参考了参考资料[2]。ANN的正向传播和反向传播其实并不难：
 
● 正向传播 就是把权重当已知量，从头算到尾得到输出值。
 
● 反向传播 就是把权重当未知量，从尾推到头得到偏导数。
 
而计算权重或调取ANN参数的过程可以总结为以下三步：
 
（1）用正向传播计算预测值（以一种权重的函数形式）。
 
（2）用反向传播计算梯度值（用到上一步的预测值和真实值）。
 
（3）用批量或随机梯度下降求出最优权重。
 
深度学习教父Geoffrey Hinton在20世纪80年代推广了反向传播算法，但是在2017年9月，他要将反向传播全部抛弃，从头再来。在反向传播中，需要给所有数据贴上标签，然后通过逐层调整权重从而最小化误差函数。但Hinton认为，“这不是大脑的工作方式，大脑显然不需要给所有的数据都贴上标签。为了能使神经网络更聪明，即能更好地发展无监督学习，就意味着要摆脱反向传播”。在2017年10月，他在关于胶囊网络（Capsule Network）的论文[3]中采用的动态路由的方法，就一点点在舍弃反向传播（没有完全舍弃）。科学每经历一次“葬礼”就前进一步。为了进步，必须要有全新的方法，希望推翻反向传播算法的一天能早一点到来。
 
参考资料
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2.Learning from Data:A Short Course.March 2012[notes]
 
Yaser S.Abu-Mostafa,Malik Magdon-Ismail,Hsuan-Tien Lin,e-Chapter 7,Neural Networks.
 
3.Dynamic Routing Between Capsules[paper]
 
Sara Sabour,Nicholas Frosst,Geoffrey E Hinton,26 Oct 2017.arXiv:1710.09829
 
技术附录
 
A.反向传播核心证明
 
第一步：明晰证明思路
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误差函数J是损失函数l的简单加总，J对参数WL的偏导数可以分解成
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累加符号里各项完全平行，因此只需证明其中某项∂l/∂WL即可。
 
由矩阵∂l/∂WL定义写出其显性表达形式，组成矩阵的元素为[image: ]。
 
推出[image: ]表达式，再合成矩阵形式，目标是能证明出以下公式：
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第二步：明晰核心过程
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根据链式法则情况1，则有公式1：
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红色项已解决，再从紫色项敏感度定义开始，根据链式法则情况1，则有公式2：
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绿色项已解决，再从蓝色项开始，根据链式法则情况2，则有公式3：
 

 [image: ]

 
将公式3代入公式2中，得到公式4：
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由于这个迭代关系是从后往前递推的，因此需要一个最终条件[image: ]，称为公式5：
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结合公式4和公式5得到：
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第三步：整理矩阵形式
 
将公式4里δ的标量形式写成矩阵形式得到：
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将公式5里δ的标量形式写成矩阵形式得到：
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有了δ矩阵形式，根据∂l/∂WL的定义和公式1有：
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第12章
 集成学习
 
A collective wisdom of many is likely more accurate than any one.-Aristotle
 
引言
 
故事一
 
斯蒂文平时喜欢投资，涉及外汇、商品和股票等资产类别。他投资的方式很特别，自己不做基本面分析或者技术分析，而只是结合（Aggregate）他的朋友（小王、小张和小杨）的意见做决策。对于是否投资某个资产组合，斯蒂文会问这3位朋友的意见，但是他会根据实际情况，采用3种不同结合意见的方式：
 
（1）如果只是斯蒂文主观地觉得他们的专业程度相同，那么斯蒂文让他们投票，并将意见均匀（Uniformly）结合得到最终意见。
 
比如小王反对投资，小张和小杨同意投资，那么斯蒂文最终决定要投资，这也是遵循少数服从多数的原则。
 
（2）如果斯蒂文主观地觉得他们都很专业，但还是有强弱之分，那么斯蒂文让他们投票，并将意见非均匀（Non-Uniformly）结合并得到最终意见。
 
比如小王反对投资，小张和小杨同意投资，但是斯蒂文觉得小王比他们两个更专业，最终斯蒂文决定不投资，这也是遵循加权少数服从加权多数的原则。
 
（3）如果他们有各自擅长的投资领域，那么斯蒂文将他们的意见条件（Conditionally）结合并得到最终意见。
 
比如小王擅长外汇类投资，小张擅长商品类投资，而小杨擅长股票类投资，那么斯蒂文会根据投资组合中的资产比重来听取他们的意见。
 
● 如果组合里大多是外汇即期和远期资产，那么他听小王的意见。
 
● 如果组合里大多是黄金和原油商品资产，那么他听小张的意见。
 
● 如果组合里大多是苹果公司和谷歌公司的股票资产，那么他听小杨的意见。
 
上面这个故事的寓意是，如果已经得到了一些意见或假设（Hypothesis），将这些假设结合起来，则有可能让预测效果变得更好。
 
故事二
 
斯蒂文是一名幼儿园教师，有一天，他要教小朋友如何从一堆水果中辨别出苹果。斯蒂文有10张苹果图片和10张非苹果图片，如下图所示。
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 20张水果图片（10张苹果图片和10张非苹果图片）
 

 
图中的20张水果图片就是20个例子。首先，斯蒂文告诉小朋友上面10张图片中显示的是苹果，下面10张图片中显示的不是苹果；之后他希望用这20个例子来教会小朋友辨别苹果，即让小朋友学会提取苹果的特征，在看到新的水果时，一下子就能辨别它是否是苹果。
 
 
 斯蒂文：看到这20张水果图片后，你怎么来描述苹果？
 
 小圆：苹果是圆的。
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小圆认为“圆”是辨别苹果的一个特征，根据这个特征，小圆可以从香蕉图片中识别出苹果，因为香蕉不是圆的。但是这个特征永远适用吗？不！小圆用“圆”这个特征来辨别苹果可能会犯两种错误：
 
（1）没识别出不圆的苹果（灰色叉子）。
 
（2）误识别其他圆形的水果为苹果（粉色叉子）。斯蒂文记下小圆犯了错的图片并将其放大，同时也缩小了小圆没犯错的图片（见左图）。
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现在识别苹果的第一个特征是“苹果是圆的”。
 
 
 斯蒂文：除小圆说的特征外，你还能怎样描述苹果？
 
 小红：苹果是红的。
 

 
注意，小红看到的图片和小圆看到的图片不大一样，因为斯蒂文根据小圆的作答，放大了他犯错误的图片且缩小了没有犯错的图片，因此小红（任何人）会把注意力放在大图上。在那些大图里，的确“红”是一个可以很好区分苹果和其他水果的特征。
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但是“红”这个特征是否适用那些小图（即小圆没犯错的图片）？不！小红用“红”这个特征来识别苹果可能会犯两种错误：
 
（1）没识别出不红（绿）的苹果（灰色叉子）。
 
（2）误识别红色的其他水果为苹果（粉色叉子）。斯蒂文又记下小红犯了错的图片并将其放大，同时也缩小小红没犯错的图片（见左图）。
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现在识别苹果的特征是“苹果有的是圆的，有的是红的”。
 
 
 斯蒂文：除小圆和小红说的特征外，你还能怎样描述苹果？
 
 小青：苹果是绿的。
 

 
诚然，在那些大图里，的确“绿”是一个很好的区分苹果和其他水果的特征。
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但是“绿”这个特征是否适用那些小图（即小红没犯错的图片）？不！小青用“绿”这个特征来辨别苹果可能会犯两种错误：
 
（1）没识别出不是绿色（红色）的苹果（很多灰色叉子）。
 
（2）误识别绿色的其他水果为苹果（粉色叉子）。斯蒂文又记下小青犯了错的图片并将其放大，同时也缩小了小青没犯错的图片，见左图。
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现在识别苹果的特征是“苹果有的是圆的，有的是红的，有的是绿的”。
 
 
 斯蒂文：除小圆、小红、小青说的特征外，你还能怎样描述苹果？
 
 小八：苹果是带把儿的。
 

 
在那些大图里，的确“带把儿”是一个很好的区分苹果和其他水果的特征。
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最后辨别苹果的特征是“苹果是有的圆，有的红或绿，带把儿的”。斯蒂文当然还可以继续问小朋友，随着这个过程的深入，小朋友学到的如何辨别苹果的特征会越来越全。即便每个小朋友只能从一个方面辨别苹果，但是结合起来的结论就很厉害了，有可能比一个专家来辨别苹果还要准确，这个过程就是一个增强或提升（Boosting）过程。这个故事的寓意是，如果有一群“弱鸡”假设，也可能将其提升成“战斗机”假设。
 
这两个故事都是从台湾大学林轩田教授的《机器学习基石》的课件[1]和[2]借鉴来的，本章的思维导图如下：
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12.1 结合假设
 
12.1.1 语文和数学
 
有T个假设函数ht（x），其中t=1，2，…，T，定义H（x）是它们以某种方式结合的假设函数。在本章引言故事一中的3种结合意见的方式都是描述分类问题的（决定投资还是不投资），而它们也可以用于处理回归问题。下面将这3种结合意见的方式（均匀结合、非均匀结合、条件结合）应用在两类问题（分类问题、回归问题）中的文字描述用数学形式表示出来。
 
1.均匀结合
 
对于分类问题，给每个假设的预测分类（1为正类，-1为负类）相同的票数（1票），再综合所有的票数；对于回归问题，平均每个假设的预测值（实数）。
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2.非均匀结合
 
对于分类问题，根据每个假设不同的信任程度，给它们的预测分类（1为正类，-1为负类）不同的票数，再综合所有的票数；对于回归问题，用常系数来线性组合每个假设的预测值（实数）。
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显然，均匀结合是非均匀结合的特例，对于分类问题，将wt设为1；对于回归问题，将wt设为1/T。
 
3.条件结合
 
对于分类问题，根据每个假设在不同的条件下，给它们的预测分类（1为正类，-1为负类）不同的票数，再综合所有的票数；对于回归问题，用函数系数来线性组合每个假设的预测值（实数）。
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显然，非均匀结合是条件结合的特例，对于分类问题和回归问题，将ct（x）设为wt。
 
把多个假设结合起来，如何能获得比单一假设还要好的性能呢？后面分别通过分类问题和回归问题来解释。
 
12.1.2 准确和多样
 
本节会解释在分类问题中，为什么结合假设比不结合假设好。假设我们有3个分类模型的表现，如下图所示。其中蓝色表示分类正确，红色表示分类错误，结合方式是均匀结合，即少数服从多数。
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 3种结合结果：性能提升、不变和降低
 

 
从上图可知：
 
● 在图1中3个h都只有66.6%的精度，但是没在相同的地方犯错误，结合之后的H的精度可达到100%。
 
● 在图2中3个h完全一样，都是66.6%的精度，因此结合之后的H的精度没有提高。
 
● 在图3中3个h都只有33.3%的精度，但是在相同的地方犯了错误，结合之后的H的精度为0%。
 
根据上例我们可以看出，好的结合假设要求每个假设函数要“好而不同”。
 
● “好”指的是假设函数要准确，不能像抛硬币一样只有50%的准确性。
 
● “不同”指的是假设函数要多样，即它们之间必须要有差异。
 
总的来说，每个假设函数的性能不能太差，而且相互之间越独立越好。
 
12.1.3 独裁和民主
 
本节解释在回归问题中，为什么结合假设比不结合假设好？首先定义
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其中符号Avg表示求算术平均值。
 
现在来看一看“独裁的一己之见ht和真实意见f的平均误差”与“民主的共识H和真实意见f的误差”的大小关系：
 

 [image: ]

 
上面的公式转换成文字就是：“独裁的平均误差”比“共识的误差”大（有可能H没有最好的ht的表现好，但一定比平均的ht的表现好）。此外，根据偏差和方差的定义：
 
偏差=H-f（代表共识H和真实f的差距）
 
方差=Avg[（ht-H）2]（代表不同意见ht与共识H的差别有多大，ht有多么分散）
 
将它们带入上式可得
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由此可知，结合假设的目的就是消除方差的过程，得到更稳定的表现。
 
12.1.4 学习并结合
 
之前讲的结合假设都是假设事先得到一群（“弱鸡”）假设h，然后将它们结合成（“战斗机”）假设H。那么是否可以一边学习h一边将它们结合起来？很显然，假设h必须不同，而且可以不同在以下几个方面。
 
● 模型不同：h1来自决策树模型，h2来自支撑向量机模型。
 
● 参数不同：ht都来自正规化线性回归模型，但惩罚参数取不同值，即λ=0.01，0.1，1，10，…，10000。
 
● 算法不同：算法有随机的成分，比如随机选取初始值。
 
● 数据不同：h1用的是训练集，h2用的是验证集。
 
在本章中，我们只关注因数据不同而导致的不同假设h，换句话说就是模型、参数和算法都相同。如果给定一份数据，除随机划分训练集和验证集外，则还有两种方法可以给数据注入变动性（Variability）：
 
（1）装袋法里的自助采样（Bootstrap Sampling）。
 
（2）提升法里的最优加权（Optimal Weighting）。
 
在变动数据的过程中，要保证数据集的多样性或独立性，一边变动数据一边训练“弱鸡”假设h，最终将它们结合成“战斗机”假设H。下面讲解装袋法和提升法中不同的变动数据方法，以及它们结合假设的方式。
 
12.2 装袋法
 
12.2.1 基本概念
 
装袋法是由英文Bagging而来的，即Bootstrapaggregating，这个词组的意思是自助结合法。顾名思义，就是先对数据进行（多次）自助采样，再在每个新样本集上训练模型并结合。其中模型结合在前面详细阐述过，而本章着重解释自助采样。在这之前要先了解一个重要且几乎等价的概念：重置抽样（Sample With Replacement）。重置抽样是从总体中抽取一个样本进观察、记录后，再放回总样本中，然后再抽取下一个样本。可见，总样本数在抽取的过程中始终未减少，各样本被抽中的可能性每次都相同，而且各样本有被重复抽中的可能。
 
12.2.2 自助采样
 
如果将重置抽样看成是抽象的概念，那么自助采样就是它的具体实施。其采样过程是从含有N个样本的总体中进行n次重置抽样（n≤N），组成一个含有n个样本的自助样本集。下例是含有8个样本的数据集。
 

 [image: ]

 
一个n=4的自助样本集的可能形式。
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一个n=8的自助样本集的可能形式。
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需要注意的是，在n=8的抽样中，样本2出现了两次，而样本3没有出现（其概率为（1-1/8）8=0.344）。扩展到一个样本数量为N的数据集，自助样本集的样本数量也为N，那么没有被选到的样本的概率大概为（1-1/N）N，当N很大时，对于某个样本没被选到的概率有极限值
 

 [image: ]

 
每次做一次自助采样，里面只有63.2%的数据被选中当作训练数据，剩下36.8%没被选中的数据可以自动作为验证数据，因此，在自助采样中，我们不需要随机划分训练集和验证集。
 
12.2.3 结合假设
 
根据之前得到的结论，得出“共识”比“单一意见”要好。但问题来了，为了要训练出不同的假设，我们需要不同的数据集，但是现在只有一套数据集可用，那么该如何操作呢？答案是自助采样！
 
在12.2.2节的示例中只是自助采样了一套样本数量为N的数据集，我们将此过程重复T次不就拿到了T套数据集了吗？接着在这T套数据集中训练出一系列假设ht（t=1，2，…，T）并将它们结合。装袋法的算法流程如下表所示。
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在scikit-learn中，装袋法使用统一的BaggingClassifier（BaggingRegressor）元估计器，输入的参数和随机子集抽取策略由用户指定。具体实现如下表所示，其中n_estimators=500代表有500个决策树分类器；max_samples=0.5代表50%的数据可以重置采样；oob_score=True可以使用袋外（Out-Of-Bag）样本来评估泛化精度（没有被选中当训练数据的样本都是袋外样本）。
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12.3 提升法
 
12.3.1 基本概念
 
装袋法使用的是均匀结合法，即各假设的权重一样大，而提升法使用的是非均匀结合法，即各假设的权重不一样大。在解释如何找到权重之前，先来介绍一下加权数据、加权错误率和随机二分类器这3个重要的概念。
 
加权数据（Weighted Data）就是给每个数据赋予一个权重值，下图展示了没加权数据和加权数据的直观比较。
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样本1的权重为0.5，重要性变成原来的0.5倍。
 
样本2的权重为3，重要性变成原来的3倍。
 
样本3的权重为1.5，重要性变成原来的1.5倍。
 
样本4的权重为1，重要性没有变。
 
加权错误率（Weighted Classification Error，WCE）是在加权数据上分类的误差率。
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假设样本1和样本3都预测错误，通过比较错误率和加权错误率发现（见左图），在权重很大的样本3中犯错会增大误差。
 
随机二分类器（Random Binary Classifier）就是错误率为50%的分类器，其类似于借助抛硬币来预测正类和负类，如果是正面则预测为正类，如果是反面则预测为负类。很显然这是一个很差的分类器，它甚至比错误率为99%的分类器还差，后者起码可以反向操作变成错误率只有1%的分类器。错误率为50%的分类器是最糟糕的！
 
12.3.2 最优加权
 
装袋法通过自助采样来多样化假设，提升法通过改变权重来多样化假设。提升法是按顺序地训练出一系列假设，每个都是当前的最优假设（加权错误率最小）。首先让我们把注意力放在第t轮和第t+1轮的加权错误率：
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其中
 
[image: ]=第t轮的最优权重；
 
[image: ]=第t+1轮的最优权重；
 
ht =第t轮作用在[image: ]加权数据上的最优假设；
 
ht +1=第t+1轮作用在[image: ]加权数据上的最优假设。
 
现在的目标是求出[image: ]，以下逻辑推理是关键。
 
已知：
 
● 第t轮得到的最优假设ht；
 
● ht+1在[image: ]加权数据上的表现最优。
 
目的：ht和ht+1在[image: ]加权数据上的表现差别很大。
 
[image: ] ht 在[image: ]加权数据上的表现很差（即ht是随机分类器）。
 
[image: ]调节[image: ]使得ht的加权错误率为50%。
 
有以下公式
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其中
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由上式可知，需要在第t+1轮让at+1=bt+1。假设第t轮错误的权重和at=38，而正确的权重和bt=62，那么一个最简单的方法就是将“每个错误分类数据的权重[image: ]”乘以“正确率62/100”，将“每个正确分类数据的权重[image: ]”乘以“错误率38/100”，详细说明见下表。
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这种更新权重方法就是最优加权方法，即通过事先算好的错误率εt，将错误分类数据的权重乘以1-εt，将正确分类数据的权重乘以εt得到新的权重。现在引入一个缩放因子（Scaling Factor）ct，然后将错误分类数据的权重乘以ct（和1-εt成正比），将正确分类数据的权重除以ct（和εt成反比）得到新的权重。
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对于第t+1轮的权重更新，可以写成以下等价表达形式：
 

 [image: ]

 
这里的ct有更清晰的物理意义。在通常情况下，εt＜1/2因为是在学习之后分类器的错误率应该小于50%，这样ct将大于1；那么，错误分类数据的权重将乘以大于1的数，正确分类数据的权重将除以大于1的数，从而提升了错误分类数据的权重，而降低正确分类数据的权重，这就类似本章引言中的故事二，斯蒂文让学生更加专注在犯了错的地方，目的就是为了纠错。
 
12.3.3 结合假设
 
按照12.3.2节的思路，当有一系列假设ht（t=1，2，…，T）时，将它们以非均匀的方式结合：
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现在的问题是wt是什么？我们基本认为，对于好的ht，wt应该大一点，对于坏的ht，wt应该小一点。我们知道，好的ht的εt小，而ct比较大，那么wt应该是ct的一个单调函数。设计该算法的人认为wt=lnct，即
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这个系数wt也有其物理意义：
 
● 如果εt=1/2，那么ct=1，则wt=0，表示随机二分类器是一个坏的ht，给0票，即不使用ht。
 
● 如果εt=0，那么ct→∞，则wt→∞，表示错误率为0，是一个完美的ht，给它无限多票，即只用ht。
 
这个算法被称作逐步提升法（Adaptive Boosting，AdaBoost），具体流程如下表所示。
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在scikit-learn中，逐步提升法使用统一的AdaBoost分类器。由于逐步提升法使用的都是弱分类器（决策树桩就是其中一种），因此，将max_depth设为1，而将n_estimators设为500，代表有500个决策树桩。
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12.4 集成方式
 
让模型结合一系列假设来学习被称作集成学习（Ensemble Learning），而这些假设也可以被称为个体学习器（Individual Learner）。前面介绍的装袋法和提升法用的学习器是同质的（Homogenous），而后面介绍的堆积法用的学习器是异质的（Heterogenous）。
 
● 如果学习器是同质的，比如都是决策树，那么它们被称为基学习器（Base Learner）。
 
● 如果学习器是异质的，比如决策树和对率回归，那么它们被称为组件学习器（Component Learner）。
 
12.4.1 同质学习器
 
集成学习器要好，个体学习器就不能太差，而且要相互独立。实现第一个性能条件比较容易，一般那些单一的学习器（如决策树和对率回归）的性能绝对比随机分类器的性能好；实现第二个独立条件要花一点工夫。同质学习器的具体介绍如下表所示。
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12.4.2 异质学习器
 
除了装袋法和提升法，还有一种集成学习被称作堆积法（Stacking）。与装袋法最后通过投票或者求平均值来结合所有学习器的预测不同，堆积法通过训练一个学习器（元学习器，Meta Learner）来完成这个结合。
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 堆积法概念图
 

 
以左图所示的分类器为例，首先将数据集分为训练集和验证集：
 
（1）在训练集上得到第一层的3个分类器：h1、h2、h3。
 
（2）把它们用在验证集的每个数据[image: ]上，预测得到向量[image: ]。
 
（3）[image: ]和每个数据的标签[image: ]一起，在第二层训练出元分类器H。
 
除了上述用训练集和验证集完成堆积合成，堆积法还可借用交叉验证的思想。假设有3个一级分类器：高斯朴素贝叶斯h1、决策树h2和支撑向量机h3，以及1个二级学习器：对率回归H。采用3折交叉验证的堆积法代码如下。
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 堆积法借用交叉验证的思想来训练一级分类器
 

 
（1）训练一级分类器：首先将训练数据分为3份：D1、D2、D3。h1在D1和D2上训练，h2在D1和D3上训练，h3在D2和D3上训练。
 
（2）新训练数据：包含h1在D3上的输出，h2在D2上的输出，h3在D1上的输出。
 
（3）训练二级分类器：通过新训练数据和对应的标签，训练出第二级分类器H。
 
12.5 总结
 
本章内容参考了参考资料[1][2][3][4][5]。集成学习可分为三类：
 
● 同质的个体学习器（低偏差、高方差），用并行方法结合成的bagging。
 
● 同质的个体学习器（高偏差、低方差），用序列方法结合成的boosting。
 
● 异质的个体学习器（低偏差、高方差），用分堆方法结合成的stacking。
 
集成学习体现了“三个臭皮匠，顶个诸葛亮”这句话的道理，即三个才能平庸的人，若能集思广益，也能提出比诸葛亮还周全的计策。然而，为了超越诸葛亮，集成学习里的bagging和boosting方法根据“臭皮匠”的特性而采取不同策略。
 
● bagging方法认为“臭皮匠”是各有所短的“弱鸡”。如果它们弱在同一处，那么结合后可能是“更弱的鸡”；反之，通过均匀结合可成为“战斗机”。
 
● boosting方法认为“臭皮匠”是知错就改的“弱鸡”。如果它们都知错不改，那么结合后还是“弱鸡”；反之，通过非均匀结合可成为“战斗机”。
 
第13章介绍的集成树，就是把本章比较抽象的集成方法运用在具体的决策树或决策树桩上，主要介绍bagging版本的随机森林（RandomForest，RF）和boosting版本的梯度提升树（GradientBoostedTree，GBT）。
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第13章
 随机森林和提升树
 
Two heads are better than one.A fault confessed is half redressed.
 
引言
 
挑剔的王妮梅搞砸了妈妈给她安排的与40位不同男士的约会，妈妈又给她介绍了20位男士。妮梅很苦恼，失败了这么多次，她开始怀疑自己对男士做出“见或不见”的判断标准不准确了。这时，她向她的好朋友刘舒求助。
 
 
 妮梅：刘舒，我妈又给我介绍了20位男士，你帮忙看一看，应该见谁？
 
 刘舒：这也太难了，起码要让我知道你的基本判断标准吧。
 
 妮梅：这是之前的40位男士的信息，还有我对他们做出的“见或不见”的判断。我将样本（男士）打上标签（见/不见），供你参考。
 
 刘舒：好，我从之前的40位男士的信息中大概知道了你对男士做出“见或不见”的判断标准，也看了这20位男士的自我描述，现在我要向你提问题了。先从X先生（假设X先生没有大男子主义，喜欢巴西足球队等）开始吧。
 
 妮梅：问吧。
 
 刘舒：你是否追求男女平等？
 
 妮梅：是。
 
 刘舒：你支持哪支足球队？
 
 妮梅：巴西队！
 
 刘舒：你应该见X先生，你们很可能会互相喜欢。现在再来看Y先生，我要开始提问了……
 

 
刘舒（柳树）是判断妮梅应该见谁的一棵决策树。但刘舒并不能总是很好地概括妮梅的喜好，并且提的问题不全面。为了获得更准确的建议，妮梅去询问其他朋友自己应该见哪一位？结果，所有人都认为妮梅应该见X先生。妮梅的朋友叫宋舒（松树）、杨舒（杨树）和佰舒（柏树），他们组成了判断妮梅应该见谁的一片森林（Forest）。
 
现在，妮梅不想让她的每个朋友都做同样的事情，给出一样的答案，所以，妮梅决定给宋舒、杨舒和佰舒的数据与给刘舒的数据不一样，她在数据中随机加一些轻微的干扰项。而且有时候，妮梅也并不完全确定自己的喜好。
 
 
 妮梅：刘舒，我想见Y先生，因为我今天涨工资了，心情很好。
 
 刘舒：可能你不是真的喜欢他，我会给你“想见Y先生”这个决定少放一点权重。
 
 妮梅：宋舒，Z先生就是我的梦中情人的样子，我非常想见他。
 
 宋舒：听起来你是非他不嫁了，我会给你“想见Z先生”这个决定多放一点权重。
 

 
妮梅不会改变自己的喜好，只会加一些“很”“超级”“非常”之类的感情色彩词。这时，妮梅给每个朋友的是原始数据的自助采样（Bootstrap）版本。妮梅希望朋友们能给她一些相互独立的建议。比如，刘舒觉得妮梅喜欢X和Z先生，宋舒觉得妮梅喜欢X和Y先生，而杨舒觉得妮梅讨厌所有人。其中可能产生的误判会在他们一起投票时相互抵消。现在他们组成了判断妮梅应该见谁的一片随机森林（Random Forest）。
 
虽然妮梅喜欢X和Y先生，但并不是因为他们都是对冲基金经理，也许另有原因。因此，妮梅不希望她的朋友们都根据“收入”这个条件而提出建议，她限制每个朋友提的问题。
 
 
 妮梅：刘舒，你不要问我“收入”和“性格”之类的问题。
 
 刘舒：好。
 
 妮梅：宋舒，你不要问我“收入”和“学历”之类的问题。
 
 宋舒：好。
 
 妮梅：佰舒，你不要问我任何问题。
 
 佰舒：那你找我有何用？我避开“年龄”和“家务能力”之类的问题吧。
 

 
以前妮梅在数据层面注入随机性（轻微改变自己对男生的喜好），现在她在问题层面注入随机性（让她的朋友们提出不同的问题）。现在她的朋友们组成了判断妮梅应该见谁的一片更为随机的随机森林。
 
最终，妮梅拿到所有人对这20位男士的建议，再根据自己对这些朋友的信任度和品位，在他们的建议上加一个权重。例如妮梅信任刘舒多一些，就多注重他的建议，信任杨舒少一些，就少注重他的建议。这种结合方式类似于提升法里的非均匀结合法。
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第12章介绍了装袋法和提升法的两种结合方法，但是结合的模型或假设都是抽象的，本章将它们具体化，介绍这两种结合方法配上决策树之后的具体模型，它们分别是：
 
● 装袋法+决策树=随机森林
 
● 提升法+决策树=提升树
 
本章的思维导图如下：
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13.1 基础知识
 
13.1.1 分类回归树
 
分类回归树（Classification AndRegressionTree，CART）既可以用于创建分类树（Classification Tree），也可以用于创建回归树（Regression Tree）。CART主要有以下特点。
 
特征选择：根据CART要做回归任务还是分类任务，分为两种。
 
● 回归树：用平方残差（Square Of Residual）最小化准则来选择特征，叶子上是实数值。
 
● 分类树：用基尼指数（Gini Index）最小化准则来选择特征，叶子上是类别值。
 
二叉树：在内节点都是对特征属性进行二分类。根据特征属性分为连续型特征或离散型特征。
 
● 连续型特征X：X是实数。可将X≤c对应的样例分到左子树，将X＞c对应的样例分到右子树，其中c是最优分界点，由最小化平方残差而得。
 
● 离散型特征X：X是n类变量。例如，当n=3时，特征X取值为好、一般、坏，那么二分序列有如下3种可能性：
 
{[好，一般]，[坏]}
 
{[好，坏]，[一般]}
 
{[好]，[一般，坏]}
 
在上述3种二分序列中分别做分叉并计算基尼指数，然后选取产生最小基尼指数的二分序列作为该特征的分叉二值序列。
 
停止条件：根据特征属性分为连续型特征或离散型特征。
 
● 连续型特征：当某个分支里的所有样例都被分到一边（特征可以重复使用）时。
 
● 离散型特征：①当某个分支里的所有样例都被分到一边时；②当某个分支里的特征已经用完了时。
 
说明：当根据离散特征来分支时，子树中不应再包含该特征。比如用 “相貌”特征将树划分成左子树（相貌=丑）和右子树（相貌=美），那么无论在哪棵子树中再往下走，再按“相貌”特征划分都完全是多余的，因为上面早已根据“相貌”特征划分好了；而根据连续型特征来分支时，子树依旧可以包含该特征。
 
通常先让CART长成一棵完整的树（Fully-grown Tree），之后为了避免过拟合再修剪树，具体用到的方法见9.2.5节。下图所示的为分类树和回归树的例子。
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 分类树和回归树
 

 
后面讲到的随机森林和提升树就是结合树。分类树是用多数投票的方式结合，而回归树是用加总得分的方式结合，如下表所示。
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13.1.2 前向分布算法
 
在给定训练数据（x（i），y（i））及误差函数l（y，H（x））的条件下，学习加法模型H（x）可被转换成损失函数最小化问题：
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● h（x；at）是基函数（Base Function）。
 
● at是基函数的参数。
 
● wt是基函数的系数（又称权重）。
 
一次性优化解出wt和at是很复杂的，现在的思路是如果在t=1，2，…，T时，每一步只学习一个基函数及其系数，逐步逼近上面的公式，则可以简化优化的复杂度。具体优化步骤如下所示。
 

 [image: ]

 
上面的算法也被称为前向分布（Forward Stage-Wise）算法。
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前向分布算法将同时求解所有参数，此时wt，at（t=1，2，…，T）的优化问题被简化为逐步求解各个wt和at的优化问题。
 
13.1.3 置换检验
 
置换检验（Permutation Test）是在对总体分布一无所知时，用来检验两组样本是否有区别。其具体思想是在零假设下，通过大量地置换两组样本，不断重复计算统计量，这样就对统计量“采样”多次，得到它的经验分布。
 
举一个简单的例子，在漫画《七龙珠》里，赛亚人吃了仙豆后力量值会大增。下面设计一个试验来验证一下。如下所示，A组是吃完仙豆后的力量值；B组是不吃仙豆时的力量值。
 
● A组的力量值（共12个数据）：24 43 58 67 61 44 67 49 59 52 62 50
 
● B组的力量值（共16个数据）：42 43 65 26 33 41 19 54 42 20 17 60 37 42 55 28
 
零假设H0为：吃完仙豆不会增长力量值。在这个试验中，若H0成立，那么A组数据和B组数据的分布是一样的。接下来构造检验统计量[image: ]（A组力量值均值[image: ]与B组力量值均值[image: ]之差）。对于观测值，有
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我们可以通过Xobs在置换分布中的位置（见下图）来得到它的P值。置换检验的具体步骤如下所示。
 
（1）将A和B两组数据合并到一个集合中，从中随机挑选12个数据作为A组数据PA，剩下的作为B组数据PB。
 
集合=[24 43 58 67 61 44 67 49 59 52 62 50 42 43 65 26 33 41 19 54 42 20 17 60 37 42 55 28]
 
PA=[43 17 44 62 60 26 28 61 50 43 33 19]
 
PB=[55 41 42 65 59 24 54 52 42 49 37 67 67 20 42 58]
 
（2）计算并记录A和B两组数据均值之差[image: ][image: ]=-7.875。
 
（3）重复前两步1000次（重复次数越多，得到的分布越稳定）。这样得到由1000个置换排列求得的Xper。
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 X的分布图
 

 
如上图所示，观测值Xobs在抽样总体的右尾附近，说明在零假设条件下这个数值很少出现。在置换得到的抽样总体中，大于14的数值只有4个，所以估计的P值是4/999≈ 0.004。
 
13.2 模型介绍
 
13.2.1 随机森林
 
随机森林（Random Forest，RF）是指用随机的方式建立一片森林。为什么叫森林呢？因为它是由许多决策树组成的。为什么叫随机呢？因为它可以随机在样本上做行采样或在特征上做列采样。
 
如右图所示，此数据表是二维的：
 
● 其中的每一行是一个样本。
 
● 其中的每一列是一个特征加标签。
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 二维数据表
 

 
随机来源：根据数据的二维结构，生成随机数据的方法有两种。
 
（1）在样本上随机（行采样）：采用自助采样法（重置采样），在采样得到的样本集合中，可能有重复的样本。通常是从含有n个原始样本集中自助采样出一个新的含有n个样本的样本集。
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 行采样
 

 
（2）在特征上随机（列采样）：因为树可以在特征集上分裂，因此在每棵树的不同分裂点上，从m个特征中随机选择j个，通常[image: ]或j=log2m，并且规定这个分裂点只能在这j个特征上进行分裂。
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 行采样
 

 
因此，随机森林有两种常见的形式：第一种是只做行采样，第二种是既做行采样又做列采样。第二种随机森林中的树更加随机，因此在实践中用得也更多。这两种随机森林形式如下图所示。
 
第一种：没有在特征上随机采样
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 仅仅行采样
 

 
第二种：每个分裂点从9个特征中随机取3个
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 行采样和列采样
 

 
随机选出数据和特征之后，使用完全分裂的方式建立决策树。一般决策树算法中都有一个重要的步骤，即剪枝，但是在随机森林中不需要此步骤。由于之前介绍的两种随机采样过程保证了随机性，因此只要森林中的树够多，就算不剪枝，也不容易出现过拟合。在生成森林之后，对于一个新的输入样本，森林中的每棵决策树会分别对其进行判断。
 
● 分类树：对于每个样本在不同树中得到的类别，找出得票最多的类别作为最终类别。
 
● 回归树：对于每个样本在不同树中得到的数值，求它们的平均值作为最终数值。
 
由于在数据和特征上都注入了随机的成分，因此，可大致认为随机森林中的每棵决策树之间是相互独立的。假设森林有M棵小树
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M棵小树的平均误差等于每棵小树与真实树之间的误差的平方的平均值：
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森林的平均误差等于森林与真实树之间的误差的平方：
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在上式的[image: ]这一步中，因为小树之间是相互独立的，因此它们之间的误差的协方差等于零。由前面的证明可看出，随机森林通过均匀结合的方式可以降低误差，因而可以将每个子模型（决策树）设为高方差、低偏差，即完全长成的树。这样一来，每棵小树的缺点是方差高，优点是偏差低；而森林由独立的小树组成，方差降低，偏差也没有增高。此外，随机森林算法在装袋过程中可以被分配到不同的计算机中进行计算，每台计算机可以独立学习一棵树，树之间相互独立。这使得随机森林算法很容易实现并行化。
 
包外估计：对样本数量为n的初始数据集自助采样，如果采样集的样本数量也为n，那么没有被选到的样本大概占（1-1/n）n，当n很大时，则有下列极限公式
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因此，每做这样一次自助采样，初始数据集中只有63.2%的数据被选中当作训练数据，剩下36.8%没被选中的数据可以自动作为验证数据。这些验证数据可以对随机森林的泛化能力做包外（Out-Of-Bag，OOB）估计。
 
假设有n个数据，森林里面有T棵树，下表中列出每个数据（x（i），y（i））出现在不同的树hT里的一种可能情况。
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“✔”表示该数据出现在用来训练某一棵树的数据集中，“✖”表示该数据没有出现在用来训练某一棵树的数据集中。例如
 
● （x（1），y（1））用来训练h1，ht和hT-1；
 
● （x（2），y（2））用来训练h2，ht和hT；
 
● （x（n），y（n））用来训练h1，h2和ht。
 
那些没有用来当作训练集的数据可以自动被归为验证集。需要注意的是：
 
● 这些验证集不需要验证每棵树，因为即便在验证单棵树后显示其性能差，也并不能说明均匀结合后的森林的性能差。
 
● 验证集中的数据只能验证它们没有训练的树，如（x（1），y（1））训练了h1、ht和hT-1，那么它只能验证h2和hT。
 
下表总结了上述过程。
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定义第i个数据对应的验证树集为G（i），那么用所有OOB数据计算出来的验证误差为
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其中，ni是第i个验证树集的大小，而[image: ]是第i个验证树集里的第j棵树。
 
特征选择：特征选择（Feature Selection）的目的是使用程序来自动选择需要的特征，而将冗余的、不相关的特征忽略。线性模型的特征选择很简单。在第6章中讲过，拟合出y=wTx+b里面的参数w，根据每个参数的绝对值大小（绝对值越大，当x稍微变动时，对y的影响越大）进行重要性排序，选出前d个作为最重要的d个特征。因此，对于线性模型，要根据重要性（即参数的绝对值）来选择特征（对比岭回归和套索回归），重要性j=|wj|。
 
但是对于非线性模型，特征选择就没有这么简单了。幸运的是，随机森林虽是非线性模型，但是其特有的机制可以让其很容易做到初步的特征选择。其核心思想是“如果特征j是重要特征，那么加入一些随机噪声后模型性能会下降”。直接在原有数据上加入正态分布的噪声好吗？不好，因为这样做会改变原有数据的分布。更好的做法是把所有数据在特征j上的值重新随机排列，此做法被称为置换检验（见13.1.3节）。这样可以保证随机打乱的数据分布和原有数据接近一致。下图展示了在 “性格”特征上随机排列后的数据，随机排列将“好坏坏好坏坏好坏”排成“坏坏好坏好坏坏好”。
 
 
 [image: ] 
 在“性格”一列上做置换
 

 
在置换检验后，特征j的重要性可被看成是森林“在原有数据中的性能”和“在特征j数据置换之后的性能”的差距：
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但是这样做太耗时，还要重新再用DP训练一遍随机森林。还记得随机森林有OOB数据吗？利用它可以节省时间：
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这样就不用重新训练模型了。训练好森林后，将每棵树ht对应的OOB数据，在特征j上随机打乱（注意，现在随机打乱的是OOB数据而不是全部数据），分别计算打乱前和打乱后的误差，最后在森林层面上再求平均值，公式如下：
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若给特征j随机加入噪声，则OOB数据的误差率会大幅提高，而重要性j也会大幅提高，因此该特征比较重要而被选择。
 
13.2.2 提升树
 
介绍完并行结合CART的随机森林，再来介绍另一种集成模型——序列结合CART的提升树。提升本身只是一种方法，提升模型就是按顺序不断增加新模型，最终集成一个性能很好的模型。其中有两点需要注意：
 
● 新模型可以是线性模型或树模型，如果是后者，则提升模型就被叫作提升树（Boosting Tree）。
 
● 提升算法主要采用13.1.2节介绍的前向分布算法，更通用的提升算法被叫作梯度提升（Gradient Boosting）。
 
提升树里的树模型可以是分类树或回归树。在提升分类树中，我们先研究最简单的树模型，即提升树桩；在提升回归树中，我们先研究最简单的残差提升（Residual Boosting），再由此类比出梯度提升。
 
1.提升分类树
 
回顾第12.3节介绍的AdaBoost算法，其核心思想是“在第t+1轮生成一个树桩，使得它和第t轮的树桩尽量独立”。在本节中，我们根据前向分布算法推出的AdaBoost算法，也叫提升树桩算法。提升树桩模型是由决策树桩（Decision Stump）组成的加法模型，其误差函数用的是指数损失函数，具体总结如下表所示。
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定义H0（x）=0
 
Ht(x)=Ht-1(x)+wtht(x)
 
因此，H（x）=HT（x）
 
在前向分布算法中，对于求出的前t-1个分类器，我们把它们当成是已知的，而目标是将其放在之后的分类器中。假设经过t-1轮迭代已经得到Ht-1（x），那么在第t轮最小化误差函数以得到wt和ht（x）。注意：这里我们把函数ht（x）当作误差函数中的一个参数。
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其中[image: ]不依赖wt和ht，因此可被看成“常数”，但是它依赖Ht-1（x），因此其随着每一轮迭代而改变。现在的任务就是求wt和ht的最优解而使得上式的结果最小。
 
第一步：求解ht
 
在分类器是决策树的前提下，首先计算出所有决策树桩的误差率，然后将最小的误差率作为ht。因为wt＞0，要使exp（-ywtht）最小，那么要尽可能地让最多的“真实值y”和“预测值ht”符号相同，即找一个ht使得误差率最小。
 
第二步：求解wt
 
将第一步求出的ht带入目标函数中，得到
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将上式对wt求导设成0，得到
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此时计算出的wt和用AdaBoost算法计算出来的wt完全一致。在每一轮样本权值[image: ]更新时，有
 

 [image: ]

 
当t=0时，H0（x）=0，因为每个[image: ]都等于1，规范化之后等于1/N。此时算出的[image: ]与AdaBoost算法计算出来的[image: ]也几乎一致，就相差一个规范化因子。使用前向分布算法的提升分类树桩算法的流程如下。
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2.提升回归树
 
有n个数据（x（i），y（i）），i=1，2，…，n，现在的任务是拟合出一个函数来最小化平方误差[image: ]。现在你的朋友给了你一个函数H1，你发现函数H1拟合得不错，但不完美，在每个数据上还有误差，比如在前两个数据上
 
● H1（x（1））=0.8，但是y（1）=0.9，误差=0.8-0.9=-0.1。
 
● H1（x（2））=1.4，但是y（2）=1.3，误差=1.4-1.3=0.1。
 
现在你的朋友让你改进这个模型，但是必须遵守以下两个规则：
 
● 不能改变H1中的任何项或任何参数。
 
● 只能在H1上加额外模型h1（新的预测模型是H1+h1）。
 
最简单的模型改进做法是先直接求出第一轮残差[image: ]，i=1，2，…，n。
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接着在数据[image: ]中进行第二轮回归，得到子模型h1，更新之前的模型H1为H2，其中H2=H1+h1。再求出第二轮残差[image: ]=1，2，…，n。
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接着在数据[image: ]，i=1，2，…，n中进行第二轮回归，得到子模型h2及更新模型为H3，以此类推可得到最终模型。如果子模型h是一组回归树，那么上述拟合残差逐渐提升模型性能的过程就被称为提升回归树。该模型是由回归树组成的加法模型，误差函数用的是L2损失函数，具体总结如下表所示。
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提升回归树算法的流程如下表所示。
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 计算t-1轮误差函数L对函数Ht-1（x（i））的梯度（把函数在x（i）上的值当成参数，参数空间类似函数空间）。
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在算法14中，每轮拟合的残差恰恰就是其误差函数的负梯度。
 
梯度的概念比残差的概念更广，因此，现在让我们忘掉残差而接受梯度，其对应的提升树被叫作梯度提升树（GradientBoostingTree，GBT）。我们类比算法14而得到如下表所示的算法15梯度提升回归树算法。
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算法15只是通过简单类比得到的，在真正的梯度提升回归树算法步骤2中的更新Ht（x（i））的公式中还有一个参数wt。通常为了防止过拟合，在公式中还会添加一个缩减率（Shrinkage）η。
 
Ht(x(i))=Ht-1(x(i))+ηwtht(x(i))
 
有了梯度，除前面介绍的AdaBoost的指数损失函数和本节介绍的平方损失函数外，GBT还适用于回归类损失函数：L1和Huber损失函数，及分类损失函数——Logarithm损失函数。套用提升回归树的算法15，我们只用计算每个损失函数的负梯度即可，具体如下表所示。
 

 [image: ]

 
提升更像是一种思想，梯度提升只是一种方法，即每次建立模型都是在之前建立模型损失函数的负梯度方向。
 
13.2.3 代码实现
 
在第9章中，斯蒂文用决策树预测了贷款是良性的还是恶性的，但是，他还想进一步提高预测的准确率。他的第一反应是用集成模型（Ensemble Model），比如随机森林和提升树。
 
在Jupyter Notebook中，斯蒂文进行了以下操作。
 
（1）预处理数据，包括平衡样本、特征子集和独热编码。
 
（2）直接使用scikit-learn中的RandomForestClassifier和GradientBoostingClassifer模型来分类良性贷款和恶性贷款，并探索在不同棵树下模型的表现。
 
（3）独立编写程序，构建加权决策树模型，细节包括计算加权误分类个数、选择最佳特征分裂、创造树叶等。
 
（4）独立编写算法13构建AdaBoost模型，并探索在不同树桩个数下模型的表现。
 
用手机扫描[1]中的二维码可以获取代码实战的内容。
 
13.3 总结
 
本章内容参考了参考资料[2][3][4][5][6]。随机森林和梯度提升树都是在决策树上做集成学习的。
 
随机森林是用自助采样法均匀结合了一堆完全长成的CART：
 
RF=bagging+Strong CART
 
梯度提升树是用梯度下降法非均匀结合了一些弱的CART，甚至弱到是决策树桩：
 
GBT=Gradient Boosting+Weak CART
 
AdaBoost=Gradient Boosting+Decision Stump (DS)
 
随机森林的bagging本身就用于减小方差，因此，森林里面的树可以是高方差、低偏差而不用剪枝的强树。此外，随机森林容易并行处理，而且自带OOB数据进行验证，还可以做特征选择。提升树是将一堆高偏差、低方差的弱树结合起来，按顺序地训练出一棵棵树，每棵树通过提升梯度来改进前面的训练结果。其中极度梯度提升（Extreme Gradient Boosting，XGBoost）是将梯度提升做到极致，具有速度快、效果好、功能多的优点，这也是第14章要介绍的内容。
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第14章
 极度梯度提升
 
When in doubt,use XGBoost.-Avito.
 
引言
 
有一种人很善变，比如在比较两份工作时，你和他道前景，他和你讲技术；你和他讲技术，他跟你说薪水；你和他说薪水，他和你谈情怀；你和他谈情怀，他又和你道前景。争论永远没有个头，而且你基本上对这两份工作做不了任何比较。如果一份工作A不论前景、技术、薪水和情怀都力压另外一份工作B，那么任何人都会选择工作A吧。在提升树的世界里，有一个类似工作A的算法：著名的极度梯度提升（XGB）。XGB的本质是一个梯度提升方法，极度是指把提升做到极致。下表中展示了XGB和其他开源系统算法的各项对比。
 

 [image: ]

 
本章的思维导图如下：
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14.1 基础知识
 
14.1.1 树的重定义
 
回顾13.1.1节讲的两棵回归树的例子，如下图所示。
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 两棵回归树的例子
 

 
用回归树对每个样本（即家庭成员）进行预测，预测结果就是两棵树的预测分数的和。比如对于“是否爱玩电脑游戏”这个问题，小男孩的得分为2+0.9=2.9分，而爷爷的得分为-1-0.9=-1.9分。
 
下面用两种不同的方法来定义树，第一种定义（树的原定义）是第13章介绍的随机森林和梯度提升树中用到的，第二种定义（树的重定义）是本章介绍的XGB中用到的。这里仅以上图中的回归树1来举例，先明确几个数学符号：
 
● T是叶子个数，在回归树1中有3片叶子，因此T=3。
 
● D是家庭成员个数，在回归树1中有5个家庭成员：小男孩、小女孩、爷爷、奶奶和妈妈，因此D=5。
 
树的原定义：对于每棵树，将家庭成员分类到不同的叶子中并打分，如下图所示。
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 给家庭成员打分，f函数得到分数
 

 
上图中的f函数是一个从“家庭成员”到“得分”的映射：
 
f（家庭成员）=得分
 
因此，树可以用f函数表示，该函数赋予每个家庭成员的得分，比如上图显示的f（小男孩）=2，f（妈妈）=-1。
 
树的重定义：如果在数据维度（家庭成员维度）上从头到尾遍历一遍树，则使用上面定义的树很方便。但有时候需要在叶子维度上从头到尾遍历一遍树，此时使用上面定义的树就不是很方便，因此需要重新定义树：
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上述的定义乍一看让人困惑，但当知道T是叶子个数，D是家庭成员个数时，则一切都变得简单了，下面来一个个地分析。
 
● q（家庭成员）=叶子索引={1，2，…，T}，根据q映射，可得到D个家庭成员被分类的叶子索引。
 
● wq（家庭成员）=得分，q可以是1，2，…，T，因此w1，w2，…，wT描述着每个叶子的得分。
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 将家庭成员分类到不同叶子中，q函数得到叶子索引
 

 
重定义的树可以用q函数表示，该函数先找到每个家庭成员被分类的叶子索引，再找到相应叶子的得分。
 
如果按照叶子索引来汇总每个家庭成员的得分，则需要定义一个从“叶子索引”到“数据索引”的映射I：
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其中
 
x （ d ）=第d个数据（家庭成员）
 
It={d|q（x（d））=t}=第t片叶子对应的所有家庭成员的索引，因此It是一个集合。
 
公式总是看起来晦涩难懂，读者可以照着下图所示的具体示例再理解一遍上面的公式。
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 索引映射函数I，将数据索引转换成叶子索引
 

 
14.1.2 树的复杂度
 
树的复杂度可以被定义成树叶个数和树叶得分的函数加总，数学表达式如下：
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其中，γ控制T的系数，λ控制w2的系数，它们都大于0，因此，树叶个数越多，得分越多，树就越复杂。树的复杂度计算如右图所示。
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 树的复杂度的计算例子
 

 
14.2 模型介绍
 
14.2.1 XGB简介
 
XGB即eXtreme Gradient Boosting，也叫XGBoost。从数学角度上来说，XGB就是一个加强版的梯度提升树（Gradient Boosted Tree，GBT），可以用来做回归和分类。在本节中只讨论回归树。与GBT相比，XGB的改进地方有以下3处。
 
● 提高泛化度（正则项、缩减率、列抽样）。
 
● 提高精确度（二阶导数）。
 
● 提高速度（算法优化、系统优化）。
 
后面会分别从泛化度、精确度和速度这3个方面来说明XGB与众不同的地方。对于第i个样例（x（i），y（i）），XGB模型集成K棵树得到的预测结果为
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其中fk是第k个树模型，它的输出是一个得分。所有树的得分加总就是x（i）在XGB模型中的得分。在学习XGB之前，强烈建议读者先复习一遍13.3节的内容。
 
14.2.2 XGB的泛化度
 
XGB比传统GBT的推广能力好，是因为其使用了3个防止过拟合的技巧：
 
（1）在误差函数中加入正则项；
 
（2）在加法模型中加入缩减率；
 
（3）在集成森林时加入列抽样。
 
1.正则项
 
XGB在误差函数里加入了正则项，用于控制树的复杂度。正则项里包含了以下内容。
 
● 树的叶子节点个数T。
 
● 每个叶子节点的得分平方w2的和。
 
下表中对比了GBT和XGB的误差函数。
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从权衡偏差与方差的角度来讲，正则项降低了模型的方差，使经过学习的模型更加简单，防止过拟合，这也是XGB优于传统GBT之处。和GBT一样，XGB也是通过加法模型和前向分布算法来生成模型的，具体对比如下表所示。
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加法模型的核心就是在开始时给定一个常数初始值，在每一步中都添加一个新的函数fk。这个函数的形式如何决定呢？将函数fk当成J的变量，求[image: ]即可。
 
2.缩减率
 
缩减率相当于原来梯度下降里的学习率，用η表示。XGB在进行一次迭代后，会将新加的树模型乘以η，主要是为了削弱之前的每棵树带来的影响，让模型在后面有更大的学习空间。在实际操作中，η通常被设为0.1，当然也可通过调整参数得到。
 
3.列抽样
 
列抽样是XGB借鉴了随机森林的做法。因为树可以在特征集上分裂，因此，在每棵树的不同分裂点上，从m个特征中随机选择j个（j≤m）特征做分裂。这样做不仅能降低过拟合，还能减少计算量。在实际操作中，通常会给定一个百分比a%，即每次a%×m个特征被选中用于分裂。
 
14.2.3 XGB的精确度
 
传统GBT在优化时只用到一阶导数，XGB则对误差函数J进行了二阶泰勒展开（忽略常数项），同时用到了一阶导数和二阶导数。下面以平方损失函数[image: ]为例来说明。
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平方损失函数的定义
 
展开平方项
 
平方损失函数的定义
 
平方损失函数的一阶导数和二阶导数
 
定义gi和hi而化简表达式
 
上面证明的是“损失函数是平方形式”的特殊情况，但是能推广到“任何损失函数”的一般情况，对第i个数据来说，gi和hi是损失函数l对“第t-1轮的预测值[image: ]”的一阶导数和二阶导数。
 
在求解gi和hi时，按照叶子维度（而不是按照数据维度）整合更简单一些，接着上面的推导（将J看成是f的函数，因此l可被看成是常数项而被去掉），根据14.1.1节中关于f（x）和q（x）的定义，则有
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展开复杂度函数（T是第t棵树的叶子的个数，严格符号应该写成Tt，用T表示是为了简化公式）
 
用w代替f，并在叶子上（而不是在数据上）求和
 
合并，发现C是T个独立wj的二项函数的和
 
定义Gj和Hj而简化公式
 
当损失函数是平方函数时，
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因此C是一个函数曲线开口向上的二项函数，在[image: ]点上有最小值C*（j=1，2，…，T）
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上面让人眼花缭乱的gi，hi，Gj，Hj不好理解？来看一个实际例子，如下图所示。
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 树的结构的得分计算例子
 

 
XGB的厉害之处是，让模型使用者可以任意定义目标函数，只要它是一阶和二阶可导的就行。
 
回顾一下9.2.1节的内容，构造决策树的关键步骤是分裂属性。所谓分裂属性，就是在某个结点处按照某个特征属性的不同值构造不同的分支，其目标是让各个分裂子集尽可能地“纯”，也就是尽量让一个分裂子集中的待分类项属于同一个类别。而对于在XGB里面定义的树的结构q，上面公式中的C*函数可被看成一个打分函数，类似于决策树里的分裂指标（错误率、信息增益、信息增益比、基尼指数等）。从一片叶子开始，定义
 
● IL和IR分别是分裂后左、右子树节点的集合；
 
● I是分裂前树的节点的集合，I=IL+IR（并集）；
 
● TL和TR分别是分裂后左、右子树叶子的个数；
 
● T是分裂前树的叶子的个数，T=TL+TR-1（分裂后会多一片叶子）。
 
分裂之后的获益（Gain）为
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和决策树分裂过程类似，XGB有自己的确切贪心算法（Exact Greedy Algorithm）。
 

 [image: ]

 
该算法的难点和妙处是：在步骤2里先排序特征值[image: ]，再扫描得到最优切分点。下图用特征“年龄”来解释如何分裂树。
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 按“年龄”特征来分裂树的例子
 

 
假设家庭成员有5个，每个人都有自己的年龄，一共有5个年龄。将其按大小排序，算出每两个年龄的平均值。5个数据可算出4个平均值，分别记为a1、a2、a3和a4。按照每个a分裂算出获益，并找到最大值对应的a作为分裂点。
 
14.2.4 XGB的速度
 
XGB除了在泛化度和精确度进行了特殊处理，在速度上也提高不少，比如算法优化速度和系统优化速度。
 
1.算法优化
 
在算法优化上，XGB主要加了以下两种技巧。
 
● 加权分位数草图：处理类似树学习中的实例权重。
 
● 稀疏感知算法：用于处理稀疏数据。
 
（1）加权分位数草图（Weighted Quantile Sketch）
 
贪心算法很强大，因为它枚举出所有特征来选取分裂点，但是这样做效率很低，因此，我们用近似算法（Approximate Algorithm）来改进。在提升树模型中，单棵树被认为没有什么预测能力，因此，我们可以很粗糙地构建它，比如分裂特征的做法。如下图所示，x代表特征值，y代表误差。
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 选取分割点
 

 
由左图可以看出，分割点s在[sL，sR]区间中怎么变都不会影响分裂带来的误差。右图将多个黑点和红点装在不同的箱中，把它们当成个体，比如Bin 0就是1个数据，Bin 1也是1个数据。这么做是因为分割点s在Bin 0和Bin 1中间怎么动都不会影响分裂带来的误差。
 
近似算法先通过特征分布的分位数获得候选分割点（Candidate Split Points）的分布情况，然后根据候选分割点的分布情况将连续的特征值映射到不同的箱中，最后统计汇总信息。XGB用的近似算法被称作加权分位数草图，虽然其理论证明非常复杂，但说白了也就是一种找候选分割点的方法，只不过考虑了权重。下表中列出了如何找第m个特征对应的p个候选分割点。
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对于上面的算法，读者可能有3个疑问：∈的含义是什么？为何此算法出现了两阶导数h？r的含义是什么？
 
回答如下：
 
● 1/∈可被当作候选点数量，如果∈=0.1，那么对应箱里有10个加权候选点。
 
● h实际上是权重，从配方C的表达式中即可看出h处在权重的位置：
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● r计算的其实是一个关于h的分数（当x小于某个阈值s时）。分母是所有h的和，分子是当x小于s时h的和。假如D={（1，1），（2，2），（3，3）}，那么
 
当s=1.5时，r（1.5）=1/（1+2+3）=1/6
 
当s=2.7时，r（2.7）=（1+2）/（1+2+3）=1/2
 
当s=3.2时，r（3.2）=（1+2+3）/（1+2+3）=1
 
该近似算法有全局（Global）和局部（Local）两种类型。
 
● 全局近似算法是在建树前先找好候选分割点，并且在各层分裂时都使用它。
 
● 局部近似算法是在建树中（每次分裂）找好候选分割点。
 
很明显，全局近似算法只需要找一次候选分割点，但是为了达到与局部近似算法类似的表现，需要更多的候选分割点。下表中列出了近似分裂算法。
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（2）稀疏感知算法（Sparsity Aware Algorithm）
 
在实际问题中，数据很有可能是稀疏（Sparse）的，原因有3个：① 数据有缺失值；② 数据包含很多0；③ 分类变量经过独热编码。对于特征值有缺失的样本，XGB可以自动学出它的分裂方向，例如下图所示的例子。
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 缺失值处理方法
 

 
在根据年龄特征分裂时，因为小明的年龄不详，按照某种规则被分为小于15岁；接下来在根据性别特征分裂时，小雨的性别不详，按照某种规则被分为女性。这些规则都是从数据中学来的，比如将小明分为小于15岁还是大于或等于15岁，主要看分类误差，哪个分类误差小就选哪个。稀疏感知算法将上面3种情况里的缺失值（包括独热编码的很多0）自动根据数据学出最优分裂。
 
2.系统优化
 
在系统优化上，XGB主要多了以下3种特性：
 
● 并行化：使用所有CPU内核并行训练树。
 
● 缓存优化：利用硬件来优化数据结构和算法。
 
● 核外计算：计算超过内存的大型数据集。
 
（1）并行化（Parallelization）
 
XGB支持并行，但XGB的本质是一个加法模型，即在第t次迭代的误差函数中包含了第t-1次迭代的预测值。迭代是按顺序进行的，怎么能并行呢？虽然每一棵树都要按顺序生成，但XGB并不是按照树粒度并行的，而是按照特征粒度并行的。首先来看一看分裂过程的伪代码：
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接下来看一看如何并行化上面伪代码描述的步骤。下面介绍的几种并行方式可参见资料[1]。
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 在子树构建上做并行化
 

 
左图所示的为以红框中的4片叶子为例，并行化构建子树的过程。但是这种并行方式存在严重的问题：工作量失衡。比如第2片和第3片叶子含有的样例数就明显少于第1片和第4片叶子含有的样例数。这样会造成并行时的工作量不均衡，因而并行效率也不高。
 
直接并行构建子树的做法太粗暴了，我们需要一种更细分的并行化方法。
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 在某片叶子上用不同特征计算分裂值做并行化
 

 
在某片叶子要进行分裂时，对M个特征并行化计算分裂值S，比较所有S并选出最佳分裂值。这种并行方式比第一种方式好，但当树变深时，每片叶子包含的样例会变少，这种并行化带来的优势也会变小。再来看看第3种并行方式。
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 在不同叶子上用某个特征计算分裂值做并行化
 

 
在这种并行方式中，预先对每个特征进行排序，在后面的迭代中重复使用这个排序，大大减少了计算量。
 
（2）缓存优化（Cache Optimization）
 
缓存数据是内存中少部分数据的复制品。它们之间的关系如下图所示。
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 内存和缓存
 

 
当某一个硬件要读取数据时，会首先从缓存中查找需要的数据：
 
● 如果找到了，则直接执行，这种被称为cache hit。
 
● 如果找不到，则从内存中找，这种被称为cache miss。
 
由于缓存的运行速度比内存快得多，故缓存的作用就是帮助硬件更快地运行。在14.2.3节中介绍的XGB算法需要收集每个数据对应的g和h，但是在将特征值排序之后，顺着行索引来获取的g和h，不在连续的存储上，如下图所示。
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 非连续的存储
 

 
这种非连续的存储会减慢特征分裂的过程，而我们可以在每个线程中分配一个内部缓冲区，从中获取统计量，然后以小批量的方式不停执行。
 
（3）核外计算（Out-of-Core Computing）
 
XGB算法还可以充分利用计算机的资源实现可扩展（Scalable）学习。除处理器和内存外，利用磁盘空间来处理内存处理不了的数据能大大提高计算效率。为了启用核外计算，我们将数据分成多个块（Block），将每个块存储在磁盘上。在计算过程中，使用一个独立的线程来预读取块主存储器，因此，这就使得计算和磁盘读取可以同时发生。但是，这并不能完全解决问题，因为磁盘阅读需要大量的计算时间。减少时间开销并增加磁盘的输入/输出的吞吐量都很重要。为了改进核外计算，我们主要采用以下两个技术。
 
● 块压缩（Block Compression）：每个块按列被压缩，在其被加载到内存中时，用一个独立的线程进行解压缩。解压缩虽然用了一些时间，但是节省了磁盘读取时间。
 
● 块分片（Block Sharding）：分割数据到多个磁盘中。预读取线程给每个磁盘分配数据并将数据读取到内存缓冲区中，然后训练线程从每个缓冲区中读取数据。如果有多个磁盘，那么绝对可以增加磁盘读取的吞吐量。
 
14.2.5 代码实现
 
在第9章和第13章中，斯蒂文用决策树、随机森林和提升树预测了贷款是良性的还是恶性的。最近斯蒂文听说几乎每个参加Kaggle比赛的人都会用XGBoost。于是斯蒂文决心掌握它，并拿它来预测贷款是良性的还是恶性的。在Jupyter Notebook中，斯蒂文直接使用XGBclassifier模型。
 
● 先用简单的数据来理解该模型的性质和特点，比如保存和加载模型、可视化树、缺失值处理、特征选择、提前终止和多线程运行等。
 
● 然后把模型用到贷款数据上，并逐步调整参数得出最优模型。具体步骤为：固定学习率并调整最优树的个数；调整与树相关的参数；调整正则化参数；尝试设置小一点的学习率。
 
调参其实是一门艺术，没有捷径，只能靠积累，下面是笔者总结的一些心得：
 
● 学习新模型最好从具体的例子开始，先用模型的默认值。
 
● 尝试不同类型的数据，用编码技巧处理缺失值。
 
● 用提前终止技巧来防止过拟合。
 
● 能画图就画图，“一图胜千言”。
 
● 能并行就并行，时间就是生命。
 
● 从重要的参数开始，先粗调，再细调。
 
用手机扫描参考资料[2]中的二维码可以获取代码实战的内容。
 
14.3 总结
 
本章受陈天奇和Carlos Guestrin教授的论文[3]的启发而写，部分图是从论文[3]和课件[4]中引用并修改而来。
 
XGB即eXtreme Gradient Boosting，与传统梯度提升树相比，XGB的改进地方在于：
 
● 高泛化度（正则项、缩减率、列抽样）。
 
● 高精确度（二阶导）。
 
● 高速度（算法优化、系统优化）。
 
XGB是一种可扩展的树状升级系统，其扩展性表现在几个重要的系统和算法优化上：
 
● 系统优化（System Optimization）
 
并行化（Parallelization）：使用所有CPU内核并行训练树。
 
缓存优化（Cache Optimization）：利用硬件来优化数据结构和算法。
 
核外计算（Out-of-Core Computing）：计算超过内存的大型数据集。
 
● 算法优化（Algorithm Optimization）
 
加权分位数草图（Weighted Quantile Sketch）：处理近似树学习中的实例权重。
 
稀疏感知算法（Sparsity Aware Algorithm）：处理稀疏数据。
 
这样看XGB是不是无敌了？它是Kaggle获奖者最喜欢用的方法。
 
但是山外有山，人外有人，树外有树。
 
微软在2017年开源了LightGBM树模型，和XGB精度相当，但速度更快，两者的主要差别是树的生长方式。XGB只对当前层的所有叶子进行分裂，而不考虑新生成的叶子和当前层未分裂的叶子的分裂增益大小，该方式被称作level-wise；而LightGBM是通过计算当前树的所有叶子的分裂增益，选择最大分裂增益的叶子进行分裂，该方式被称作leaf-wise。从理论上说，在每次分裂时，leaf-wise比level-wise可能会产生更大的分裂增益，因此速度更快。
 
俄罗斯的Yandex公司开源了CatBoost树模型，正如其名，CatBoost在处理类别型变量时有独到之处。其先把所有类型变量用0～k的整数表示。然后将连续性变量分箱成0～k-1，为两分类变量赋值0和1，将多分类变量转换成0～k-1。再遍历每一个样本，用公式转换成平滑的数值类变量。CatBoost相比XGB，精度相当，但速度却慢，只是处理类别型变量的手法比较新颖。
 
对LightGBM和CatBoost有兴趣的读者可以参见参考资料[5]和[6]。
 
参考资料
 
1.Parallel Gradient Boosting Decision Trees[webpage]
 
Zhanpeng Fang,Carnegie Mellon University,11 May 2015
 
2.极度梯度提升之玩转借贷俱乐部
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3.XGBoost:A Scalable Tree Boosting System[paper]
 
Tianqi Chen,Carlos Guestrin,University of Washington,10 Jun 2016,arXiv:1603.02754
 
4.Introduction to Boosted Trees[notes]
 
Tianqi Chen,University of Washington,22 Oct 2014
 
5.LightGBM:A Highly Efficient Gradient Boosting Decision Tree[paper]
 
Guolin Ke,Qi Meng,Thomas Finley,Taifeng Wang,Wei Chen,Weidong Ma,Qiwei Ye,and Tie-Yan Liu
 
Microsoft Research,Peking University,In Advances in NIPS,pp.3149-3157.2017
 
6.CatBoost:unbiased boosting with categorical features[paper]
 
Liudmila Prokhorenkova,Gleb Gusev,Aleksandr Vorobev,et al.Yandex.23 Apr 2018,arXiv:1706.09516
第15章
 本书总结
 
相信有耐心读到这里的读者已经对监督式学习有了比较深刻的理解。本书第1章介绍了机器学习的定义及组成要素：数据、任务和性能度量。第2章证明了只要模型的VC维度有限，那么机器学习就是可行的。第3章介绍了应该如何评估和选择模型，以及训练集、测试集和验证集的用处。前3章是基础知识，第4～14章分别介绍了监督式学习里的各种模型：线性模型、非线性模型和集成模型。弄懂机器学习的基础理论并不难（只需要理解霍夫丁不等式），一板一眼地使用机器学习的模型也不难（在scikit-learn中都有直接可用的包），真正难的是在实践中采用相应的策略，具体包括如何应对以下问题：
 
（1）建完模型后效果不好怎么办？
 
（2）在项目前如何设定有效目标？
 
（3）如何有效识别模型误差来源？
 
吴恩达在他的新书《机器学习秘籍》（Machine Learning Yearning）中，对于上面3个问题给出了答案。
 
（1）建完模型后效果不好怎么办？用正交策略。
 
（2）在项目前如何设定有效目标？选单值指标。
 
（3）如何有效识别模型误差来源？看偏差和方差。
 
15.1 正交策略
 
要点：每次只改变模型的某一个性能的策略叫作正交策略。
 
正交是几何学中的术语，通俗地理解就是垂直。在计算技术中，
 
● 正交系统意味着各组件互相不依赖或解耦（可以局部修正）；
 
● 非正交系统意味着各组件互相依赖（不能局部修正）。
 
正交系统优于非正交系统，就像在线性代数中，正交向量优于非正交向量。如下图左图所示，你愿意用向量a和b还是用向量c和d来表示X？同理，如下图右图所示，你愿意将表现X归结于因素a和b，还是归结于因素c和d？
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 正交与非正交对比
 

 
相信你的选择都是前者（正交系统），因为在正交系统中调整一个组件时不会影响到另一个组件。在机器学习模型中，以下4个命题相互正交：
 
● 模型在训练集中的表现。
 
● 模型在开发集中的表现。
 
● 模型在测试集中的表现。
 
● 模型在真实环境中的表现。
 
模型在训练集中训练，在验证集中调参，在测试集中评估，在真实环境中运用，因此模型的表现通常有以下关系：
 
表现训练集＞表现验证集＞表现测试集＞表现真实环境
 
因此，
 
当表现训练集=差时：
 
● 模型复杂度不够（高偏差），要选择更复杂的模型。
 
● 算法不够好，训练时间不够长，要加长训练时间或选择更好的算法。
 
当表现训练集=好时，看表现验证集：
 
● 表现验证集=差，过拟合训练集（高方差），要用更大的训练集或使用正则化。
 
● 表现验证集=好，看表现测试集：
 
—表现测试集=差，过拟合验证集（高方差），要用更大的验证集。
 
—表现测试集=好，看表现真实环境：
 
■ 表现真实环境=差：
 
★ 数据分布不一样，要修改训练集、验证集和测试集。
 
★ 误差函数不合理，要修改代价误差。
 
■ 表现真实环境=好，恭喜你终于成功了！
 
如果模型在真实环境中表现差，则很有可能是模型没见过的数据和模型见过的数据的分布不一样，这时可以修改训练集、验证集和测试集中的数据，使它们来自同一个分布。
 
● 训练集和验证集要来源于同一个分布。如果在P分布训练集上训练，在Q分布验证集上调参，则效果明显不会好。
 
● 训练集和测试集要来源于同分布。要不然训练误差和真实误差（测试误差）之间的霍夫丁不等式不成立，那么整套计算学习理论也站不住脚了。
 
● 验证集和测试集要来源于同一个分布。如果它们不来自同一个分布，那么我们从验证集上选择的最佳模型往往在测试集上不会表现很好。举一个例子，如右图所示，我们在验证集上找到最接近靶心的箭，但是测试集的靶心却远远偏离验证集的靶心，结果这支箭肯定无法位于测试集的靶心。
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 数据异分布的例子
 

 
15.2 单值评估指标
 
单值评估指标（Single-Number Evaluation Metric）有助于我们比较不同模型的优劣，从而快速选择出最优模型。
 
吴恩达曾列举了一个查准率和查全率的例子，如下表所示：分类器A比B查得全，B比A查得准，那么该选哪个分类器呢？你会发现，当多个指标标准不一致时，做决定不是那么容易的。这时用单值评估指标“F1得分”求两者的调和平均值，得知A的F1得分比B的高，所以选A！
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下面举一个更实际也更接地气（如果你是NBA球迷）的例子。每年NBA在评选最有价值球员（Most Valuable Player，MVP）时，都会看每个球员的各项统计数据，比如得分、篮板和助攻等。下表列出2018年MVP候选人的数据。
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光看各项统计数据很难决定到底将MVP颁给谁：哈登得分最多，勒布朗最均衡，维斯布鲁克篮板球和助攻数最多且场均“三双”（即得分、篮板球和助攻数都超过了10分），如何做决定？用单值指标“球员效率评级”（Player Efficiency Rating，PER）！它是由ESPN专栏作家John Hollinger最早提出的，其计算公式如下图所示。
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公式很复杂，我们不需要关注细节，只需要了解这个指标是将得分、篮板球、助攻数等很多因素综合起来得到一个单值指标uPER（效率）。这样看哈登的效率为29.87，是最高的，所以MVP应该颁给他。
 
上述两个例子都说明了在评估多项指标时做决定不易，用简单平均公式或复杂公式得出一个单值指标有助于我们有效、快速地做出决定。
 
要点2：综合所有指标构成单值评估指标有时很困难，这时可以把某些性能作为优化指标（Optimizing Metric）找出最优值，而把某些性能作为满意指标（Satisficing Metric），即满足特定条件即可。
 
吴恩达举过一个精度和运行时间的例子，如下表所示：分类器A最快但精度最低，C最慢但精度最高，B则介于A和C之间。通常很难给出一个函数来综合精度和运行时间，我们可以根据自身需求来选择模型（下文中的接受指标被称为满意指标，而最大化或最小化的指标被称为优化指标）。
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● 常人接受一定的运行时间（在100ms之内）以最大化精度，选B。
 
● 土豪接受很长的运行时间（在2000ms之内）以最大化精度，选C。
 
● 精度凡人接受一定的精度（在89%以上）以最小化耗时，选A。
 
● 精度狂人接受很高的精度（在98%以上）以最小化耗时，选C。
 
继续前面的NBA评选MVP的例子，有人会说效率高有什么用，带领球队赢球才是王道。没错，效率再高，球队的战绩排在最后也不行。考虑球队战绩后的数据如下所示。
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如果把战绩当成满意指标，则
 
● 所处球队战绩在60胜以上的，效率最高的球员只有哈登！
 
● 所处球队战绩在50胜以上的，效率最高的球员只有哈登！
 
● 所处球队战绩在40胜以上的，效率高的球员是哈登＞勒布朗＞维斯布鲁克。
 
● 所处球队战绩在30胜以上的，效率最高的球员可能还有别人，但是带领球队30胜就能获得MVP？
 
综上所述，2018年NBA的MVP非火箭队的哈登莫属！
 
上述案例都说明了如果多项指标不能通过一个简单的函数来综合，就用满意指标来筛选，再用优化指标来排序。注意，满意指标可能不止一个，但是优化指标一定只有一个！
 
15.3 偏差和方差
 
模型没有完美的，总有误差，怎样分析误差成分及采取正确的办法来降低误差？还记得第3章介绍的偏差和方差吗？本节按照以下五个部分来讲解偏差和方差（本节不考虑数据的噪声）。
 
（1）回顾理论派对偏差和方差的理论定义（实用性弱）。
 
（2）学习实用派对偏差和方差的实用定义（实用性强）。
 
（3）区别理论派和实用派中的最优误差。
 
（4）权衡偏差和方差，以及如何减小偏差和方差。
 
（5）学习从误差点（单个偏差和方差）到误差线（学习曲线）。
 
15.3.1 理论定义
 
要点：偏差和方差是误差的两大来源。
 
从字面上看，偏差表示预测值的期望与真实值之间的差距，而方差表示预测值的离散程度。
 
● 不理解偏差？想一想“认知偏差”的定义，它表示人们常因自身或情境的原因使得直觉结果出现失真的现象，其中关键词是失真，也就是人们的预测与真实的差距。
 
● 不理解方差？想一想“统计方差”的定义，它表示各个数据与其算术平均数的离差平方和的平均数，其中关键词是离差，也就是预测值的离散程度。
 
套用上面的定义，下面用一个真实的例子（用房屋面积来预测房价的线性回归模型）来介绍偏差和方差，做以下类比：
 
● 真实值：目标模型g（未知的最优的模型）。
 
● 预测值：一套数据集D上训练出来的模型h（D）。
 
要讨论该模型的误差和方差，就要弄清该模型的真实误差。而真实误差是测量模型在所有数据上（模型训练用的，没见过的）的表现。真实误差是不可能通过精确计算得到的，因为里面涉及没见过的数据，但是我们可以在不同的数据集上做线性回归得到不同的模型，如下图所示。
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 训练集和测试集
 

 
继续类比得到预测值的期望和预测值的离差。
 
● 预测值的期望：在数据集D1，D2，…，Dm上训练出模型[image: ]，求平均值得到模型f=ED[h（D）]。
 
● 预测值的离差：每个模型和平均模型的差距[image: ]。
 
结合下面的公式与下图理解偏差（用平方差距表示）和方差的数学定义就简单多了。
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偏差=（f-g）2
 
方差=ED[h（D）-f）2]
 
现在的问题是偏差和方差都不能精确计算，因为目标函数g和数据分布P（D）都是未知的，“误差=偏差+方差”只是一个理想的等式。尽管不能精确计算，但是上面的等式也不是一无所用，至少在降低模型误差时我们有两个目标：
 
（1）在降低偏差时不要显著增加方差。
 
（2）在降低方差时不要显著增加偏差。
 
这些听起来像废话，做起来却不容易。能做到上面两点必须要有能够计算的偏差和方差。
 
15.3.2 实用定义
 
要点：偏差是模型在训练集上的误差，方差是模型在验证集和训练集上的误差的差别。
 
吴恩达给出的偏差和方差的定义是：
 
● 偏差是模型在训练集上的误差。
 
● 方差是模型在验证集和训练集上的误差的差别。
 
乍一看，这是什么定义？下面从理论定义开始介绍。
 
偏差=（平均模型误差-目标模型误差）2≈（训练误差-0）2=（训练误差）2
 
方差=E[（某个模型误差-平均模型误差）2]≈（验证误差-训练误差）2
 
向吴恩达的定义靠拢（即能解释 ≈ 符号之后的步骤）需要以下几个不很严谨的观点（把数据也当成模型的一部分）：
 
● 平均模型 是在不同数据集上求平均值，假设认为训练集就是通过求平均值选出来的，因此平均模型误差≈训练误差 。
 
● 目标模型 就是我们千方百计想要找的模型，假设能找到它的近似模型，因此目标模型误差≈0 。
 
● 某个模型误差 是模型在选中的验证集中的误差，也假设认为该验证集是通过求平均值选出来的。
 
最后将上面两个等式的右边开方[1]来定义偏差和方差
 
偏差 ≈训练误差
 
方差 ≈验证误差-训练误差
 
费了这么大的力气将偏差和方差的“理论定义”与“实用定义”联系起来，为了什么？就是为了可以用训练误差和验证误差来量化偏差和方差！看一看下面4个情景。
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如果你的模型达到情景4的表现，那么恭喜你，模型成功了。如果是其他情景，则还需要继续改进模型。怎么改进就要看到底是偏差问题还是方差问题。如何判断就要借助训练误差和验证误差。现在你知道实用定义的偏差和方差有用了吧。
 
15.3.3 最优误差
 
要点：偏差分为“不可避免偏差”和“可避免偏差”，前者是客观存在而且不可能减小的，所以我们要努力减小的是后者。
 
前面说过如果找到一个模型就是目标模型，那么目标模型误差=0，这时
 
偏差=训练误差
 
但是这种情况是理想化的，我们几乎不可能找到一个误差为0的模型。换句话说，最优误差接近但不等于零。这个最优误差也被称为不可避免偏差（Unavoidable Bias），即误差无法减小的部分，那么可避免偏差（Avoidable Bias）就是误差可以减小的部分。因此偏差又可以继续被分解
 
偏差=不可避免偏差+可避免偏差
 
重新回顾15.3.2节中的情景3，假设不可避免偏差有以下两种情况：
 
● 情况A：不可避免偏差=1%。
 
● 情况B：不可避免偏差=14%。
 
则可避免偏差和方差如下表所示。
 
 
 [image: ] 
 1有些模型的最优误差可能很大，比如一个在很嘈杂背景下的语音识别器的误差可能高达14%。
 

 
这样看，情况A还是高偏差、高方差，但情况B却是低偏差、高方差。确定最优误差的好处是让我们只关注可避免偏差，而之后需要减小的也是可避免偏差。
 
15.3.4 两者权衡
 
要点：通常减小偏差会增大方差，反之亦然。最好能在减小可避免偏差时尽量不要显著增大方差。
 
偏差和方差的权衡关系见3.4.2节。在实践中，我们不希望在减小偏差或方差时对另一方产生过多的不良影响。我们的目标是
 
● 在减小可避免偏差时，不要显著增加方差。
 
● 在减小方差时，不要显著增加可避免偏差。
 
减小（可避免）偏差的方法如下表所示。
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总结：减小偏差最有效的是方法（1），即用更复杂的模型配着正则化。
 
减小方差的方法如下表所示。
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总结：减小方差最有效的是方法（1），即收集更多的数据，唯一需要考虑的因素是算力和用时。
 
15.3.5 学习曲线
 
要点：线永远比点表达的信息更多。
 
在15.3.4节中，我们只在一个点（固定数目的训练数据）上比较训练误差和验证误差，进而推断到底是该减小偏差还是减小方差。诚然，该方法是有效的，但是能看出训练误差和验证误差随着训练数据数目的变化趋势不是更好吗（见下图）？
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 学习单点和学习曲线
 

 
其中右图就是学习曲线，它是将训练误差和验证误差作为训练数据数量的函数绘制的图表。随着训练集的增大，
 
● 验证误差 变小，数据越多时模型泛化能力越强，因此在验证集中表现会越好。
 
● 训练误差 变大，数据少时模型可以记住它们达到零误差；数据多时“喂”不进模型，模型复杂度有限，误差增大。
 
给定固定的训练集大小，验证误差会比训练误差大，因此蓝线在红线下面。再看一看下面的3幅图。
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学习曲线可以帮助我们快速诊断出问题在哪里，再对症下药。我们最终的目标如下图所示——低偏差、低方差。
 
 
 [image: ] 
 低偏差、低方差
 

 
 
 在两种情况下，绘制学习曲线时会遇到问题。假设整个数据集有100个数据，选取10个子集，分别包含10个、20个、30个……一直到100个数据，在每个子集上训练模型，计算训练误差并画图。
 
 ● 问题一：曲线前端（比如第一个子集）的误差值会随机振动。
 
 ● 问题二：当数据类别不平衡时，很有可能随机选的10个数据并不能反映整个数据集的类别比。
 
 对于这两个问题，吴恩达也给了解决方案（都是在取样上做文章）。
 
 ● 方案一：置换挑选10个数据3～10次，每次计算误差，然后再求平均值作为最终误差。
 
 ● 方案二：在选取子集时，尽量使得其类别比例和全集的类别比例一致。
 
 此外，当数据很多时，绘制学习曲线会很耗时，因为要选取不同子集来训练模型。吴恩达给的建议是不用等分数据的方式来划分子集，比如有10k个数据，下面的划分二方式比划分一方式好，而且也能让我们清晰地看出趋势。
 
 划分一：1k，2k，3k，4k，5k，6k，7k，8k，9k，10k
 
 划分二：1k，2k，4k，6k，10k
 

 

 
[1]方差开方后有正负号，但验证误差一般都比训练误差大，因为从训练集上得出的模型不大可能比它在验证集上的表现更好。
结语
 
在做机器学习项目时，很难事先就知道哪种方法是最适合的，即便是专家，他也需要尝试不同的想法后才能得到满意的方案。吴恩达给我们的三步建议是：
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这个“小步快跑，快速迭代”的现象也可以类比到笔者写书。
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这是笔者写的第一本书，目的就是深入浅出介绍监督式学习，使其通俗易懂，让那些想入门的读者感觉门槛没有那么高，让有基础的读者感觉内容也很丰富。为了达到这两个目的，笔者不惜花费大量的时间和心血，用引言故事来激起读者的阅读兴趣，用思维导图来明晰结构，用自画图表来增强美感，用公式推导来讲透原理。趣、美、准、全都是很重要的。笔者在写每一章内容的同时要顾全这些会耗费大量的时间，虽然累但笔者愿意做，因为这是一件正确的事，“做正确的事比把事情做正确更重要”。最后希望大家都能从本书中获益，快乐地学习机器学习。
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