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稳健的矩阵回归模型与方法(1)
 
杨　健　罗　雷
 
南京理工大学模式计算与应用实验室，南京210094
 
1　引言
 
随着网络和信息技术的不断发展，全球数据量呈现爆炸式增长。特别地，人类在最近两年产生的数据量相当于之前产生的全部数据量。这些海量、复杂的数据已经对社会经济、政治、文化以及生活等方面产生了深远的影响。如何有效地分析它们使其更好地为人类服务是一个亟待解决的问题。
 
近年来，机器学习方法已经渗透到了数据分析的各个方面，成为了其中的重要组成部分。它利用已知数据来学习和推理其中未知的、潜在的概率分布等重要信息，解释数据样本中变量（或特征）之间的关系。也就是说，它能从庞大的数据中揭示出数据的内在规律或本质结构。这种本质结构可方便人类对数据的理解，提高人类对数据的驾驭能力。为实现这一任务，我们首先要熟知数据分析中可能面临的问题。一方面，在实际的信号和图像采集与处理中，数据的维数越高，给数据的采集和处理带来越多的限制。大规模的数据不仅存在着较多的冗余、无关的属性，还会带来维数的灾难。另一方面，实际中数据往往结构复杂，例如采集的数据本身不完整或者存在大量的噪声，这导致了一些传统的数据处理技巧也许失效。
 
基于线性回归（linear regression, LR）分析的方法一直是机器学习领域的研究热点。它的目的是估计测试数据与训练数据之间的关系。值得注意的是，这种关系可理解成数据的一种内在结构。为避免过拟合，一个正则项需要强加到LR模型中。基于L1范数的正则项和基于L2范数的正则项是目前使用最广泛的两种正则项。L2范数正则化的线性回归一般称为脊回归（ridge regression）。该方法使用L2范数的平方来约束表示系数，并使用同样的方式来刻画表示残差。最近，I. Naseem等人[1]将此方法应用于人脸识别并由此提出了线性回归分类器（LRC）。在这个方法中，他们先通过脊回归模型获得测试样本在每类训练样本中的表示系数，然后将测试样本分在离其最近的那一类。事实上，一些以往的工作，诸如最近邻特征线[2]、最近邻特征面以及最近邻特征空间[3]都可看作LRC的不同变体。
 
L1范数正则化的线性回归称为Lasso，它已被广泛地应用于稀疏表示中。例如，J. Wright等人[4]引入了稀疏表示分类器（SRC）。SRC使用所有训练样本作为一个字典来表示一个测试样本，并且假设表示系数是稀疏的，即这些稀疏的非零表示系数应该集中在与测试样本具有相同类型标签的训练样本上。为了得到一个稳健的模型，他们进一步假设噪声也是稀疏的，由此建立了推广的SRC模型。这个模型对随机像素损坏与块状遮挡的噪声具有一定的稳健性。A. Wagner等人[5]进一步推广了SRC模型，并将人脸对齐和识别统一到一个框架中。另一方面，一些近期的工作主要集中在探究稀疏在图像分类中的角色[6][7][8][9]上。J. Yang等人[8]对SRC的合理性提供了一些理论性的解释并得出一个结论：SRC的有效性是由L1约束带来的，而不是L0约束（原本的稀疏限制）的作用。L. Zhang等人[9]分析了SRC的运行原理且发现：合作表示策略比基于L1范数的系数约束扮演了更为重要的角色。于是，基于脊回归的思想，他们提出了合作表示分类器（collaborative representation classifier, CRC）。可是，CRC虽然具有速度上的优势，但并不能提供一种噪声移除的机制，所以它不是图像分类的一种稳健的回归方法。
 
在LRC、CRC以及SRC模型中，表示余差使用误差向量的L2范数或者L1范数来约束。从统计学来讲，L2范数为服从高斯分布的数据提供了一种最优的刻画。但是，在现实的人脸识别中，表示误差的分布是很复杂的，高斯分布无法完美地拟合它们[10][11]。所以，以上方法对现实中的噪声并不稳健。为解决这类问题，稳健回归分析[12]应运而生。该方法是对传统的最小均方法在异常点存在情况下的一种改进，它提供给我们这样一个信息：什么是一个有效的观测，并且哪一种观测应被剔除。稳健回归的最初目的是用来拟合一个能够表示出大多数数据的模型。
 
M-估计是稳健回归中一种常用的技巧，在19世纪60年代由P. J. Huber等人[13]提出。选择权重函数对稳健回归的性能具有重要影响，由此衍生了许多稳健回归模型，例如，推广的稀疏表示模型[4]、稳健稀疏编码模型（RSC）[10]、基于相关熵的稀疏表示模型（CESR）[14]以及稳健的线性回归分类器（RLRC）[15]。特别地，RLRC本质上是一种Huber估计方法。此外，R. He等人[16]统一了两种稀疏稳健回归模型，即在误差纠正中以SRC为代表的相加模型和在误差探测中以CESR为代表的相乘模型。R. He等人[16]还通过定义不同的半平方函数建立了一种半平方的人脸识别框架。该框架可同时执行误差纠正与探测任务。M-估计的稳健性体现在：异常像素值会被赋予一个小的权值来减小它们在编码过程中的影响，而对其他元素则赋予较大的权值。所以，与传统的最小均方法相比，稳健回归更适合处理实际中的噪声。但是，以上所提到的稳健回归方法都使用了一维的基于像素误差模型，即误差图像的每个像素都被独立地刻画。它们并没有考虑图像的二维结构信息。
 
不同于以上方法，本文将介绍几种全新的稳健回归模型。它们将图像的结构信息融入到建模中。这些方法包括：基于核范数的稳健矩阵回归，基于推广幂指数分布的稳健矩阵回归，基于核-L1范数的联合矩阵回归，以及基于树结构核范数的稳健矩阵回归。
 
2　基于核范数的稳健矩阵回归
 
基于像素的一维模型（例如，SRC，RSC和CESR）存在两个问题：首先，这类模型假设误差图像的每一个像素是独立同分布的。对于随机的像素损坏，由于噪声被独立地添加在每个像素上，所以这个假设是合理的。但是，对于许多实际的人脸变化，诸如遮挡、伪装或者由光照改变产生的阴影，这个假设不再成立。例如，由黑色围巾造成的遮挡，其中的像素值是0，那么，遮挡部分中理想的表示误差像素是相关的，因为现实图像中局部区域的像素一般是高度相关的。所以，使用基于像素的一维误差模型（诸如SRC[4]，RSC[11]，RLRC[15]等）来解决带有遮挡的图像分类任务在理论上是令人质疑的。
 
其次，单独地刻画误差的每个像素忽视了误差图像的整个结构，因为误差图像中的所有像素误差也许包含了有意义的结构信息（例如误差图像的秩）。在基于回归分析的人脸识别方法中，可以使用训练图像来表示一张测试图像。理想情况下，误差图像应该是一个零矩阵。因此，它自然是低秩的。在一般情形下，测试图像中存在光照改变和遮挡。事实上，光照和遮挡是影响人脸识别性能的关键因素。实际的光照改变，特别是诸如阴影的部分光照改变一般会导致一个低秩（或者近似低秩）的误差图像，这与满秩的原始图像形成了鲜明的对比。诸如眼镜与围巾遮挡也会导致一个低秩的误差图像。以上所提及的回归方法可独立地处理每一个误差像素，因此无法反映这类结构信息。
 
为了充分利用误差图像的低秩结构信息，这里介绍我们所提出的一种基于二维图像矩阵的误差模型。相反地，以前的方法，诸如脊回归、Lasso或者稳健回归，都是基于向量的途径。也就是说，为了处理矩阵形式的二维图像，我们在使用诸如回归的方法时，必须提前将图像转化成向量。在转化阶段，一些结构信息（例如，误差图像的秩）也许会丢失。本节的矩阵回归方法不需要矩阵到向量的转化过程。它通过最小化余差图像的秩来挖掘图像的结构信息，并以此来决定回归系数。为便于优化，秩函数最小化问题一般可转化成核范数最小化问题。根据这一想法，表示余差图像的最小核范数可作为一个准则。因此，此方法也称为基于核范数的矩阵回归（nuclear norm based matrix regression, NMR），其具体形式如下：
 
给定n个图像矩阵A1，…，An∈Rp×q和一个图像矩阵B∈Rp×q，则B可被A1，…，An线性地表示，即
 
 
 [image: ] 

 
其中，χ1，χ2，…，χn表示稀疏的集合，E表示余差。
 
定义从Rn到Rp×q的映射如下：
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那么，公式（1）变为
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公式（3）或者公式（1）给出了线性矩阵回归模型的一般形式，它们与传统的线性向量模型形成了鲜明的对比。
 
在许多应用中，余差图像B-Α（x）在最优解处是典型低秩的（或近似低秩的）。考虑到核范数是秩函数在单位球上的凸包，本节将解决以下核范数最小化问题来评估回归系数：
 
 
 [image: ] 

 
其中，‖X‖*表示矩阵X的核范数，即X的所有非零奇异值之和。此外，我们可在公式（4）上增加一个类似脊回归的正则项，由此获得了正则化的矩阵回归模型：
 
 
 [image: ] 

 
其中，λ>0是一个平衡参数。公式（5）可使用交替方向乘子法（ADMM）来解决，其主要迭代过程被总结在算法1中。这里，Dζ（Q）（ζ>0）表示矩阵Q（∈Rp×q）的奇异值收缩算子（详细定义见文献[17]），Vec（·）是一个将矩阵转化为向量的操作符，I是一个单位矩阵。此外，我们可以使用文献[18]中类似的途径来设置算法1的终止条件。
 
 
 算法1　使用ADMM解决NMR
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但是，传统的ADMM方法仅能获得一个O（1/k）的收敛率[19]，其中k代表迭代次数。所以，我们将使用一种加速的ADMM[20]来获得模型（5）的最优解，此算法能达到平方收敛。考虑到加速的（Fast）ADMM的收敛条件要求目标函数是强凸的，我们在模型（5）上添加一个平方项，从而得到一个近似的NMR模型如下：
 
 
 [image: ] 

 
其中，γ，θ>0。J. Yang等人[17]已经说明，在一定条件下，模型（5）与模型（6）的解是一致的。算法2列出了解决公式（6）的详细过程，其终止条件类似于算法1。
 
 
 算法2　使用Fast ADMM解决NMR
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在NMR的建模动机中，J. Yang等人[17]使用了“低秩”的概念，这是源于对由遮挡造成的误差图像的一个直观的描述。实际上，NMR并不局限于“低秩”的误差图像，因为它不直接优化秩函数而是优化误差的核范数。比起秩函数，核范数能对误差图像提供一种更加可行的刻画，因为它在刻画近似低秩的误差图像的时候仍然是有效的。这些误差图像也许是代数满秩的，但它的奇异值接近于0。例如，在光照改变的情形下，假如人脸是几何光滑的，那么误差图像中的像素则是高度相关的。所以，由光照改变造成的误差图像一般是近似低秩的。
 
我们知道一个矩阵的核范数是它的所有奇异值的和，也就是奇异值向量的L1范数。从概率分布的角度来讲，L1范数对满足拉普拉斯（Laplacian）分布的随机向量提供了一种最优的刻画，而L2范数对高斯（Gaussian）分布是最优的[10][21]。所以，如果一个误差图像的所有奇异值满足Laplacian分布，那么核范数对误差图像提供了一种最优的刻画方式。幸运的是，J. Yang等人[17]在人脸图像上证实了这一现象确实存在。在分类器的设计中，NMR用核范数来度量测试图像与重构图像之间的误差。一系列的实验结果证明了NMR对结构性的噪声具备一定的鲁棒性。
 
3　基于推广幂指数分布的稳健矩阵回归
 
前一节的分析表明了，基于核范数的矩阵回归可有效地反映噪声图像的二维结构，特别是低秩结构。我们知道，这种低秩结构仅是二维空间结构的一种特殊情形。而在实际应用中，图像水平噪声中像素之间的依赖关系则更普遍。因此，本节将从这类噪声分布的本质出发，寻求一种更一般的稳健回归方法。
 
实际上，以上所涉及的回归方法都属于多变量分析的范畴。众所周知，多变量分析所考察的对象主要是独立正态分布的数据。但是，在实际应用中，当数据的基本分布具有长尾属性的时候，误差矩阵的正态性和独立性假设也许是不适合的。于是，B. M. G. Kibria和M. S. Haq[21]提出了线性的多元t-errors模型来拟合实际的数据。S. Basu等人[22]在语音识别领域使用多元幂指数分布作为一种长尾的分布。通过假设观测值是依赖的，M. H. Liu[23]将向量的幂指数回归模型推广到矩阵变量的形式。这些研究表明：为了描述实际应用中的观测数据，依赖且长尾的分布假设是十分重要的。
 
对于许多实际中的人脸变化，诸如遮挡、伪装或者由光照改变所带来的阴影，它们所产生的误差图像的像素之间一般是高度相关的（文献[30]中举出了一个例子）。由于独立性假设不再成立，RSC[11]和CESR[14]无法显示出优势。为解决这一问题，X. X. Li等人[24]探索了连续性遮挡的本质结构并提出了一种结构的稀疏误差编码模型。K. Jia等人[25]将一类结构性稀疏诱导的范数引入到SRC框架中来拟合一些结构性的噪声。Y. Deng等人[26]通过先发现遮挡的最佳匹配块，然后使用拉普拉斯方法来完成人脸识别。W. Deng等人[27]使用一个辅助的类内变化字典来表示训练图像和测试图像之间的变化，并将这一方法应用在每类中含有很少的甚至一个训练图像的情形。此外，一些学者从字典学习的角度来研究结构性的噪声。例如，M. Yang等人[28]通过预先学习的余差映像来探测人脸遮挡的像素，然后使用不包含遮挡像素位置的新的字典来完成分类任务。W. Ou等人[29]提出的途径与文献[28]类似，不同之处在于他们同时学习了一个干净的字典和一个含有噪声的字典，然后将这个干净的字典应用于分类任务中。
 
不同于以往的方法，本节我们所提出的SPLQ[30]使用了一种依赖的矩阵分布来刻画由遮挡、伪装或者光照改变所产生的结构性噪声。这种依赖的矩阵分布可写成：
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其中，C>0是一个正比例常数，p>0是给定的参数。在文献[30]中，Luo等人证实了分布（7）能够刻画噪声像素之间的依赖关系。因此，误差矩阵的空间结构信息得以充分保留。此外，该方法假设表示系数是独立的且服从相同的高斯分布（q=2）或者拉普拉斯分布（q=1）。通过最大后验概率估计，并引入一个辅助变量E，我们最终可获得如下模型：
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其中，[image: ]代表一个矩阵的shatten-p范数。这里，我们主要讨论三种情形：p=1/2，2/3和1。解决模型（8）的主要迭代过程被总结在算法3中，其中步骤2中的具体形式可参考文献[30]。
 
 
 算法3　使用ADMM解决SpLq
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可以证明，算法3在p=1处全局收敛，在p<1时局部收敛。一系列实验结果证实了算法3能够有效地处理带有结构性噪声的图像分类问题。此外，与p=1相比，它在p<1时能够取得更好的效果。
 
4　基于核-L1范数的联合矩阵回归
 
前两节已经强调了噪声的结构信息对鲁棒回归建模的重要性。为了有效地处理结构性的噪声，一些学者在建模中融入了一些额外的技巧。例如，Morelli Andrés等人[31]使用压缩感知提出了一种迭代的遮挡探测算法。X. X. Li等人[32]引入了部分迭代重加权稀疏编码，它能够精确地探测出与整个训练集相关的遮挡区域。R. Min等人[33]先实施了显式的遮挡分析，然后从非遮挡区域完成人脸识别任务。J. X. Mi等人[34]先将一张图像分成几块，其中，遮挡块由一个指示器决定，然后样本非遮挡块用作分类的特征依据。这些方法的共同特点是需提前探测出遮挡的位置。但是，对于许多实际的噪声，准确地探测出它们在图像中的位置是一项艰巨的任务。
 
不同于以上途径，基于回归的方法直接刻画噪声而不需要考虑噪声所处的位置，例如，SRC[4]使用L1范数来描述稀疏噪声，NMR[17]借助核范数来拟合结构性噪声。可是，这些方法仅适合处理单一结构的噪声。我们知道，实际的噪声结构是复杂的，不仅具备一些稀疏属性，还可能隐藏一些结构信息。我们所提出的NL1R（nuclear-L1 norm joint matrix regression）[35]结合了SRC和NMR的各自优势，采用核-L1范数来刻画一类混合噪声，即稀疏噪声加上结构性噪声。
 
近年来，关于混合噪声的研究一直是图像处理中的热点问题。例如，Y. Xiao等人[36]将中值类型的滤波器与字典学习相结合来恢复被高斯和脉冲混合噪声损坏的图像。J. Liu等人[37]提出了一种加权的字典学习途径来实现混合噪声移除任务。这种方法将稀疏字典学习、图像重构、噪声聚类以及参数估计融入到一个框架中。J. L. Jiang等人[38]采纳一种加权的编码技巧来同时移除高斯和脉冲噪声。随后，J. L. Jiang等人[39]借助加权的低秩模型提出一种全新的混合噪声移除方法。这个方法同时保留了图像的全局结构和局部边界信息。但是，这些混合噪声移除模型仅仅适合点状噪声，他们仍然需借助传统的高斯噪声移除方法来完成降噪任务。此外，它们在单一的图像上实施降噪任务，并没考虑其他信息。因此，这些方法不适合模式表示（或分类）任务。
 
幸运的是，NL1R[35]能够同时处理混合噪声的移除和模式分类任务。它从两个不同的角度来考虑混合噪声。一方面，它将混合噪声看作一个整体，并使用一种推广的矩阵变量分布来描述这类噪声。这个分布是推广的矩阵Slash分布[35]与拉普拉斯分布的线性组合，即
 
 
 [image: ] 

 
这里υ是一超参数，C＇是正比例常数。借助最大后验概率估计并引入辅助变量E和Z，我们可获得以下模型：
 
 
 [image: ] 

 
其中，A1（x）=（Vec（A（x））；A0；（2-τ）x），B1（z）=（0；0；-（2-τ）z），C1（E）=（Vec（E）；Vec（E）；0），D1（Z）=（0；-Vec（Z）；0），E1=（Vec（B）；0；0），且τ∈{1，2}，α1，β1>0。
 
模型（10）被称为同时式的核-L1范数联合回归模型（simultaneous nuclear-L1 norm joint matrix regression model, SNL1R）。算法4总结了解决SNL1R的详细过程。
 
 
 算法4　使用ADMM解决SNL1R
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另一方面，NL1R假设这类混合噪声是两种独立成分的叠加，即，结构性噪声和稀疏噪声，并分别使用推广的矩阵Slash分布和独立的拉普拉斯分布来刻画每个成分。类似于SNL1R的推导方式，我们可以获得以下模型：
 
 
 [image: ] 

 
其中，A2（x）=（Vec（D（x））；（2-τ）x），B2（z）=（0；-（2-τ）z），C2（E1）=（Vec（E1）；0），D2（E1）=（Vec（E2）；0），E=（Vec（B）；0）且τ∈{1，2}，α1，β1>0。
 
因为误差矩阵E被分解成两部分，我们称式（11）为分解式的核-L1范数联合矩阵回归模型（decomposed nuclear-L1 norm joint matrix regression model, DNL1R）。解决此模型的算法被总结在算法5中。
 
 
 算法5　使用ADMM解决SNL1R
 
 
 
  
  [image: ] 
 
 

 
一般情况下，算法4和算法5拥有比SRC或者RSC更低的复杂度。我们在AR[41]、Extended Yale B[42]以及Multi-PIE[43]数据库上一系列人脸识别实验证明：与其他方法相比，NL1R可处理更多类型的噪声且性能更优越。并且我们发现，DNL1R的性能比SNL1R更加稳定。
 
5　基于树结构核范数的稳健矩阵回归
 
前几节所介绍的模型都属于矩阵回归的范畴，主要区别在于它们采用了不同的方式来建模误差矩阵。事实上，这些方法都可认为稀疏表示模型不同角度的推广。但是，基于稀疏表示的模型几乎都是独立处理每一个变量，却不考虑变量在输入特征向量中的位置。从而，变量之间的关系和结构常被忽视。可是，很多的实际应用都要受益于这种结构先验。因此，将数据的结构与稀疏性结合起来是令人期待的。基于这个目的，组Lasso强调了稀疏系数之间的组或者块结构的依赖关系，从而推广了一般的Lasso[44]。L. Meier等人[45]将组Lasso推广到Logistic模型中，并且提出了一种针对高维问题的有效算法。通过将网格结构嵌入到字典中，R. Jenatton等人[46]推广了稀疏PCA。但是，以上工作都无法解释为什么组结构会具备一定的优势。为此，J. Z. Huang等人[47]针对强组稀疏信号提供了令人信服的理论依据来解释组Lasso为什么要优于标准的Lasso。基于结构相关的编码复杂度，J. Z. Huang等人[48]进一步发展了一般的理论来学习结构性稀疏。此外，R. Baraniuk等人[49]对如何建立可靠的结构信号恢复算法提供了一些建议。
 
容易看出，在每一组内部，组稀疏并没有利用到稀疏性。换言之，如果一个组参数是非零的，那么这个组的所有元素都非零。所以，J. Friedman等人[50]提出了一个稀疏组Lasso来兼顾组水平以及特征（或元素）水平的稀疏性。使用J. Friedman等人[50]的观点，N. Simon等人[51]在回归问题中建模了组间和组内的稀疏性。更值得一提的是，X. Zhu等人[52]在视频数据中考虑了更多的先验知识，并且将图理论融入到稀疏组Lasso中。为了进一步加强组Lasso的稳健性，一些学者给出了组Lasso的重叠版本[53][54]。他们已经在大量的应用中显示出了优势。除了以上介绍的组结构，一些更复杂的组结构已经广泛地应用于实际问题中。例如，P. Zhao等人[55]引入了Composite Absolute Penalties（CAP）族。这个方法强调了变量间的预设定的组结构和分层的关系。随后，Liu等人[56]提出了一个有效的算法来处理树结构的组Lasso。X. Cai等人[57]将组稀疏和图稀疏放入同一的框架中，并提出了一个有效的算法来解决这个问题。关于结构性稀疏更多的应用，请参考文献[58][59][60]。
 
以上的方法都局限于表示系数或者字典的稀疏特性，并没考虑到余差项的结构信息。事实上，在SRC[4]、LRC[1]以及CRC[9]等基于回归的方法中，如何刻画余差项在模型的性能方面具有重要的影响。在SRC中，误差图像中的像素一般被假设服从独立的拉普拉斯或高斯分布[10]。但是，由实际变化所导致的误差图像是非常复杂的，这些已知的分布（例如，独立的拉普拉斯或者高斯分布）不足以描述它们。一些近期的方法，包括SSRC[25]、SSEC[24]都主要用来处理结构性的噪声，但它们无法提供有效刻画噪声的合理解释。与这些方法相比，基于核范数的回归模型（Nuclear norm based Matrix Regression, NMR）[17]是处理人脸识别中光照和遮挡问题的简单而有效的方法。它使用核范数来刻画误差图像的结构特性。但是，NMR主要侧重于误差图像的全局结构。众所周知，误差图像上的局部结构信息也是很关键的[61]。
 
本节所介绍的树结构核范数逼近（Tree-Structured Nuclear norm Approximation, TSNA）[62]模型能够有效地处理空间连续的矩阵变量。它不仅考虑矩阵变量的全局结构，也考虑其局部结构。首先，我们需要在误差矩阵E上定义一个索引树T（见文献[62]），其中，[image: ]，[image: ]，[image: ]包含了深度i的所有节点。在TSNA中，每一组[image: ]被假设服从以下分布
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公式（12）可认为是向量变量的Kotz-Type（V. K. T.）分布的一种推广，它属于椭圆等高分布的范畴。文献[63]已声明，Kotz-Type分布比多变量的正态分布有更重的尾部区域，因此它对异常点是稳健的。
 
如果将带有先验（12）的每一组认为是一个独立的事件，我们期待所有的事件同时发生。由统计学的基本原则，矩阵变量E的先验可写为
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公式（13）被命名为分层的Kotz-Type分布，它将树结构嵌入推广到矩阵变量的Kotz-Type分布中。比起一些独立的分布，分层的Kotz-Type分布更接近于图像水平噪声的本质属性，因为它融合了不同水平的二维结构。假设稀疏服从拉普拉斯分布，则由最大后验概率估计，我们可以获得以下模型：
 
 
 [image: ] 

 
其中，[image: ]。此模型可通过推广的交替方向乘子法（EADMM）[64]来解决。详细流程如算法6及算法7。
 
TSNA从分层结构的角度分别推广了SRC、NMR以及NL1R。NMR仅强调了水平0的结构，即它考虑了误差图像的全局结构却忽视了局部结构。SRC仅提炼了最后一个水平的结构。这对应于这个假设：误差的像素是独立地产生的。这与实际的观测矛盾。至于NL1R，它结合了水平0和水平d的结构（即，最后的水平），而误差图像的其他水平的结构仍然被忽视。TSNA将不同水平的二维结构融合在一个框架中。因此，比起其他方法，它更适合处理结构性的噪声。
 
 
 算法6　使用EADMM解决TSNA
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 算法7　计算算法6中的步骤3
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值得注意的是，SSRC也使用了树结构来拟合误差图像。可是，在这个方法中，L2或者L∞范数被用于刻画每一组。像前文的分析，这些向量范数无法完美地描述每一组的内部结构。而TSNA源于依赖的矩阵分布，所以，与SSRC相比，它能够更充分地强调每一组像素之间的依赖关系。即，TSNA与SSRC的不同之处在于对带有树结构先验的误差图像的每一组的刻画途径。TSNA将表示余差的TSN范数与每类系数的L2范数之比用于测量重构图像与每类之间的距离。一系列的实验结果表明，在处理遮挡的人脸识别问题时该方法表现出了优越的性能，尤其是在人脸图像中存在块状遮挡时优势更加明显。
 
6　结束语
 
基于回归的方法是分析数据的有效途径。特别是最近几年，伴随着稀疏表示和低秩表示这股潮流，回归分析方法已经引起了越来越多人的重视。关于回归分析的大量算法被相继地提出来解决实际的问题。同时，关于这些算法或者模型的理论性分析也取得了长足的进展。但至少在目前，基于回归分析的方法依然存在一些值得进一步研究的问题。
 
（1）模型的泛化能力：目前的方法都是聚焦于特定的噪声，可是，现实中的噪声是千变万化的。所以模型的假设也许并不与实际情形相吻合。此外，基于回归的方法对图像的对齐程度具有较高的要求，并且需要依赖于一定数量的训练样本。在实际应用中，这些要求也许很难满足。这就需要我们提高回归分析方法的泛化能力，使其能够应付仅含有少量样本、图像不对齐以及噪声多变的实际问题。
 
（2）大规模数据问题：处理大规模数据是近年来比较热门的话题。但是在现有的硬件条件下，如何降低算法的时间复杂度以及加快算法收敛率是一个亟待解决的问题。现存的回归分析算法的运行时间对数据规模具有很强的依赖性。虽然一些在线的、分布式的或者随机的算法能够处理以上面临的难题，但它们也许导致较低的精确度。因此，开发一种能够高效地解决大规模数据的回归方法是未来的一个重要研究方向。
 
（3）方法的融合：近两年来，深度的回归方法已经成为一项重要的研究课题。其基本思想是将回归方法与深度学习相结合来学习更好的特征。但是，这类方法具有大量的参数需要调试。此外，如果样本存在大面积的遮挡，此类方法的优势并不明显。所以，如何寻找一种更好的算法框架与回归方法相融合来提升回归方法的性能是一项有趣的尝试。
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若干低秩子空间恢复模型的闭解及其应用
 
林宙辰
 
北京大学，北京100871
 
1　引言
 
我们正处于大数据时代。其所面对的数据除了常提及的4个V（Volume（海量的数据规模）、Velocity（快速的数据更新）、Variety（多样的数据类型）、Value（巨大的数据价值））[1]特性外，往往还伴随高维性，即数据表达成了维数极高的向量，例如采集一张千万像素的照片即是在千万维空间中采集了一个样本点，视频、网页、基因阵列、用户行为日志等等也都是高维数据。数据的高维性给高效鲁棒的数据处理提出了巨大挑战。
 
幸运的是，高维数据并非杂乱无章。图1给出了某个人的人脸图像分布的二维可视化。从中可见，人脸图像其实并未充满整个空间，而是集中在若干低维流形附近。当低维流形为最简单的子空间时，找出样本点所在不同维数子空间的问题就称为子空间聚类问题[2]，它是子空间恢复问题的一种。
 
 
 [image: ] 
 图1　人脸图像分布的二维可视化（左，取自文献[3]）及子空间聚类问题（右）
 

 
由于子空间的维数等于子空间上样本点所构成的数据矩阵的秩，因此子空间恢复问题往往可建模成低秩问题，即求解秩尽可能小的某矩阵的问题。目前有代表性的低秩模型有[4]：
 
矩阵填充（Matrix Completion, MC）模型[5]：
 
 
 [image: ] 

 
鲁棒主成分分析（Robust Principal Component Analysis, RPCA）模型[6]：
 
 
 [image: ] 

 
低秩表示（Low-Rank Representation, LRR）模型[7]：
 
 
 [image: ] 

 
潜在（或隐性）低秩表示（Latent Low-Rank Representation, LatLRR）模型[8]：
 
 
 [image: ] 

 
其中，d和D为已知的数据向量或数据矩阵（每个样本为D的一个列向量），πΩ（A）表示提取A中下标在Ω中的元素的算子，‖E‖0为E的0-范数(1)（即E中非零元的个数），‖E‖2，0为E的（2，0）-范数（即E中非零列的个数）。MC模型是通过已知矩阵的某些位置的值推断该矩阵的缺失值。RPCA模型是从已知样本点中提取一个低维子空间，使得样本点偏离该子空间的误差稀疏。LRR模型是从已知样本点中提取多个低维子空间，使得样本点偏离所属子空间的误差稀疏。LatLRR模型则是为了解决LRR模型在样本不足时面对的问题而提出（其推导过程见第2节）。
 
由于模型（1）～（4）都是离散优化问题，一般情况下是NP难问题，因此常见的处理方案是把它们近似成凸优化问题。具体说来，是把rank函数换成核范数（Nuclear Norm），即矩阵奇异值之和；把0-范数换成1-范数，即矩阵元素绝对值之和；把（2，0）-范数换成（2，1）-范数，即各列2-范数（元素平方和开根号）之和。之所以这样替换，是因为可以粗略地说核范数、1-范数、（2，1）-范数分别是离rank函数、0-范数和（2，0）-范数“最近”的凸函数(2)[9]。由此得到如下相应的松弛后的凸优化问题：
 
松弛的矩阵填充（Relaxed Matrix Completion）模型[5]：
 
 
 [image: ] 

 
松弛的鲁棒主成分分析（Relaxed Robust Principal Component Analysis）模型(3)[6]：
 
 
 [image: ] 

 
松弛的低秩表示（Relaxed Low-Rank Representation）模型[7]：
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松弛的潜在低秩表示（Relaxed Latent Low-Rank Representation）模型[8]：
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目前低秩模型已经获得了广泛的应用，代表性的有背景建模[6]、图像对齐[11]、图像校正[12]、运动分割[7]、图像分割[13]、显著性检测[14]、图像标签优化[15]等，具体介绍可见本人写的综述文章[4]。
 
2　无噪低秩表示模型的闭解
 
我们首先发现松弛的无噪低秩模型：
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具有唯一的闭解[16]。
 
定理1　松弛的无噪低秩模型（9）具有唯一的闭解：假设D的秩为r，[image: ]是D的瘦型奇异值分解，则（9）的唯一解为[image: ]。
 
定理1有点让人意外之处在于核范数并不是严格凸(4)的，因此理论上在线性约束下可能会有无穷多个解，但是特定的线性约束D=DZ刚好排除了这种可能性。[image: ]在计算机视觉三维重建理论中称为形状交互矩阵（Shape Interaction Matrix）[16]。把[image: ]代入（9）的目标函数，得到
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即（9）的最小值为D的秩。更深入的分析可以得到：当样本从独立的线性子空间里采样得到时，Z*为块对角矩阵，而且每一对角块对应于一个线性子空间、每一对角块的秩等于相应线性子空间的维数[7]。
 
定理1可以有推广形式[7]：
 
定理2　松弛的广义无噪低秩模型
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具有唯一的闭解：
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其中，B+为B的Moore-Penrose伪逆。
 
Yu和Schuurmans进一步把定理2推广为[17]：
 
定理3　对任意酉不变范数‖·‖UI（即对任意矩阵X和尺寸匹配的列单位正交矩阵U和V都有‖UXVT‖UI=‖X‖UI），如果约束{Z|D=BZ}不为空集，则问题
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都具有唯一的闭解：Z*=B+D。
 
对于原始的广义无噪低秩模型：
 
 
 [image: ] 

 
我们也找到了它的闭解，但和问题（9）不同，其解不唯一[18]：
 
定理4　如果约束{Z|D=BZ}不为空集，[image: ]和[image: ]分别是D和B的瘦型奇异值分解，则原始的广义无噪低秩模型（14）的所有解为
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其中，S是任一满足[image: ]的矩阵。
 
定理4也稍有点出乎意料，因为离散优化问题经常是NP难的。式（15）和式（12）的差别在于多了一个尾项[image: ]。定理4曾被用于Structure from Motion矩阵分解中[19]（该文是CVPR2012最佳论文）。
 
2.1　应用：潜在低秩表示模型的推导
 
基于定理3，可以给出潜在低秩表示模型的推导过程。低秩表示模型在样本不足时，已有样本DO可能不足以自我表达，Liu等人[8]于是引入未观测的隐藏样本DH，使得它和DO一起可以表达DO：
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但是由于DH未知，相应的低秩表示模型不能求解，所以要想办法消去DH。有如下引理[8]：
 
引理1　设[DO DH]的瘦型奇异值分解为U∑VT，并把V分块为[image: ]．则式（16）的解可表达为
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证明：[image: ]可得
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于是约束DO=[DO DH]Z就退化为
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根据定理3，其核范数最小的解为
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证毕。
 
由式（18），式（19），约束DO=[DO DH]Z可作如下改写：
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容易看到括号里的矩阵都是低秩的。因此我们可以试图求解两个低秩矩阵Z和L（其中DO改写为D）
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其凸松弛形式为
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有噪声时，就是模型（4）和模型（8）。
 
3　无噪潜在低秩模型的闭解
 
我们发现无噪潜在低秩表示模型（20）也有闭解，但是解不唯一[18]。
 
定理5　原始无噪潜在低秩表示模型（20）的全部解为
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其中，[image: ]是任意幂等矩阵（[image: ]），S1和S2是满足下列条件的任意矩阵：
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得到定理5的原始想法是通过观察（20）的形式，得知Z与L的地位是对称的，因此猜测（20）可以拆成两个子问题：
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它们的闭解由定理4给出。进一步发现两个系数[image: ]可以分别改为α和1-α，其中α为任意实数，由此再深入挖掘，才得到定理5。
 
类似地，松弛的无噪潜在低秩表示模型（21）也有闭解，但是解也不唯一[18]：
 
定理6　松弛的无噪潜在低秩表示模型（21）的全部解为
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其中，[image: ]是任意满足下列条件的块对角矩阵：
 
（1）[image: ]的对角块与∑D相容，即如果[image: ]则[image: ]表示X的第i行第j列元素）；
 
（2）[image: ]和[image: ]均为半正定矩阵。
 
注意：[image: ]不必为对称矩阵。图2是一个[image: ]与∑D相容的例子。
 
 
 [image: ] 
 图2　一个[image: ]与∑D相容的例子。当∑D的第i个对角元和第j个对角元不相等时，[image: ]的第i行第j列元素就为0
 

 
3.1　应用：提升潜在低秩表示模型的聚类性能[20]
 
我们首先把数据用RPCA去噪，得到的数据D可以认为是无噪的（或噪声可以忽略），然后在D上应用松弛的无噪潜在低秩表示模型，但是由定理6，其解不唯一，我们可以试图从中选取一个最适合于聚类的解。受稀疏子空间聚类模型[21]的启发，我们要求表达系数矩阵Z*稀疏（因为Z*本身已经低秩，再对它进行低秩约束没有意义）：
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其中，W限定为对角阵是因为对于随机抽取的数据，其奇异值一般来说是各不相同的，由于W要与奇异值矩阵相容，一般来说它就必须是对角阵。于是W和I-W均为半正定矩阵的条件就退化为0≤diag（W）≤1。额外的约束tr（W）=1只是为了避免平凡解Z=0。问题（24）是凸优化问题，可以很方便地应用交错方向法求解[22][23]。求得最优解Z*后，以S=|Z*|+|（Z*）T|为相似度矩阵，可以对样本进行聚类，如谱聚类[24]。图3给出了一个仿真的例子，可以看出，新的算法（Robust LatLRR）比直接在带噪声数据上应用带噪声的潜在低秩表示模型（8）精度和鲁棒性都好。在真实数据库Hopkins 155和Extended Yale B上，新的算法的精度也明显领先，见表1和表2。
 
 
 表1　在Hopkins 155数据库上的聚类错误率（%）（对于鲁棒的潜在低秩表示（RobustLatLRR），参数λ设为[image: ]。其他方法的参数也各自调到最优）
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 [image: ] 
 图3　各子空间聚类模型在仿真数据上的性能比较，各模型的主要参数λ都在20%数据损毁时各自调到最优
 

 
 
 表2　在Extended Yale B数据库上不同人数情况下的聚类准确率（%）（对于鲁棒的潜在低秩表示（RobustLatLRR），参数λ依次设为0.014，0.013，0.0135。其他方法的参数也各自调到最优）
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4　若干主要低秩模型的解之间的关系[25]
 
本节我们对噪声项所使用的范数不做限制，因为本节的结论不依赖于E的范数。
 
前面讨论的都是无噪声低秩模型，但是现实中不可能数据没有噪声。这个理论与实践不一致的问题可以通过如下方式解决。我们首先看到，在低秩表示模型和潜在低秩表示模型中，当数据中噪声较大时，用带噪声的数据本身作为字典来表达数据是不太合理的。因此我们考虑先把数据去噪，再运用低秩表示模型和潜在低秩表示模型，得到相应的鲁棒的低秩表示模型和鲁棒的潜在低秩表示模型，其中f（E）未明确指定。
 
鲁棒的低秩表示（Robust LRR）模型[16]：
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鲁棒的潜在低秩表示（Robust LatLRR）模型[20]：
 
 
 [image: ] 

 
当把rank函数换成核范数时，得到相应的凸松弛模型。
 
松弛的鲁棒低秩表示（Relaxed Robust LRR）模型[16]：
 
 
 [image: ] 

 
松弛的鲁棒潜在低秩表示（Relaxed Robust LatLRR）模型[20]：
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我们以模型（25）为例做如下推导。注意到给定A，[image: ]。因此模型（25）可以拆成两个相对简单的子问题：
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问题（29）可以称为广义的鲁棒主成分分析问题，而式（30）的解由定理4给出。对于另外三个模型（26）～（28），也可以拆成两个子问题（对松弛的模型，推导时需要用到式（10）），其中一个为广义的鲁棒主成分分析问题（29），另一个子问题的解由闭解给出。由于广义的鲁棒主成分分析问题（29）的求解相对来说要简单些，如果得到问题（29）的解，就马上能得到模型（25）～（28）的解。反之也对。具体来说，我们有如下的定理。
 
定理7　对于问题（29）的任一个解（A*，E*），假定A*的瘦型奇异值分解为[image: ]，则[image: ]，E*）为模型（25）的解，其中S是任一满足[image: ]的矩阵。反过来，如果（Z*，E*）是模型（25）的解，则（D-E*，E*）是问题（29）的解。
 
定理8　对于问题（29）的任一个解（A*，E*），（（A*）+A*，E*）为模型（27）的解。反过来，如果（Z*，E*）是模型（27）的解，则（D-E*，E*）是问题（29）的解。
 
定理9　对于问题（29）的任一个解（A*，E*），假定A*的瘦型奇异值分解为[image: ]，则（Z*，L*，E*）为模型（26）的解，其中
 
[image: ]，
 
[image: ]是任一幂等矩阵，S1和S2是任一满足下列条件的矩阵：
 
（1）[image: ]，S2UA*=0；
 
（2）[image: ].
 
反过来，如果（Z*，L*，E*）是模型（26）的解，则（D-E*，E*）是问题（29）的解。
 
定理10　对于问题（29）的任一个解（A*，E*），假定A*的瘦型奇异值分解为UA*SA*[image: ]，则（Z*，L*，E*）为模型（28）的解，其中
 
 
 [image: ] 

 
[image: ]是任一满足下列条件的块对角矩阵：
 
（1）[image: ]的对角块与∑A*相容；
 
（2）[image: ]和[image: ]均为半正定矩阵。
 
反过来，如果（Z*，L*，E*）是模型（28）的解，则（D-E*，E*）是问题（29）的解。
 
以上四个定理所揭示的模型（25）～（29）解之间的互为表出关系可以用图4来总结。我们把广义鲁棒主成分分析模型（29）放在中心是因为它是这几个低秩模型里最简单的，所以应当优先解它，由它来获得其他低秩模型的解。
 
 
 [image: ] 
 图4　五个低秩模型解之间的互为表出关系。如果A指向B，表示从A的解可以立即得到B的解
 

 
以上解之间关系的意义在于：
 
（1）我们可能会得到非凸问题（25）～（28）的全局最优解。这是因为（29）在适当的条件下是可以求得全局最优解的[6][26]。
 
（2）我们可以得到求解模型（25）～（28）的快速算法。这是因为我们可以先解相对简单的模型（29），从而得到模型（25）～（28）的解。更进一步，求解（29）有超快的随机算法，如ℓ1-filtering[27]或ℓ2，1-filtering算法[20]（其基本原理是先恢复出矩阵的部分，然后利用低秩性和噪声的稀疏性对矩阵的其余部分进行并行去噪）。
 
4.1　解的质量的比较
 
我们把先归结求解（29）再用闭解表达的算法称为REDU-EXPR（为Reduce-Express的缩写）。图5是和直接使用部分交错方向法（partial ADM）[30]求解模型（27）的聚类准确率的比较。可以看到，REDU-EXPR算法得到的解对噪声抵抗能力明显高得多。
 
 
 [image: ] 
 图5　REDU-EXPR算法和交错方向法求解模型（27）所得解的质量的比较，其中模型（27）中[image: ]，n为样本个数。聚类准确率为10次平均值
 

 
表3比较了两种算法得到的解的秩、稀疏度、目标函数值，可以看到REDU-EXPR得到的解的数值质量明显优于交错方向法得到的。在运算速度方面，REDU-EXPR也有明显优势。
 
 
 表3　使用partial ADM与REDU-EXPR求解鲁棒低秩表示问题时随噪声占比的增长在鲁棒性与速度上的对比（所有的实验均执行10次取平均，参数λ均设为：[image: ]，其中n为数据规模）
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4.2　求解速度的比较
 
表4给出了在真实数据库Extended Yale B上求解松弛的鲁棒低秩表示模型的计算时间的比较，REDU-EXPR优势明显。表5给出了在仿真数据上的计算时间比较，采用了随机优化算法ℓ2，1-filtering算法[20]求解广义鲁棒主成分分析模型（29）后，REDU-EXPR进一步获得了明显的加速。
 
 
 表4　在Extended Yale B数据库上非监督人脸图像的聚类结果（R-LRR为鲁棒低秩表示模型）
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 表5　随着数据规模增长，各方法在CPU耗时（秒）上的对比（方法包括：用ADMM求解LRR、用partial ADMM求解鲁棒低秩表示模型（R-LRR）、用REDU-EXPR而不采用ℓ2，1-filtering算法来求解R-LRR，以及用REDU-EXPR并采用ℓ2，1-filtering算法来求解R-LRR）
 
 [image: ] 

 
5　闭解应用的另一个例子：仿射变换下特征点误匹配检测[28]
 
在三维重建或部分重复图像检测中，为了加速计算往往需要用特征点寻找内容相同的区域。在特征点匹配好后，需要进行误匹配操作，去除误匹配，才能计算出正确的两幅图匹配区域之间的几何变换（图6）。
 
目前误匹配检测算法大部分适用于几何变换是欧氏（旋转、平移、放缩）的情形，能适用于仿射变换的算法非常稀少。一个有代表性的算法是Guo和Cao等人提出来的[29]，它需要假定一些锚点是正确匹配的，然后利用平面上的点关于锚点的面积坐标（表达成包含该点的锚点三角形顶点的线性组合）是仿射不变量的原理来检测误匹配点。我们提出了一个非常简洁的方法。不同于Guo和Cao等人的思路，我们不限定用包含该点的锚点三角形顶点来表达平面上的点，而是用所有的特征点来表达，但是要求表达系数矩阵低秩，这样就避免了假设锚点必须正确匹配、计算关于锚点的Delauney三角化和判断给定点在哪个Delauney三角形里。因此，根据定理1，该表达系数矩阵为特征点坐标所构成的矩阵的形状交互矩阵。很容易证明，特征点坐标所构成的矩阵的形状交互矩阵是仿射不变量，通过比较两幅图各自特征点坐标所构成的矩阵的形状交互矩阵，可以检测出误匹配点（图7）。在标准数据库上的部分重复图像检索任务的测试表明检索精度高于现有算法（图8（a）～（c）），在有明显仿射或透射变换时优势更为明显（图8（d））。其运算速度也相当有竞争力（表6）。
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 图6　图像误匹配检测问题示意图
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 图7　基于形状交互矩阵的误匹配点检测算法示意图
 
 （a）假定的匹配；（b）形状交互矩阵；（c）检测重大的差异；（d）检测到的误匹配
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 图8　在标准数据库上的部分重复图像检索任务的测试结果
 
 （a）GCDup数据集；（b）Holiday数据集；（c）Oxford5k数据集；（d）有明显仿射或透射变换的图像集
 

 
 
 表6　所有方法在三个数据集上的平均计算耗时
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6　结束语
 
由前面的介绍，低秩模型要比稀疏模型有更丰富的数学性质，其无噪声情形下的闭解在理论与应用上都有着重要的意义。事实上，有更多带闭解的低秩模型这里没有介绍，如文献[30]里所列出的。寻找更多的带闭解的低秩模型并应用于更多的实际问题将是有趣的探索。
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(1)　严格地说，0-范数和下文的（2，0）-范数并不是数学意义上的范数，这里称它们为范数只是为了方便。
 
(2)　严格地说，是在某凸集上的凸包络（Convex Envelope）[10]。
 
(3)　该模型正式名称为主成分追踪（Principal Component Pursuit）模型[6]，但这里为了统一指称的方便，称其为松弛的鲁棒主成分分析模型。
 
(4)　严格凸的直观涵义为函数的图像和任一超平面相切时只有一个切点。
3
面向大规模机器学习的随机优化(1)
 
张利军
 
南京大学计算机软件新技术国家重点实验室，南京210023
 
1　引言
 
随机优化（stochastic optimization）[1]被广泛应用于科学和工程的许多领域，如统计、运筹、机器学习。随机优化一般被形式化成如下问题[2]：
 
 
 [image: ] 

 
其中，w是优化变量，其定义域为W；ξ为随机变量，其取值空间为[image: ]；P（ξ）代表变量ξ的概率分布。随机优化的主要困难在于随机变量ξ的分布函数我们一般是不知道的。即使在某些特殊情况下分布函数已知，公式（1）中的高维积分也难以直接计算，优化函数F（w）的具体形式仍然未知。因此，为求解随机优化，需要设计不依赖于概率密度的优化算法。在介绍具体优化算法之前，我们先给出一个随机优化在机器学习中的实例。对于监督学习，我们的目标是寻找一个分类器来最小化损失，也就是分类器在未知样本上的期望误差。损失最小化（risk minimization）可写成如下问题[3]：
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其中，w代表分类器，（x，y）代表一个测试样本x及其标记y，ℓ（·，·）为损失（loss）函数。常见的损失函数包括支持向量机中的铰链损失（hinge loss）：ℓ（u，v）=max（0，1-uv），以及逻辑回归中的逻辑损失（logistic loss）：ℓ（u，v）=log（1+e-uv）。
 
求解随机优化的方法可以分为两种[2]：随机近似（stochastic approximation）和样本均值近似（sample average approximation）。随机近似假设能够观测到目标函数的含噪信息（比如含噪函数值、梯度），然后通过不断查询这些信息来近似优化公式（1）；样本均值近似则是通过对随机变量ξ进行多次采样，利用这些样本得到一个公式（1）的近似问题，然后求解该问题。这两种算法都不需要预先知道分布函数P（ξ），因此可以用于求解随机优化。与样本均值近似相比，随机近似的计算代价低，更加适用于大数据场景，成为了优化和机器学习领域近期的研究热点，研究人员提出了一系列新的随机近似算法[5][6][7]。本文将主要讨论随机近似的研究进展，以及我们在该方向的研究成果，并给出在大规模机器学习中的应用。
 
在第2节，我们将介绍随机近似方面的相关工作。第3节和第4节分别介绍如何利用随机近似降低机器学习算法的时间复杂度和空间复杂度。第5节对全文进行总结，并列出进一步的研究方向。
 
2　相关工作
 
随机近似可以进一步细分为0阶随机近似、1阶随机近似，以及更加高阶的随机近似。给定任意一个w∈W，0阶随机近似假设可以观测到函数值F（w）的无偏估计[8]；与此类似，1阶随机近似假设可以观测到梯度▽F（w）的无偏估计[5]。由于1阶随机近似更常用，我们主要讨论现有的1阶随机近似算法。
 
现有的随机近似算法都是迭代式算法。假设在第t轮，当前解为wt。我们认为存在某个“神谕”（Oracle），能够返回一个随机梯度g（wt）。该随机梯度是真实梯度的无偏估计，即
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为了分析算法的收敛率，我们引入两种等价的衡量方式。令T为随机梯度的个数，wout为算法的最终输出。第一种方法称为收敛率（convergence rate），通过描述优化误差和T的关系来刻画算法的性能。其形式如下：
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其中，H（T）代表T的函数。一般情况下，我们主要关心H（T）的量级（Order）。第二种等价的形式被称为迭代复杂度（iteration complexity）。衡量的是给定一个很小的常数ε>0，为了满足
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算法需要多少次迭代或多少随机梯度。
 
最为经典的1阶随机近似算法是随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent, SGD）。SGD通过下面的更新方式计算下一轮的解wt+1：
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其中，ηt≥0为步长，PW（·）表示将参数投影到定义域W。SGD的算法如表1所示。
 
 
 表1　随机梯度下降（SGD）
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值得一提的是，SGD一般是返回T轮迭代的平均解作为最后输出。
 
理论分析表明，当函数F（·）利普希茨连续并且凸时，SGD可以达到[image: ]的收敛率[9][10]。换言之，在这种情况下，SGD的迭代复杂度是O（1/ε2）。可以证明对于一般的凸函数而言，该收敛速率已是最优[11]。当函数F（·）强凸时，SGD的收敛速率可以提升到O（logT/T）[12][13]。近年来，研究人员提出了SGD的一些变形[5][6][7]，对于强凸函数能够达到最优的O（1/T）收敛率[14]。当随机函数为幂凹（exponentially concave）时，在线牛顿法可以取得O（d/T）的收敛率[12][15]，其中d是w的维度。
 
某些特殊的情况下，目标函数F（·）可以表示为两个函数相加，其中第一项是随机函数的期望，第二项为非平滑项。这种问题被称为随机复合优化（stochastic composite optimization），如下所示：
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这里的Φ（·）是某个非平滑函数。当w是向量时，常用的非平滑函数为向量的ℓ1-范数，可以生成稀疏向量。当w是矩阵时，常用的非平滑函数为矩阵的核范数（nuclear norm），可以生成低秩矩阵。通过计算非平滑函数的次梯度，SGD同样可以用于优化公式（7）中的问题。虽然从理论上可以证明SGD依然能够收敛，但是这种方式无法有效地利用Φ（·）的性质。为了解决该问题，人们提出一系列专门针对随机复合优化的随机近似算法[16][17][18][19]，其核心思想是引入一种新的更新方式——随机临近梯度下降（Stochastic Proximal Gradient Descent, SPGD）。具体地，给定当前解wt及第一项的随机梯度g（wt），SPGD通过下面的方式更新：
 
 
 [image: ] 

 
可以看出，在计算wt+1时，SPGD保持了非平滑项Φ（·），因此可以强制wt+1稀疏或低秩。此外，通过对比公式（6）和公式（8），我们可以很容易地看出当Φ（w）不存在时，SPGD就退化成了SGD。基于SPGD的近似优化算法的收敛率和SGD类似，我们不再重复该部分内容，感兴趣的读者可以查阅相关文献[16][17][18][19]。
 
一般而言，随机梯度g（wt）非常容易计算，因此随机近似算法，比如SGD和SPGD每一次迭代的计算量非常小。这一特点使得随机近似算法非常适用于大规模机器学习。在第3节，我们将介绍如何利用随机近似算法降低机器学习算法的时间复杂度。在第4节，我们将更进一步阐述随机近似算法还可以用于降低机器学习算法的空间复杂度。
 
3　降低时间复杂度
 
在本节，我们以监督学习为例，介绍如何利用随机近似算法降低机器学习算法的时间复杂度，并介绍我们最近的研究成果——阶段混合梯度下降[20][21]。
 
3.1　研究背景
 
在监督学习问题中，学习算法观测到n个训练数据（x1，y1），…，（xn，yn），其中xi∈[image: ]d为第i个样本，yi∈[image: ]为该样本的标记。学习算法的目的是寻找一个分类器来预测新样本的标记。假设我们考虑线性分类器wTx：[image: ]，并且要求w属于某凸集合W。经验误差最小化（empirical risk minimization）通过求解下面的优化问题寻找最优的分类器(2)：
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其中，ℓ（·，·）为衡量预测误差的损失函数。对于公式（9）中的优化问题，由于n个训练数据预先给定，因此可以准确计算函数值和梯度，所以确定优化（deterministic optimization）算法可以用于求解公式（9）。下面我们分析一下确定优化和随机优化的区别。
 
最典型的确定优化算法是梯度下降（Gradient Descent, GD），其更新策略与SGD类似，只需要把公式（6）中的随机梯度替换成真实梯度。由于GD需要计算真实梯度，因此每一次迭代的计算复杂度是O（n）。对于大数据，n的数值很大，GD每一次迭代会非常慢。但是GD的收敛速率比SGD快。当函数F（·）利普希茨连续并且凸的时候，GD的收敛速率也是[image: ]。当函数F（·）凸并且平滑时，GD的收敛速率是O（1/T），利用Nesterov的加速梯度法，收敛速率可以进一步提升到O（1/T2）[22][23]。当函数F（·）强凸并且平滑时，GD可以达到线性收敛[24][25]。
 
如果我们用随机近似算法，比如SGD求解公式（9），那么在第t轮，我们只需要从n个训练数据中随机选择一个样本（xt，yt），并依据下面的公式计算随机梯度：
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显然，只要随机选择样本（xt，yt），g（wt）就是真实梯度▽F（wt）的无偏估计，即
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由于随机梯度只需要1个样本，因此SGD每一次的迭代的时间复杂度是O（1）。为了便于对比，我们将GD和SGD的迭代复杂度和时间复杂度列举在表2中。
 
 
 表2　GD和SGD的对比
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为了方便比较，我们在表2中列举了GD和SGD的迭代复杂度，而不是收敛速率。λ表示强凸的参数，κ代表优化问题的条件数（condition number）。从表2可以看出，GD每一次迭代的时间复杂度比SGD要长，但是GD的迭代复杂度比SGD低。因此，在比较GD和SGD的总体时间复杂度时，我们需要考虑不同的情况。接下来，我们以F（·）凸且平滑为例，对GD和SGD的总体计算时间进行比较。一般而言，当ε≥1/n2/3时，[image: ]ε2，意味着SGD的总体计算时间低。反之，当ε≤1/n2/3时，[image: ]，意味着GD的总体计算时间低。对于F（·）强凸且平滑，我们有类似的结论。
 
上面的讨论表明，如果应用问题对最终解的精度要求不高时，可以选择SGD来降低时间复杂度。然而，如果我们希望找到一个精度非常高的解，这时候应该选择GD。也就是说SGD和GD各有优劣，这就启发我们思考这样一个问题：能否将GD收敛快和SGD单轮迭代简单的优点结合起来，设计出超越SGD和GD的新算法？对于该问题，我们给出了一个肯定的答案，提出了一种新的优化算法[20][21]。
 
3.2　阶段混合梯度下降
 
与GD相比较，SGD的收敛速率慢，因此我们以提升SGD的收敛速率为出发点。仔细检查SGD的收敛性证明，可以发现SGD收敛慢的原因是由于它用了一个不断变小的步长。具体而言，对于凸函数，SGD的步长[image: ]）[9][10]；对于强凸函数，SGD的步长ηt=O（1/t）[5][12][13]。当迭代轮数t特别大时，步长ηt非常小，导致wt更新很少，算法收敛慢。与SGD不同，GD采用固定步长，因此收敛快。为了加速SGD，我们需要对步长ηt的设置做出调整。接下来，我们需要理解为什么SGD采用不断变小的步长。其原因在于SGD更新的时候，只是利用了随机梯度，并不是真实梯度。虽然随机梯度g（wt）是真实梯度▽F（wt）的无偏估计，但对每一轮迭代而言，两种梯度之间的差g（wt）-▽F（wt）并不是0。因此，SGD每一次迭代都会引入一个梯度的误差，为了控制误差造成的影响，SGD采用不断变小的步长。
 
从上面的讨论我们看出，因为随机梯度存在误差，使得SGD采用不断变小的步长。反过来，如果我们能够控制随机梯度的误差，那么就可以用固定步长。为了实现这一目的，我们提出了一种混合梯度（mixed gradient）。给定一个参考[image: ]，我们首先计算它的真实梯度[image: ]，并存储下来。假设我们在第t轮迭代，当前解为wt。我们先从n个训练数据中随机选择一个样本（xt，yt），然后引入下面的混合梯度：
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首先，只要样本（xt，yt）是随机采样的，m（wt）依然是真实梯度▽F（wt）的无偏估计，即
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其次，与公式（10）中随机梯度g（wt）相比，混合梯度m（wt）的方差可以获得控制，也就意味着梯度误差m（wt）-▽F（wt）较小。接下来，我们解释为什么m（wt）的方差能被控制。从公式（12）可以看出，m（wt）包括两部分：随机[image: ]和确定项▽F（[image: ]）。m（wt）的方差只跟随机[image: ]有关。当损失函数[image: ]平滑时，可以得出
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其中，L是衡量平滑程度的参数。上式表明，混合梯度的方差可以被wt和[image: ]之间的距离控制。因此，通过控制wt和[image: ]之间的距离，就可以降低混合梯度的方差，也就能够采用固定步长。
 
基于混合梯度，我们提出了一种新的算法——阶段混合梯度下降（Epoch Mixed Gradient Descent, EMGD），如表3所示。
 
对比表1和表3可以看出，EMGD包括两层循环，外层循环包括m个阶段（Epoch），每一个阶段包括T次内循环。两层循环的目的是为了更新参考[image: ]，进而控制[image: ]和wt之间的距离。在算法第3步，我们计算了参考点[image: ]的真实梯[image: ]，然后在第4步将[image: ]设置为内循环的初始值。从第5步到第9步，算法执行了T次混合梯度下降。具体而言，首先算法从训练数据中选择一个随机样本（xt，yt），然后根据公式（12）计算wt的混合梯度m（wt），最后执行下面的混合梯度下降：
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其中，η>0为固定步长。在第10步，算法更新参考值[image: ]，然后继续执行下一阶段的循环。
 
 
 表3　阶段混合梯度下降（EMGD）
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接下来，我们介绍EMGD的收敛速率。假设函数F（·）是为强凸，即
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其中，λ>0为刻画强凸的参数。此外，我们假设随机函数[image: ]是平滑，即
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其中，L>0为刻画平滑性质的参数。注意到，根据琴生不等式[26]，[image: ]平滑也意味着函数F（·）平滑。我们定义条件数κ=L/λ。机器学习领域中的许多问题，比如正则化逻辑回归就满足上述两种假设。对于EMGD的收敛速率，我们证明了下面的定理[20]。
 
定理1　假设[image: ]。设置步长[image: ]，以至少1-mδ的概率EMGD输出的解[image: ]满足
 
 
 [image: ] 

 
换言之，为了寻找一个ε最优解，EMGD需要O（log1/ε）真实梯度以及O（κ2log1/ε）随机梯度。
 
讨论1：定理1表明，通过利用少量的真实梯度，EMGD具备线性的收敛速率。与SGD相比，EMGD的收敛速率更快。与GD相比，EMGD同样达到了线性收敛，并且只需要利用少量的真实梯度。因此，EMGD同时具备了GD收敛快以及SGD迭代代价低的优点。当F（·）强凸且平滑时，GD、SGD、EMGD的总体时间复杂度如表4所示。
 
 
 表4　当F（·）强凸且平滑时各算法的总体时间复杂度
 
 [image: ] 

 
从表4可以看出，当算法需要寻找一个高精度的解，即ε非常小的时候，GD和EMGD都比SGD快。此外，当训练数据非常大，即n≥κ2/3时，EMGD比GD要快。因此，我们提出的EMGD算法适用于数据规模大且计算精度高的场景。
 
讨论2：在我们的EMGD算法发表在NIPS 2013的同时[20]，另外一组研究人员也在NIPS 2013上发表了一个非常类似的算法——方差降低的随机梯度（Stochastic Variance Reduced Gradient, SVRG）[27]。EMPG和SVRG的基本思想完全一致，仅有一些细微的差异，主要区别在于理论分析。SVRG引入了一个新的假设，即每一个随机函数都是凸的。通过这个额外的假设，SVRG所需要的随机梯度则缩减为O（κlog1/ε），真实梯度仍然为O（log1/ε）。
 
讨论3：定理1提供了EMGD在函数F（·）强凸且平滑时的理论保障。我们在另一文中证明了EMGD在函数F（·）不非强凸时的收敛速率。具体而言，当F（·）凸并且平滑时，EMGD需要O（log1/ε）真实梯度以及O（1/ε）随机梯度。
 
讨论4：正如我们所介绍的，混合梯度下降的核心思想是控制随机梯度的方差。熟悉随机优化的读者可能会问，小批处理（mini-batch）是一种通用的降低随机梯度方差的技术，能否用来代替混合梯度呢？小批处理是指在每一次计算随机梯度时，随机采m个样本，然后计算m个样本上的平均梯度[28]。已有理论表明[29][30]：小批处理只能降低SGD中的投影次数，并不能降低随机梯度的总数量(3)。因此，一般而言小批处理并不能代替混合梯度。
 
3.3　实验
 
下面，我们给出EMGD在真实数据集上的实验结果。我们采用了Rcv1数据集(4)，考虑正则化逻辑回归的优化问题：
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我们在实验中对比了EMGD和SGD，结果如图1所示。
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 图1　EMGD和SGD在Rcv1数据集上的实验对比
 
 （a）优化误差；（b）梯度的方差
 

 
对SGD，χ轴表示随机梯度的数量除以n；对于EMGD，χ轴表示随机梯度的数量除以n加上真实梯度的数量。通过这样的设置，我们可以保证χ轴代表了同样的计算代价。图1（a）描述了优化误差随梯度数量的变化，可以看出EMGD达到了线性收敛，其收敛速率远远超过了SGD。根据我们前面的描述，EMGD的核心思想是控制梯度的方差。为了检验这一点，我们在图1（b）中展示了梯度的方差。可以看出，EMGD中混合梯度的方差以线性的速率下降，SGD中随机梯度的方差为常数，不会随时间变小。
 
4　降低空间复杂度
 
对于随机近似算法的研究，主要集中在如何降低优化问题的时间复杂度。本节考虑另外一个视角，即如何利用随机近似来降低学习问题的空间复杂度。
 
4.1　研究背景
 
我们研究下面的低秩矩阵优化问题：
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其中，优化变量是大小为m×n的矩阵W，f（·）是一个凸函数，‖·‖*代表矩阵的核范数，λ>0为正则化参数。上式中的优化问题广泛出现在矩阵补全[31]、多任务学习[32]、矩阵低秩近似[38]等应用中。求解问题（20）的标准算法是次梯度下降（Subgradient Descent, SgD）(5)或者临近梯度下降（Proximal Gradient Descent, PGD）。无论是SgD或者PGD，每次迭代都需要进行奇异值分解（Singular Value Decomposition, SVD）。因此，当矩阵非常大的时候，这两种算法每次迭代的计算代价非常高。假设m≤n，SgD和PGD的空间复杂度为O（mn），每次迭代的时间复杂度为O（m n2+c），其中c代表计算f（·）梯度的代价。
 
我们考虑m和n都非常大的情况，这时O（mn）的时间复杂度和O（m n2+c）的空间复杂度不可接受。最近有些工作研究如何避免SVD操作，能够降低时间复杂度中涉及SVD的部分，但是它们的空间复杂度依然是O（mn）[33][34]。此外，针对复合优化而设计的随机近似算法也可用于求解问题（20）。这类算法可以降低时间复杂度中涉及梯度计算的部分，但是时间复杂度还是O（mn）[16][17][18][19]。在文献中，我们唯一找到能够降低时间复杂度的算法是Avron等人提出的一个启发式算法[35]。该算法基于SGD，利用低秩随机梯度更新当前解。在每次更新后，通过丢弃较小的奇异值，保证中间解低秩。由于随机梯度和中间解都为低秩，可以将它们按照分解的形式存储在内存中，因此能够降低时间复杂度。但是，该算法强制丢弃了较小的奇异值，无法从理论上保障收敛。针对该问题，我们提出了一种基于随机临近梯度下降（SPGD）的优化算法，能够同时降低时间复杂度和空间复杂度，并且具有收敛性保证[36][37]。
 
4.2　随机临近梯度下降
 
我们的算法是基于SPGD的迭代算法。将第t轮的解记为Wt，算法能够保证Wt低秩，因此Wt可以按照SVD的形[image: ]存在内存中。假设矩阵Wt的秩为r，那么Ut、Vt的大小分别为m×r和n×r，∑t是r×r的对角矩阵。这样，存储Wt只需要O（（m+n）r）空间。为了更新Wt，我们首先计算一个低秩随机梯度G（Wt），该梯度要满足下面两个条件：
 
（1）G（Wt）是真实梯度▽f（Wt）的无偏估计，即E[G（Wt）]=▽f（Wt）。
 
（2）G（Wt）是低秩的，也就是说G（Wt）可以按照分解的形式[image: ]存储在内存中，占据空间O（m+n）。
 
然后，我们利用SPGD来更新Wt：
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其中，ηt>0为步长。由于SPGD在求解Wt+1时保持了核范数正则化项，因此Wt+1同样是低秩的，可以按照SVD的形式存在内存中。此外，因为Wt和G（Wt）都是以分解的形式存储在内存中，求解公式（21）中的优化问题时，我们可以利用增量式SVD来降低时间复杂度[39]。这一步的空间复杂度和时间复杂度分别为O（（m+n）r）和O（（m+n）r2）。我们所提出的整体算法流程如表5所示。
 
 
 表5　基于随机临近梯度下降的优化算法
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根据上面的讨论，我们知道算法的空间复杂度为O（（m+n）r），其中r是中间解的秩。因此，当所有矩阵都低秩时，算法时间复杂度会远小于其他算法的O（mn）复杂度。每一次迭代的空间复杂度是O（（m+n）r2），也远小于其他算法的O（m n2+c）复杂度。我们的算法与其他随机近似算法[16][17][18][19]比起来更加简单，因为我们直接将最后一次更新结果作为输出，并不需要计算平均，因此降低了空间复杂度。
 
接下来，我们详细阐述如何计算低秩随机梯度以及如何快速求解公式（21）。低秩随机梯度有很多计算方式，下面我们给出一种通用方法，其他方法读者可参考文献[35]和文献[40]。注意到真实梯度▽f（Wt）的大小是m×n。我们首先随机选择一个n维空间中的标准正交基ei，令At=▽f（Wt）ei，Bt=nei。显然
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因此，G（Wt）是真实梯度▽f（Wt）的无偏估计，并且秩为1。需要说明的是，在计算At的时候，我们只需求出真实梯度▽f（Wt）的第i列，因此At的计算非常快。此外，我们也可以对正交基随机采样多次，适当增加随机梯度的秩，达到减少方差的目的。
 
为了求解公式（21），我们需要引入奇异值收缩（Singular Value Shrinkage，SVS）算子[41]。给定一个矩阵Y∈[image: ]m×n，其SVD分解为U∑VT，其中∑=diag[σ1，…，σmin（m，n）]为对角矩阵。阈值为λ的SVS算子定义为
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其中，Dλ[∑]=diag[max（0，σ1-λ），…，max（σmin（m，n）-λ）]。从上面的定义可以看出，Dλ[Y]将矩阵Y小于λ的奇异值设为0，并把剩余的奇异值减少λ。通过选择合适的参数λ，SVS算子能够生成低秩矩阵。关于SVS算子，我们有下面的性质[41]。
 
定理2　对于任意的Y∈[image: ]m×n，λ≥0，下面的等式成立：
 
 
 [image: ] 

 
对比公式（21）和定理2，我们得出
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因此，为了求解Wt+1，我们只需要计算[image: ]的SVD分解，然后根据SVS算子的定义就可以得到Wt+1。由于Wt是按照[image: ]的形式存储，G（Wt）是按[image: ]的形式存储，我们可以利用增量式SVD快速计[image: ]的SVD分解[39]。为了方便读者查阅，我们在附录里提供了增量式SVD的计算流程。
 
最后，我们提供表6中优化算法的收敛速率[36]。
 
定理3　假设E[‖G（Wt）‖2]存在上界。当f（·）是凸函数时，我们将步长设为ηt=1/[image: ]，那么
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当f（·）是λ强凸函数时，我们将步长设为ηt=1/（λt），那么
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讨论5：上面的定理表明，对于凸函数，我们的算法达到了[image: ]的收敛速率；对于强凸函数，收敛速率能够进一步提升到O（logT/T）。
 
讨论6：为了便于讨论，公式（20）是一个无约束的优化问题。我们的算法同样可以应用于有约束的场景，比如要求W是半正定的。这样，我们的算法可以用来解决低秩距离度量学习问题，相关算法可以参考文献[42]。
 
4.3　实验
 
在实验中，我们将前面介绍的随机算法应用到核主成分分析（Kernel Principal Component Analysis, KPCA）[43]。KPCA是PCA的非线性扩展，旨在发现数据中的非线性模式。给定一组数据x1，x2，…，xn∈[image: ]d，一个核函数[image: ]，KPCA的计算流程包含下面两步。
 
（1）计算核矩阵K∈[image: ]n×n，其中Kij=κ（xi，xj）。
 
（2）对矩阵K进行特征分解，保留r个最大的特征值和特征向量。
 
上述两步的时间复杂度为O（n2），空间复杂度为O（n2d+n3）。因此当数据量非常大时，计算成为瓶颈，我们甚至没有足够的内存存储核矩阵K。
 
为了将我们的算法应用到KPCA，需要对KPCA的问题进行转换[37]。注意到KPCA只需要使用核矩阵K中较大的特征值和特征向量，因此，并不需要把核矩阵K显示地计算出来，只需要计算K中较大的特征值和特征向量。基于此，我们引入下面的优化问题：
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根据定理2，我们知道上述问题的最优解W*=Dλ[K]。将核矩阵K的特征值和特征向量记为（λ1，u1），…，（λn，un）。根据SVS算子的定义，
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因此，W*是一个低秩矩阵，并且从矩阵W*可以还原出核矩阵K所有大于λ的特征值和特征向量。
 
上面的分析表明，KPCA可以转换为求解公式（28）中的低秩矩阵优化问题，因此可以应用我们的算法。将第t轮的解记为Wt，我们需要计算一个低秩梯度G（Wt），并要求G（Wt）为真实梯度Wt-K的无偏估计。为了满足该要求，我们利用随机傅里叶特征[44]生成一个低秩矩阵Γt。根据随机傅里叶特征的性质，我们知道E[Γt]=K。然后将低秩梯度定义为G（Wt）=Wt-Γt。显然，G（Wt）是真实梯度Wt-K的无偏估计。根据公式（21），我们依据下面的方式更新Wt：
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同样，由于Wt和Γt都是低秩的，Wt+1可以利用增量式SVD快速求解。
 
我们在Magic数据集(6)上验证了算法的效果，实验结果如图2所示。
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 图2　我们的低秩矩阵随机优化算法在Magic数据集上的实验结果
 
 （a）中间解的秩；（b）优化误差
 

 
图2展示了我们的算法在不同的参数设定下的效果，其中λ是式（28）中的正则化参数，k代表生成低秩矩阵Γt时傅里叶采样的数量。图2（a）显示了中间解的秩随时间变化的趋势。可以看出，通过选择合适的参数，我们能够保证中间解都是低秩。因此，算法每一次迭代的时间复杂度和空间复杂度都非常低。图2（b）刻画了算法优化误差随时间变化的趋势。在这里，我们将优化误差定义为Wt和W*之间的距离。从上面的曲线可以看出，优化误差基本上按照O（1/t）的速率下降。更多的实验结果和讨论可以参考我们的论文[37]。
 
5　总结与展望
 
随着大数据时代的到来，机器学习面临的优化问题规模越来越大。随机优化领域的研究，尤其是随机近似算法为我们提供了单次迭代非常简单的优化算法，比如SGD。因此，近几年随机优化被广泛应用到大规模机器学习，并在算法和理论层面有了新的发展。本文探讨了如何利用随机优化降低机器学习算法的时间复杂度和空间复杂度。首先，我们介绍了最近提出的阶段混合梯度下降算法[20][21]，该算法结合了GD和SGD的优势，引入了混合梯度来降低随机梯度的方差。理论表明该算法达到了线性收敛。然后，我们介绍了一种针对低秩矩阵优化的随机算法[36][37]。该算法在每次迭代时产生一个低秩随机梯度，并采用随机临近梯度下降更新中间解。通过将中间解和随机梯度存储为分解的形式，我们能够显著降低算法的空间复杂度以及每次迭代的时间复杂度。同时，该算法具备收敛性保证。
 
目前对于随机近似算法的分析大多依赖于优化函数为凸的假设。当函数非凸时，优化问题存在许多的局部最优解，随机近似算法难以收敛到全局最优。对于非凸优化，建立随机近似算法的收敛理论是一个重要的研究方向。对于该问题，目前已有一些研究进展，但这些工作往往需要引入额外的假设，尚未形成统一的理论框架[45][46]。此外，现有的随机近似算法大都是串行的，更新策略需要顺序执行。这种方式无法利用多核、多CPU的架构以及分布式计算平台。为了充分利用计算资源，近年来学术界开展了分布式随机近似算法的研究[47][48]。从实验上可很容易地观测到：多台机器并行更新能够降低总体运行时间。然而，如何从理论上严格证明并行更新能够比串行更新更快，依然是一个亟待解决的难题。
 
附录
 
我们给出增量式SVD的具体流程[39]。令X∈[image: ]m×n为一个秩为r的矩阵，它的紧凑SVD为X=U∑VT。我们令A=[image: ]m×c，B=[image: ]n×c。通过下面的算法，X+A BT的SVD可以在O（（m+n）（r+c）2+（r+c）3）的时间复杂度和O（（m+n）（r+c））的空间复杂度内计算得到。
 
令P为（I-U UT）A列空间的一个正交基底，同时令RA=PT（I-U UT）A。注意到cols（P）=rows（RA）=rank（（I-U UT）A）≤c，如果A在U的列空间中，该数值为0。于是，我们可以得到
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类似地，令Q为（I-V VT）B列空间的一个正交基底，同时令RB=QT（I-V VT）B，这样，我们可以很容易地验证：
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其中
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p=cols（P），q=cols（Q）。我们令K的奇异值分解为[image: ]，于是，X+ABT的奇异值分解形式就可以表示为
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利用上述算法求解公式（21）中[image: ]的SVD时，我们只需要令U=Ut，∑=∑t，V=Vt，A=-ηtAt，B=Bt。
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1　引言
 
科学的进步和经济的发展总是伴随着海量、动态和结构复杂的数据产生，形成了所谓的大数据。大数据是数字化时代的新型战略资源，是驱动创新的重要因素，然而它通常呈现多源性、多方面性、稀疏性或不完整性等特性。传统的向量和矩阵方式已经不足以表示数据。张量作为一个多维数组，是向量和矩阵的扩展。这里，多维数组中的每一维被称为张量的一个方面（aspect）或者模（mode）。一阶张量对应向量，二阶张量对应矩阵，三阶及以上的张量称为高阶张量。注意这里的张量概念不应与物理和工程里的张量混淆，物理和工程中的张量在数学中常被称为张量场。
 
相对于向量和矩阵，张量结构直观上易于表示现实世界原本存在的多源关系和多方面特性，若将张量进行向量化表示容易丢失原始数据内在的结构特征，事实上张量本身能充分考虑不同方面（模）的相关性与互补性，而向量则很难表述此类关系。另一方面，由于张量数据中缺失值的广泛存在以及低秩性等特征，张量数据的处理主要通过张量分解（tensor decomposition）。通过分解，可获得多源多方面数据中的每一个隐藏因子，从而可以恢复张量中的缺失值，并解释数据变化的规律。
 
张量分解的思想最早始于1927年Hitchcock发表的两篇文章[1][2]，然而并未引起关注，直到19世纪60年代Tucker[3][4][5]，Carroll和Chang等人工作的出现[6]，才逐渐被广泛关注，但主要集中在心理测试学领域。Appellof and Davidson的工作[7]被认为是第一个将张量分解应用到化学计量学的工作，后续被应用到不同的领域[8][9][10][11][12][13][14]，典型的包括数值代数[15][16][17]、数值分析[18][19][20]、信号处理[21][22][23][24]、计算机视觉[25][26][27][28][29][30][31][32]、图分析[33][34][35][36]、推荐系统[37][38][39]、神经科学[40][41]等。
 
张量分解算法主要包括Tucker分解和并行分解（CANDACOMP/PARAFAC，或简称CP分解），其他算法基本都是对此两者的改进和扩展。Tucker分解是一种高阶奇异值分解（SVD），或者高阶主成分分析（PCA），是SVD概念的多线性推广，是将张量表示为核心张量和低秩矩阵的乘积。并行分解（PARAFAC）则是Tucker分解的特例。这些分解算法被成功地应用于各个领域，但是它们大多属于线性分解算法，因而不足以对张量元素间的非线性交互关系进行充分描述，同时张量中大量存在的缺失值（missing value）也给线性分解模型带来了挑战，尤其线性算法很难对张量的特定数值类型（如二进制、有序、数量型、离散型）进行建模，所以之后也涌现出了非线性Tucker方法。
 
本文的主旨是介绍张量分解的各种算法。第2节简单介绍Tucker分解；第3节将介绍CP分解；第4节将介绍非参非线性张量分解，即Infinite Tucker分解；第5节总结张量分解。
 
2　Tucker分解
 
Tucker分解方法最早由Tucker在1963年提出，而Tucker于1966年发表的论文[5]是早期文章中最易于理解，引用也是最多的一篇文章。Tucker分解属于高阶PCA/SVD方法。它将一个张量分解为核心张量（core tensor）乘以沿每个模式对应的矩阵，如三阶张量X∈[image: ]i×J×KTucker分解（如图1所示）的具体形式为
 
 
 [image: ] 

 
其中，A∈[image: ]I×P，B∈[image: ]J×Q，C∈[image: ]K×R是因子矩阵，通常是正交的，被认为是每个模式的主成分。张量[image: ]∈[image: ]P×Q×R是核心张量，代表不同主成分之间相互交互的程度。等式的最右边缩写『[image: ]；A，B，C』是由Kolda[47]提出。
 
对于三阶张量X∈[image: ]I×J×K，其每个元素的分解是
 
 
 [image: ] 

 
其中，P，Q，R是因子矩阵A，B，C成分个数，例如列数。如果P，Q，R分别比I，J，K小，核心张量可看成是原张量的缩影，在存储方面，核心张量代替原张量，具有重要意义。
 
 
 [image: ] 
 图1　三阶张量的Tucker分解
 

 
三阶张量Tucker分解展开形式为
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更一般地，把三阶张量推广到N阶，Tucker分解具体形式可写成
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对于N阶张量的每个元素有如下分解：
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N阶张量的Tucker分解的展开形式为
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计算Tucker分解的方法有很多种，例如高阶SVD（HOSVD）[42]和高阶正交迭代（HOOI）[43]。同时Tucker分解不唯一。
 
3　CP分解
 
CP的前期思想始于19世纪30年代，1927年Hitchcock提出了多分量形式的张量[1][2]，即将张量表示为有限个秩一张量之和的形式，1944年Cattell提出了并行比例配置剖面分析和多轴思想分析[44][45]。在此基础上，1970年，Carroll和Chang[6]提出了典范分解（CANDECOMP），Harshman[46]提出了平行因子分解（PARAFAC），现在习惯合称为CP分解。
 
CP分解将张量分解为一系列秩一张量，目标为通过这些秩一之和来逼近原张量。例如，已知一个三阶张量X∈[image: ]I×J×K，CP分解具体写为（如图2所示），
 
 
 [image: ] 

 
其中，ar=[a1r，…，aIr]T∈[image: ]I×1，br=[b1r，…，bJr]T∈[image: ]J×1，cr=[c1r，…，cKr]T∈[image: ]K×1，r=1，2，…，R，R为正整数。同时，对于三阶张量X的每一个元素而言有
 
 
 [image: ] 
 图2　三阶张量的CP分解
 

 
 
 [image: ] 

 
秩一张量中对应的向量组成的矩阵称为因子矩阵，对于三阶张量而言，A=[a1a2…aR]，B=[b1b2…bR]，C=[c1c2…cR]。利用因子矩阵，一个三阶张量的CP分解可写成如下展开形式（其中⊙表示Khatri-Rao乘积）：
 
 
 [image: ] 

 
CP分解有时还存在切片形式，例如三阶张量CP分解按正面切片，具体为Xk≈AD（k）BT，其中D（k）≡diag（Ck：），k=1，2，…，K．
 
Kolda[47]将CP分解简写成：[image: ]。同时CP分解还存在带权CP分解。为了方便计算，通常假定因子矩阵的列是单位长度，从而需要引入一个权重向量λ∈[image: ]R，使三阶张量CP分解变为
 
 
 [image: ] 

 
三阶张量可以很容易地扩展至高阶张量。一般地，对N阶张量X∈[image: ]I1×I2×…×IN，CP分解形式为
 
 
 [image: ] 

 
其中，λ∈[image: ]R，A（n）∈[image: ]In×R，n=1，2，…，N，同时其展开形式为
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从CP分解的形式来看，因子向量的排序和尺度不会影响到CP分析，排除这两种因素，CP分解在比较宽松的条件下具有唯一性，即存在唯一一种可能的秩一张量组合，其和等于原张量，但是矩阵分解不具有这样的性质。
 
CP分解的唯一性由Kruskal[48][49]于1977年提出，它依赖于Kruskal秩（k秩）概念。矩阵秩的定义如下：
 
定义1　一个矩阵A的任意r个列向量都线性无关的最大整数r，称为矩阵A的k秩，被记为kA。
 
Kruskal指出CP分解具有唯一性的充分条件是：kA+kB+kC≥2R+2。Sidiropoulos和Bro[50]把Kruskal上述的充分条件扩展到了N阶张量，提出了N阶张量CP分解的充分条件为：[image: ]。
 
以上证明都只是充分条件，ten Berge和Sidiropoulos[51]证明了当R=2和R=3时，Kruskal充分条件也是CP分解的必要条件，当R>3时，则只是充分条件。Liu和Sidiropoulos[52]提出了对于三阶张量CP分解具有唯一性的必要条件是
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更一般地，对于N阶张量，CP分解唯一性的必要条件为
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进一步根据性质：rank（A⊙B）≤rank（A⊗B）≤rank（A）rank（B），上述公式可简化为
 
 
 [image: ] 

 
此外，De Lathauwer[53]也研究了张量秩和CP分解在什么条件下的唯一性。
 
4　非参贝叶斯分解
 
Tucker分解和CP分解是经典的张量分解方法，有其如下固有的局限性和不足，限制了其发展。它们的不足表现在：①属于线性分解方法，导致它们的表示能力弱，不足于表达出现实数据之间复杂的交互信息；②只能应用于连续性数据，而现实世界的数据类型众多，如离散型数据；③要求完整的张量数据，而现实数据常存在缺失，需要通过预测加以补全；④对奇异值和错误的数据敏感，当现实数据存在错误记录时，这两种方法不再准确。
 
针对这些不足，Xu等人[35]提出了一种基于非参贝叶斯概率框架的非线性张量分解模型。因为该模型可视为在无限特征空间中的Tucker分解，故称为InfTucker。该概率模型的隐含变量假设服从高斯过程或t过程。不同于传统的分解方法，InfTucker模型通过选择不同的似然函数，可适用多种数据类型，包括连续型和离散型数据；同时在分解过程中，可以捕捉到张量各模之间的非线性关系。同时由于此方法基于概率框架，导致InfTucker模型可以处理有噪声或者部分缺失的张量数据，结果对此类数据不具有敏感性。相比传统方法，InfTucker模型在时间复杂度和空间复杂度上都降低了几个数量级。
 
InfTucker的有效性在于从三方面对经典Tucker进行了扩展，具体为：①对于连续型或者离散型观察数据，可灵活选择噪声模型；②使用一个无限维核张量描述张量模之间复杂的交互信息；③选择高斯过程先验或者t过程先验实现更多先验信息的利用。
 
4.1　InfTucker分解
 
首先假设可观察张量数据Y∈[image: ]n1×…×nK通过一个概率噪声模型（noise model）p（Y|M），从一个潜在的张量M采样得来，具体为
 
 
 [image: ] 

 
概率噪声模型连接了InfTucker分解和可观察张量数据Y，具体可以根据可观察张量数据Y的数据类型进行选择，如果张量数据Y是二值张量，即yi∈{0，1}，则p（yi|mi）=Φ（mi）yi（1-Φ（mii））1-yii，其中Φ（·）是标准正态累积分布函数；如果张量数据Y是连续型的，则可以选择高斯模型，即p（yi|mi）=N（yi|mi，σ2）。对于有缺失数据的张量数据Y，可只对可观察到的数据进行选择概率噪声模型。还有一些其他的概率噪声模型，例如多类分类模型[54]、没有类别的噪声模型[57]，Xu等人[35]只关注上述具体介绍的两种模型。
 
接着，对潜在的张量M进行Tucker张量分解，值得注意的是，其中核张量W是具有无限维度。为了达到这个目标，Xu等人[35]使用了可数无限维的特征映射，也就是对因子矩阵U（k）的列进行可数无限维的特征映射，其中U（k）∈[image: ]nk×r，k=1，2，…，[image: ]是U（k）的第i行，特征映射[image: ]，把每个[image: ]映射到一个无限特征维空间[image: ]指可数无限维，特征映射的内积定义为[image: ]。[image: ]，代表[image: ]的前r个坐标的集合。
 
形如M=W×Φ（U）的InfTucker张量分解，通过上述的一个可数无限维特征映射，可重写成一系列有限维Tucker分解的极限形式，具体如下：
 
 
 [image: ] 

 
其中，[image: ]指的是W各个模的前r个坐标集合，U=[U（1）…U（K）]。
 
InfTucker方法对核张量W引入张量高斯过程（tensor-variate Gaussian process）先验，之后通过边缘化得到服从高斯过程的潜在张量M。同时也表明，可以引入张量t过程（tensor-variate t process）先验，同样通过边缘化得到服从t过程的潜在张量M。
 
4.1.1　张量变量高斯过程（tensor-variate Gaussian processes）
 
首先定义一些符号表示特定含义，Uk指模k的域，∑（k）：Uk×Uk→[image: ]表示K协方差函数，[image: ]定义协方差矩阵，张量A的二范数定义为‖A‖=[image: ]。Xu等人[35]对张量变量高斯过程给出明确的定义。
 
定义2（张量变量高斯过程）　给定K个位置集合Uk（k=1，…，K），均值函数b：U1×…×Uk→[image: ]，和任意的映射函数f：U1×…×UK→[image: ]，M={f（u（1），…，u（K））|u（k）∈Uk}则是一组任意张量变量。故对于任意的有限集合[image: ]是一个任意的张量，[image: ]则是均值张量。
 
如果M服从张量正态分布（tensor-variate normal distribution），即
 
 
 [image: ] 

 
那么[image: ]，即M服从张量变量高斯过程。
 
InfTucker方法中，均值函数为0，即B=0，W（r）的先验分布假设为[image: ]，Ir是单位矩阵。如果潜在张量M服从张量高斯过程，则vec（M）～N（0，Ψ），其中Ψ=∑（1）⊗…⊗∑（K）。
 
Xu等人[35]同时对InfTucker分解的极限形式，即公式（16）给予了证明，定理具体如下。
 
定理1　假设[image: ]是一系列的协方差函数，[image: ]为多线性函数，其中u（k）∈Uk。如果[image: ]，则g（r）（u（1），…，u（K））服从张量变量高斯分布[image: ]，而且当r→∞时，g（r）（u（1），…，u（K））收敛为张量变量高斯过程[image: ]。
 
现实张量数据一般具有稀疏性，为更好解释此特点，[image: ]假设引入拉布拉斯先验，即[image: ]。
 
4.1.2　张量变量t过程（tensor-variatet processes）
 
同样，Xu等人[35]也明确定义了张量变量t过程，因t分布可表示为混合高斯分布，其权重为伽马分布，故很容易得到。具体定义如下。
 
定义3　假设Γ（x）为伽马分布，如果M服从张量t分布，即
 
 
 [image: ] 

 
则M服从一个自由度大于2的张量变量t过程，即[image: ]。
 
定理2　如果[image: ]，则g（r）（u（1），…，u（K））服从张量变量t分布[image: ]，当r→∞时，g（r）（u（1），…，u（K））收敛为张量变量t过程TTP（v，0，[image: ]）。
 
4.2　InfTucker算法
 
给定张量数据Y，算法的目标是通过最大化边缘似然函数[image: ]来估计因子矩阵U（k），然而积掉潜在张量M相当困难。Xu等人[35]采用近似推理技术来克服此问题，提出了一种有效的变分贝叶斯EM（Expectation Maximization）算法，可进行推理和预测，此算法有效利用了张量的结构信息，显著降低了计算的复杂性。这种推理技术使得对于具有相当大数据集的潜在高斯和t过程可以使用非线性协方差函数。下面仅描述张量t分布算法，张量高斯分布可类似得出。
 
4.2.1　推理
 
对于二值观察张量数据Y，根据Albert和Chib[54]提出的数据增广模式（data augmentation scheme），做如下分解：[image: ]，其中[image: ]是指（indicator）函数。同时，t分布可分解为
 
 
 [image: ] 

 
联合概率密度为：[image: ]，其中[image: ]分别为张量变量-正态分布和伽马分布，p（U）是拉普拉斯先验分布。
 
变分EM算法包含两个步骤，变分E步和基于梯度的M步。在E步中，对真实的后验分布[image: ]进行估计，假设估计的后验分布可以完全分解，变量之间完全独立，即[image: ]。根据变分推理理论，通过最小化近似后验分布和真实后验分布间的KL（Kullback-Leiber）散度，求近似后验分布，即
 
 
 [image: ] 

 
优化过程中，循环迭代更新[image: ]，q（M），q（η），直到KL散度收敛。具体更新如下。
 
给定q（M）和q（η），q（zi）是正态分布的一部分，即
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给定[image: ]和q（η），求解M的向量形式更加方便，形式为
 
 
 [image: ] 

 
其中，∑p=∑（1）⊗…⊗∑（K）。
 
待优化的q（η）仍然是伽马分布：
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基于E步求解出来的近似后验分布，在M步中最大化对数似然的期望：
 
 
 [image: ] 

 
省略常数项，化解之后可以优化下面的目标函数：
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InfTucker方法采用L-BFGS算法优化上述目标函数。具体算法如下：
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连续可观察张量数据和二值张量数据的推断相似，除了两点：①[image: ]用Y代替，直接更新[image: ]；②变分EM算法只用于观察到的数据。
 
4.2.2　预测
 
对于二值张量数据Y而言，给定缺失数据的下标i=（i1，…，iK），预测分布为
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然而，上式的积分难处理，Xu等人[35]用η的近似后验分布的众数（mode）代替积分中的q（η）dη，其近似后验分布的众数为τ=（β1-1）/β2。故预测分布近似为
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其中，[image: ]，[image: ]。
 
对于连续型张量数据，预测分布为
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其中下标0代表可观察到的数据下标。
 
4.2.3　计算复杂度
 
虽然InfTucker为张量分解提供了一个好的解决方案，但是从数据中学习该模型，在计算方面具有挑战性。在变分EM算法每次迭代中，时间复杂度为[image: ]，空间复杂度为[image: ]，Xu等人[35]发现主要的瓶颈在于计算γ。为了避免如此高的计算复杂性，InfTucker采用了克罗内克积（Kronecker product）结构。
 
首先为了简化计算，假设[image: ]（很容易扩展到[image: ]的情况），对协方差矩阵∑（k）进行奇异值分解，∑（k）=V（k）Λ（k）V（k）T，V（k）是正交矩阵，Λ（k）是对角矩阵。γ可以重新表示为
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如果[image: ]，那么V仍是正交矩阵，Λ仍是对角矩阵，同时可以得到γ=VΛVT。
 
同时，
 
 
 [image: ] 

 
其中，dk=diag（V（k）（∑（k））-1V（k）T）T，vec（D）=diag（Λ）。经过一系列的变化，计算[image: ]）的时间和空间复杂度都将降为[image: ]。
 
因为对于任何一个和张量D维度一样的张量A，Λvec（A）=vec（D⊙A），⊙是Hadamard乘积，令V=[V（1），…，V（K）]，VT=[V（1）T，…，V（K）T]，故
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然而通过上述变换，极大地降低了时间和空间复杂度，它们分别为[image: ]。再对近似协方差矩阵进行SVD分解，进一步地降低时间和空间复杂度。
 
4.3　实验结果
 
InfTuckergp和InfTuckertp分别表示Xu等人[35]提出的两个模型。为了评估上述模型，Xu等人[35]分别对连续型的张量数据、二值型的张量数据做了大量实验。实验结果表明，InfTucker分解可达到更高的精度。
 
首先，使用了三个连续型的化学数据，分别是amino、bread和flow injection。实验结果验证了InfTucker方法有更高的性能，具体见表1。
 
 
 表1　
 
 [image: ] 

 
最后通过三个二值社会网络数据集Enron、Digg1和Digg2进一步验证了InfTucker方法的优越性，实验结果表明：InfTucker与其他张量分解方法相比，有更高的预测精确度，如图3～图5所示。
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 图3　Enron
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 图4　Digg1
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 图5　Digg2
 

 
5　结束语
 
InfTucker在很大程度上改进了传统张量分解模型，提升了分解模型的精度，但在某些方面仍有待改进。例如，在模型中使用的是高斯过程，具有对称性，现实数据可能具有非对称性，零和非零的数据并不对等；同时在发现隐聚类信息方面可进一步提高；虽然在计算复杂度方面InfTucker方法已有很大提升，但在协方差矩阵计算上还会随数据量的增大而增大，因此仍有待提高。Zhe等人[55][56]为了应对海量的张量数据，提出了关于张量分解的在线学习算法和分布式学习方法。
 
虽然张量分解取得了一定的成果，而且已在很多领域加以应用，但在很多方面仍然需要突破。在实际应用中遇到的张量数据大多具有以下特点：数据量大，存在值缺失稀疏，类型多样和交互关系复杂等。当前的张量分解模型或者无法对张量数据间的非线性、缺失值问题进行充分建模，或很难确定模型参数，或未考虑张量数据的动态特性，或缺乏对大规模张量数据的处理手段。因此迫切需要：①对张量数据的交互复杂性与稀疏性、数值多样性进行建模的更具有推广性的张量模型；②张量中模型选择问题的解决方案；③对动态张量数据的建模方法；④满足于现实计算环境，研究针对大规模张量数据的可扩展的训练策略，如在线学习、采样、GPU并行、分布式集群等。
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1　引言
 
有关自动生成图像描述的最新进展极大地打破了“图像需要上千词汇描述”这一广为人知的论断。诚然，一张图像包含大量视觉上可识别而又难以完全用自然语言描述的信息这一观点是合理的。然而，许多图像描述系统已显示，用准确和有意义的词句描述图像所承载的显著信息是可能的[1][2][3][4][5][6]。
 
已有系统利用计算机视觉和机器学习领域的最新技术获得了非常有前景的结果：在有着大量图片和其对应的人为注释描述的数据集上优化他们的算法[7]；用丰富的视觉特征表示图像，从而执行相关任务，例如物体识别和定位[8][9]，以及学习生成人类可读句子的高度复杂的模型[10][11][12]。
 
尽管存在以上进步，图像描述仍是一个挑战性任务。描述算法需要基于图像i用一系列词语S的形式推断出最可能的句子。到目前为止，最常用的方法是用条件概率模型P（S|i）定义推理过程。然而，此模型的具体细节由几个设计决定：即如何表示图片、如何表示句子（语言建模）以及如何融合分别位于图像和句子中的视觉信息和文本信息等。
 
图像描述系统的目的是理解图像，例如识别其中的物体、推断物体间的关系并且关注图像中最突出的部分。被识别的物体对应描述中待生成的名词，且物体间的关系对应其他的语言组成部分（例如动词），并决定如何将词语有序排列成句子。最后，仅保留显著信息，忽略已生成描述中的次要信息。
 
本文提出了基于此种建模想法的图像描述系统，并且利用了图像和句子的平行结构。图1展示了文本系统的概念图。特别之处在于，本文假设视觉概念——即图片中某个区域，和它们在句子中的词汇形式存在密切的对应关系。并且，在给定先前生成的词汇前提下，生成的下一个单词将被匹配到视觉感知上。其中，不同区域间注意力的迁移暗示了一种视觉顺序。这种匹配描述了“抽象概念”潜在的变动。其将视觉场景和文本描述共享的语义信息进行编码，并用递归神经网络进行建模。这种网络的隐状态因此被用于预测下一个视觉注意力应在何处，以及描述中的下一个词语应该是什么。
 
本文的系统在以下方面区别于其他系统：本文在多重尺度上识别了图像区域。这些区域包含了视觉上突出的物体，从而可以用于描述整张图像。上述区域将概念转换成句子。有的系统从作为一个整体的图片中提取视觉特征[1][2][4]，因而无法提供不同视觉元素相关的细致模型。将图片表示成图像色块集合的方法[5][6]采用两阶段系统关注视觉色块和词语间的映射学习。该方法在测试图像中检测词语，随后由语言模型使用来生成句子。本文的系统不仅解决了区域和词语间的对应问题，并且模拟了视觉注意力和句子间的并行转换动态。
 
实验评估了本文提出的系统，并与他人在通用数据集上的结果进行了比较。本文展示了基于区域注意力的结构可以提升系统性能，并且明显优于其他竞争方法。
 
 
 [image: ] 
 图1　文本图像描述系统的架构图（首先分析原始图片，并分解成多重图像区域。每个图像区域提取为特征。图像特征向量被输入到一个可以预测关注不同区域的次序以及根据视觉注意力生成词汇次序的递归神经网络。）
 

 
2　相关工作
 
图像描述自动生成长期以来一直是计算机视觉领域的一个具有挑战性的问题。传统方法使用检测到的视觉元素，例如识别的物体[13][14][15][16][17]，并用预先定义的模板来生成句子。基于检索的模型[18][19]首先在训练集中寻找一个相似图像，并根据检索到图像的句子创造一个新句子。这些方法所生成的句子常为固定且有限，无法描述测试图像中的特定内容。
 
近期工作致力于从数据中学习语言模型并自动生成词语。Kiros等人[20]提出了一个多模态对数双线性模型。其用固定的语境窗口来生成句子。Mao等人[1]提出了一个多模式递归神经网络结构融合从整张图像上提取的视觉特征和文本信息。Vinyals等人[2]使用了一个深度卷积神经网络来提取整幅图像特征，并将特征作为初始起始词语仅向递归神经网络输入一次。Fang等人[5]首先使用多示例学习来训练词语检测器，对给定的一幅新的测试图像，他们用检测器从图片分离的色块中检测词语。然后，使用最大熵语言模型用检测到的词语生成句子。最后，用最小错误率训练重新对生成的句子进行排列。Karpathy等人[6]将句子中的词汇与图像中的色块进行匹配。其中，图像由在色块上经卷积神经网络计算的特征描述，且词语使用双向递归神经网络转化为特征。在测试中，整幅图像被用来提取视觉语境，并为语言模型提供信息。
 
Xu等人[3]的工作在理念上最接近本文算法。他们用基于网格化、固定大小的区域计算出的特征来描述图像。随后训练神经网络来预测注意力的位置变化，并基于网格化的特征来生成词语。Donahue等人[4]使用多层次长短时记忆（LSTM）设计模型，并且探索了将视觉和文本信息输入不同长短时记忆的最佳方法。本文系统结合了现有系统的诸多特征：使用多重尺度的局部化区域来描述图像；用多层次长短时记忆将视觉和文本信息共享的“抽象意义”的变化编码；用端至端的学习方式调整系统各部分以生成想要的句子。
 
3　模型与方法
 
本文的图像描述系统由以下诸部分组成：多尺度局部区域描述图像的视觉特征；基于长短时记忆的神经网络的注意力模型解码器。下面将详细描述各组成部分的相应数值优化过程和其他细节，并给出了与相关工作的比较。
 
3.1　基于多尺度局部色块的图像表示
 
本文与用整体特征向量描述图像的现有工作形成鲜明对比[1][2][4]。所提出的系统将图像描述为由基于多重尺度的局部区域计算出的特征向量组成的集合。此种描述给图像中的视觉要素提供了明确的概念。它同时采用注意力模型来解决那些概念如何被拼合在一起的问题。图2展示了主要的步骤。
 
3.1.1　生成候选区域或色块
 
本文使用了选择性搜索[21]技术来构造图像的层次化分割。此技术首先使用颜色和纹理特征过分割图片，进而合并相邻的区域来形成层次化的分割，直至整个图片合并成了一个单一区域（为清楚起见，图2仅展示了最低层次分割）。对于每个区域，一个紧致的限定框明确了其边界。
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 图2　多重尺度的局部区域图像表示（图像按层次被分割，包含最显著视觉信息的排序靠前的区域被选中。上述区域被基于物体识别为目的训练过的卷积神经网络（CNN）分析。导出的视觉特征，连同空间和几何信息联合拼接成视觉向量。）
 

 
3.1.2　视觉元素的选择
 
不同层级区域的集合中，本文选择了“优质的”区域作为待描述的最显著和最相关的视觉元素。我们按以下需求定义了“优质”：（1）语义上有意义，那些区域应当包含能够用自然语言词组描述的高级语义概念。（2）原始且非合成，每个区域应当足够小以包含可以用词语、短语等描述的单个概念。（3）上下文丰富性，每个区域应当足够大以包含相邻语境的信息，以此从该区域的视觉特征能够获得和其他图像元素的相关性。值得注意的是目标（2）和（3）是冲突的，需要仔细平衡。
 
为了这个目的，本文训练了一个学习判别区域优劣的分类器。其中使用有物体分割标注的MSCOCO数据集中的图像。本文使用含有真实目标的方框作为正样本，并将背景色块或与正样本重合20%～30%的正样本作为负样本。我们将那些色块被调整至200×200的大小，并提取方向梯度直方图特征。本文随后训练了Logistic回归模型来分类色块，并将其用于新图像的预测（包括那些来自其他数据集的图像）。分类器的输出作为色块物体性的衡量指标。
 
对于每张图像，本文根据分类器物体性（objectness）的输出，在其并集覆盖整个图像和每个区域的边界框大小多样性的限制下，选择排序最靠前的R=30个区域。由于图像中的所有物体并不具有同样的尺寸，所以尺寸的多样性是必要的。而且，动词的抽象概念趋向于与多样化的尺度强烈相关，例如“飞翔在空中”可能需要非常大的色块去描述，而“红”色可以在非常小的范围被表示。本文通过随机扰动分数的排序顺序来实现不同尺寸的选择。
 
3.1.3　从区域中提取特征
 
我们将每个色块的大小调整为224×224，并作为16层VGG神经网络的输入[22]，进而获得4096维卷积神经网络的特征。同时增加了边框的中心位置χ、位置y、宽度、高度以及面积，皆相对于整张图的比例作为特征。
 
3.1.4　和其他基于区域的系统比较
 
检测图像中物体的传统方法[5][6]关注挖掘被检测区域和训练句子中词汇间的潜在匹配。它们的目的是使用匹配关系来训练一个递归神经网络词语序列生成器。其训练数据变成了匹配区域和相应的词语。当描述一个新图像时，训练过的生成器将用整张测试图片计算的特征向量当作输入[1][2]。相比之下，本文方法不需要显式地学习匹配关系，而在测试图片时会临时使用局部图像区域。
 
Xu等人的系统[3]在理念上最接近我们的系统。该作者定义了相同尺寸的14×14个网格区域。并用该区域提取的特征向量的集合来描述图像。值得注意的是，由于预先设定了尺寸，他们的区域要么对应视觉元素的一部分视野，要么与几个概念的混合相对应。他们和本文的系统都利用了句子的不同部分与图像中的不同区域相一致这一特点。因此，两个系统都需要用注意力模型去描述动态变化，来模拟描述词语如何在区域间移动。本文将在下面介绍该机制。
 
3.2　基于注意力的递归神经网络解码器
 
在视觉上提取了图片各个区域的特征后，系统将生成线性的单词序列并形成描述的句子。本文假设存在“抽象概念”这一潜在过程｛ht｝。它掌控着一个概念到另一个概念的转换。当这个过程被用来操控词语时，它生成了编码在图像中抽象含义的文本形式。当这个过程被用来分析视觉元素时，它生成了视觉注意力的轨迹，并引导本文的视觉感知系统关注特定的内容和位置。
 
3.2.1　解码器工作过程
 
本文的模型中存在3组变量：用来描述抽象概念转换的隐节点状态｛ht｝；用来生成词语的输出变量｛wt｝；描述图像视觉语境的输入变量｛vt｝，即正在被关注的视觉元素。为了简化，下标t代指“时间”，从0（开始）扩展到T+1（结束），其中T是句子的长度。
 
输出变量wt∈[image: ]W是一个W维向量。其中某一维是1，其余维是0。W是词汇表中单词的数量。本文学习了一个线性变换矩阵PW，从而将wt转化成M维欧几里得空间的一个点（在Flickr8K，Flickr30K和MSCOCO数据集中M分别等于256，512，512）。
 
本文的模型是一个序列模型。其基于各个变量过去的值以及在时间t+1时刻的输入变量的值，预测时间t+1时刻的新状态和输出变量的值。尤为重要的是，ht的动态过程用一个长短时记忆（LSTM）单元模拟。图3提供了这些预测模型的概览。
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 图3　生成新词语和图像中视觉区域间注意力转移的平行过程
 
 （a）基于先前生成词汇的历史、编码的隐状态，以及先前的视觉注意力，预测现在关注的视觉区域。（b）基于新注意力，隐状态被更新。（c）新的隐状态，与先前的词语及当前的视觉特征一起，预测将生成的下一个词语
 

 
3.2.2　预测视觉注意力
 
在任何时刻t，本文的系统由已经被分析的、多重尺度的R个局部色块来描述。我们将这些区域计算得出的特征向量的集合用R=｛r1，r2，…，rR｝表示。
 
在时刻t，本文预测要关注的视觉元素，并且获得正确的特征向量作为视觉语境。本文使用有R个softmax输出变量的单隐层神经网络：
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其中，pit表示在时刻t第i个区域被关注的概率，fv（·）代表神经网络映射函数（在softmax之前）的所有参数。值得注意的是，神经网络的输入包括从第i个视觉元素提取的特征以及先前时刻的历史信息，包括生成的词语、抽象概念和视觉语境vt-1。神经网络的参数从数据中学习。
 
为了选择要关注的视觉要素，本文可以基于概率{pit}采样一个视觉元素r，并分配相应的rr作为当前视觉特征语境vt。更简单的方法是使用加权求和的视觉特征语境：
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本文采用了更为简单的加权求和方法。如果softmax层的输出在特定视觉元素周围达到峰值，那么加权之和可以很好地近似该被关注的视觉元素。本文在Flickr8K中使用了256个隐层神经元，在Flickr30K和MSCOCO中使用了512个隐层神经元。
 
3.2.3　更新抽象概念轨迹
 
给定最新预测的视觉语境vt，系统将更新抽象概念ht。我们使用两个堆叠的长短时记忆单元来模拟ht复杂的动态过程（英文是dynamics，一般译作动力学过程，或者动态过程，或者简单译为动态），如图3所示。
 
底部的长短时记忆输入为元组Pwwt-1，ht-1和vt，由历史和新的视觉语境组成。底部长短时记忆的输出随后被作为信息输入顶部长短时记忆。顶部长短时记忆的输出是ht。
 
关于长短时记忆（LSTM）[23][24][25]，本文借鉴通用[30]的符号以描述文本的长短时记忆工作机理。我们使用上标（1）和（2）来分别表示底部和顶部的长短时记忆变量。我们使用it，ft，ot和ct来表示输入门、遗忘门、输出门和存储单元的信息。对于隐层状态，本文使用符号[image: ]和[image: ]，并设定[image: ]t作为抽象概念变量。对于这两个单元，其相关计算定义为
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以及
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其中，T（1）和T（2）是两个长短时记忆的线性变换矩阵。sigmoid函数和双曲正切函数（σ（·）和tanh（·））都是按元素计算。记忆单元和隐层状态公式：
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其中，⊙代表按元素的乘法。值得注意的是，时刻t顶部的长短时记忆使用来自底层的更新隐层状态变量[image: ]。
 
3.2.4　预测单词
 
给定更新的抽象概念ht，本文用一个W维的softmax输出单元的单隐层神经网络来预测下一个词语wt。特别地，
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其中，fw代表神经网络映射函数的所有参数。
 
3.2.5　其他细节
 
v0被初始化为区域特征的平均值。长短时记忆[image: ]使用4个独立训练的神经网络来初始化。其将v0作为输入，且有一个与v0相同大小的隐层。
 
4　实验与分析
 
本文在几个数据集上评估了本文的图像描述系统。并且在图像描述任务和图像—文本检索任务中与当前最佳的系统做了比较。我们同时通过验证本文区域注意力假设的有效性，定性评估本文的系统。首先描述了实验的设定，接下来讨论了定量和定性研究的结果。
 
4.1　实验设定
 
4.1.1　数据集和评估准则
 
本文在3个数据集上进行实验：MSCOCO[26]、Flickr8K[27]和Flickr30K[28]。本文遵循标准协议将数据划分为训练集、验证集和测试集。本文用以下指标在测试集上评估系统的性能：BLEU-1、BLEU-2、BLEU-3、BLEU-4、METEOR和CIDEr-D，其计算由MSCOCO服务器提供[7]。它们评估了真实描述和系统自动生成的描述的一致性。
 
MSCOCO数据集的标准划分是：82 783幅图像构成训练集“train2014”，40 504幅图像构成验证集“val2014”。每幅图片有5条人工生成的英文描述。本文将“val2014”集合作为测试集，并从训练集“train2014”中随机挑选1000幅图片作为验证集，从而监控并控制训练的提前停止。408 915幅对（图像，描述）的“train2014”剩余部分构成了本文的训练集。Flickr8K的官方划分是，6000幅图片用于训练，1000幅图片用于验证，1000幅图片用于测试。Flickr30K[6]的划分通常是，将29 000幅图片用于训练，1014幅图片用于验证，1000幅图片用于测试。
 
本文使用斯坦福PTBTokenizer[29]（同时被用在MSCOCO API）来切分MSCOCO中的描述句子。Flickr8K和Flickr30K数据集的切分已经由数据集提供者实现。训练集中的词语被用来构建字典。频率低于20的单词被舍弃。三个特殊的单词：#BEGIN#、#END#和#OOV#代表句子的开始、结束以及未出现在字典中的词语的通用替代。最终，字典词汇量大小分别为Flickr8K:895；Flickr30K:3544；MSCOCO:4523。
 
4.1.2　目标函数
 
本文系统的目标函数是给定图像后，生成的描述的对数似然。[image: ]代[image: ]之前的单词。值得注意的是，[image: ]是在每个句子之前插入的特别符号#BEGIN#。Tn是句子的长度n。
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4.1.3　其他方法
 
本文比较了最近提出的几个图像描述系统：DeepVS[6]、mRNN[1]、Google NIC[2]、LRCN[4]。以上各个系统在我们实验中用到的3个数据集上都有发表的评估结果。
 
4.1.4　实现细节
 
生成描述需要在时刻t采样生成待输出的单词。一个好的策略是使用集束搜索。该方法预先指定一个展开数目。对于到当前为止最好的展开数目的每个句子，分别展开计算得到新的单词，并在新的长度加1的句子里保留最好的展开数目的句子。在本文的实验中，集束尺寸被设置为10。“贪婪搜索”可被看作集束尺寸设置为1的情况。
 
本文使用ADAM算法[30]优化本文的模型。该方法是可以自适应地调整学习速率的随机梯度下降法。ADAM的优势在于其有效的学习步长对梯度的尺度具有不变性。这种不变性对于本文的模型优化十分重要。因为模型中不同参数的梯度有着不同的波动尺度。本文的算法没有使用drop out。本文通过监控验证数据集上的BLEU-1分数来控制训练的提前停止。本文模型未使用集成学习技术。
 
本文观察到更大的训练批次样本个数比逐个样本训练时有更好的效果。对于所有的三个数据集，本文实验中每个批次数据的大小为64。一次完整的训练在Nvidia Titan Z GPU卡上需要5天左右。
 
4.2　定量评估结果
 
4.2.1　主要结果
 
表1将本文的方法与其他系统就图像描述任务作了比较。本文考虑了几种不同的系统变种：①OUR-BASE与谷歌NIC相似。本文用整个图片上计算的卷积神经网络特征描述图像，即剥离了本文的区域注意力结构。②OUR-RA增加了基于区域注意力的技术至OUR-BASE。后缀“-GREEDY”和“-BEAM”分别代指使用“贪婪”和“集束”搜索策略。
 
 
 表1　MSCOCO数据集上图像描述任务不同系统的评估结果
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在MSCOCO数据集上，使用“贪婪”搜索策略，增加区域注意力的系统显著提高了基础系统的所有指标。通过集束搜索，OUR-RA-BEAM实现了最佳结果，并优于其他先前已发表的竞争系统。
 
本文的方法OUR-RA-BEAM在Flickr8K和Flickr30k数据集上也优于其他竞争的方法，结果见表2。由于某些指标在先前的工作中没有被报告，本文在表中留下它们以备将来比较。
 
本文同时证明了，本文方法在图像——描述互相检索的任务上达到了最佳性能。从给定描述（或图像）中检索相应的图像（或描述）是一种好的评估系统的方法[1][6][20]。该指标与生成描述的质量间接关联。给定句子时，选择图像的概率P（I|S）与P（Sn|I）成正比例关系（假设P（I）满足均匀先验分布，即所有图片约等于以同样的概率出现）。因此，对于一个训练数据对（In，Sn），好的图像描述系统更倾向于将In排在检索结果中靠前的位置。另一方面，给定图像检索和排序描述句子的任务也能评价图像描述系统的性能。
 
表3将本文的方法与其他竞争方法做了比较。由于检索实验需要遍历描述和图像间的每种可能组合，本文使用一个子集来进行实验。本文的系统和对比的方法都是基于1000幅图片的子集。评估准则是返回最好的1，5或10幅图像（或句子）时的召回率，以及目标图像（或句子）的排名中位数。召回率越高越好；排名越低越好。在给定描述检索图像这个任务上，本文的方法效果最佳，并和最佳指标拉开了一定距离。在检索描述任务中本文的方法接近最佳成绩。
 
 
 表2　不同系统的图像描述性能
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 表3　MSCOCO数据集上图像和描述检索任务
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4.3　微软比赛结果
 
微软提供了一个公开的图像描述评估网站（https://competitions.codalab.org/competitions/3221\#results）。本文系统（Fukun\_Jinjunqi）也在该网站上提交了结果，并取得了优异的成绩，见表4。
 
4.4　定性评估结果
 
本文同时定性评估了本文的系统：在描述中，抽象概念ht的转变影响了词语的生成以及图像注意力的转移。
 
 
 表4　微软在线比赛评估系统结果
 
 [image: ] 

 
4.4.1　视觉注意力的轨迹
 
为了演示注意力的转移，本文计算了图像中像素值的加权和。权重由像素归属区域所计算的注意力概率决定。图4提供了一个例子。本文注意到，首先，像素值的加权和清楚地显示了“前景”（注意力应当聚焦的地方）和加权和最小的“背景”（例如，最暗的地方）的区别。本文也注意到最受关注的区域（由红矩形围出）与描述中的概念匹配得很好。例如，对于“standing”，高亮区域为站着的牛的四条腿。对于“grass”，高亮区域包含的绝大部分是草（在背景上），并排除了前景中的牛。
 
 
 [image: ] 
 图4　注意力的转移和生成词语的匹配效果（文本中的概念很好地匹配了图像中的视觉元素）
 

 
4.4.2　生成的描述
 
图5展示了系统根据图像生成的描述。本文的模型不仅能够识别图像中的物体，而且描述了物体和场景间的互动。
 
 
 [image: ] 
 图5　本文系统生成的一些例子
 

 
4.4.3　色块和词语的匹配
 
注意力的权重随着词语序列而变化。图6展示了当句子生成时注意力的转移。当相关词语出现时，其对应的图像色块应当有更大的权重。为了进一步探索本文模型中的内在语义，本文展示了色块-词语匹配的实验结果。
 
给定一个单词w和一个句子S，且其在时刻t包含该单词w。本文实验中选取该模型t时刻对应的权重最大的被关注图像色块作为对应该单词的图像块。在此规则下，一系列色块可以与w相匹配。图7和图8展示了一些词语和它们匹配的色块。结果中，不仅名词被有效地匹配到物体上，动词和形容词也被学习以匹配在色块中。本文的模型可以挖掘到图像中的语义和文本的映射关系，这对多模态学习有关键意义。
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 图6　视觉区域间注意力的转移，随着单词的生成而变化
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 图7　匹配的单词和视觉区域
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 图8　匹配的单词和视觉区域
 

 
5　结束语
 
近年来，图像描述的自动生成系统的进步说明用准确而有含义的句子描述图像传递的最显著的部分是可能的。本文提出了一种利用图像和句子的并行结构的图像描述算法。在本文的模型中，给定之前的生成历史时，生成的下一个单词将被自动匹配到图像中的一块区域。该区域根据一个注意力概率预测神经网络给出的结果进行选择。这种单词和图像的匹配刻画了背后“抽象概念”的变化，是图像和文本共享信息的一种编码。
 
本文的系统已在标准数据集上作了评估。与现有在通用数据集MSCOCO、Flickr8K和Flickr30K上的其他队伍所得结果相比，我们的方法提高了区域注意力模型的性能，获得了最佳结果。同时，在微软组织的在线公开比赛中，本文系统也取得了优异的成绩。
 
致谢：本工作得到国家自然科学基金（项目编号No. 91420203，No. 61473167）和German Research Foundation (DFG) in Project Crossmodal Learning基金（项目编号NSFC 61621136008/DFG TRR-169）的资助。
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1　引言
 
标记多义性问题是机器学习领域的热门研究方向。在现有的机器学习范式中，主要存在两种数据标注方式：①一个示例分配一个标记；②一个示例分配多个标记。单标记学习（single-label learning, SLL）假设训练集中所有的示例均用第一种方式标注，而多标记学习（multi-label learning, MLL）[1]允许训练示例用第二种方式标注。因此，多标记学习可以处理一个示例属于多个类别的多义性情况。一般而言，目前的多标记学习算法已经发展出两种策略[2]。第一种策略是问题转化，其基本的思想是将多标记学习问题转化成一个或多个单标记学习问题。例如，多标记学习问题可以转化成二分类问题[3]、标记排序问题[4]或者集成学习问题[5]。第二种策略是算法改造，其基本思想是将特定的单标记学习算法改造成可以处理多标记数据的算法。例如，k-NN[6]、决策树[7]、神经网络[8]等算法都可以改造为多标记学习版本。
 
单标记学习和多标记学习旨在回答一个本质的问题“哪些标记可以描述该示例？”然而，不论单标记学习或多标记学习，都没有直接回答更深一层的多义性问题“每个标记如何描述该示例？”即描述中包含每个标记对该示例的相对重要程度。对于真实世界中的许多问题，不同相关标记的重要程度常常是不同的，例如：一幅自然场景图像被标注了“天空”“水”“森林”和“云”等多个标记，而这些标记具体描述该图像的程度却是不同的；在人脸情感分析[9][10]中，人的面部表情常常是多种基础情感（即快乐、悲伤、兴奋、恐惧、愤怒和厌恶）混合的结果，而这些基础情感在一个具体的表情中常常表达出不同的强度，从而呈现出纷繁复杂的情感。类似的例子还有很多，因为一旦一个示例与多个标记同时相关，那么这些标记一般情况下对该示例来说不会恰好都一样重要，而更可能会有主次前后之分。
 
对于类似上述例子的应用，一种很自然的方法是对于一个示例x，将一个实数[image: ]赋予每个可能的标记y，表示y描述χ的程度。例如，χ表示一幅人脸表情图像，y表示一种基础情感，那么[image: ]表示表情x中表达出y这种情感的强烈程度。不失一般性，假设[image: ][0，1]，并进一步假设标记集合为完备集，即用集合中的所有标记一定可以完整地描述一个示例，所以[image: ]。满足以上两个条件的[image: ]称为y对x的描述度。对一个示例来讲，所有标记的描述度构成一种类似概率分布的数据结构，所以被称为标记分布，而在以标记分布标注的数据集上学习的过程就称为标记分布学习（label distribution learning, LDL）[11]。上文提及的例子揭示了标记的多义性有时会超出目前的多标记学习框架。在这种情况下，需要将多标记学习扩展到标记分布学习。实际上，标记分布学习往往比多标记学习更适合于真实应用，因为当多个标记描述同一个示例时，这些标记的重要程度往往是不一样的。有别于多标记学习，标记分布学习直接地给出了各个标记不同的重要程度，因此可以更好地适用于真实应用。现有的单标记或多标记学习方法中存在一些为每个标记赋予数值指示（如概率、得分、投票等）的做法[4][6][12][13]，标记分布学习与这些学习方法相比，主要存在如下三个方面的不同：
 
（1）相较于单标记或相关标记集合，标记分布学习的每个训练示例具有显式的标记分布描述。这些标记分布源自于具体应用本身，是原始数据的天然组成部分，而传统做法中标记的数值指示大部分是在学习的过程中产生的；
 
（2）大多数传统做法中的标记数值指示是为了将标记排序，然后通过在排序中使用一个阈值来判定相关标记。大多数情况下，这些算法只关注相关标记与无关标记的区分，而标记分布学习关注的是整个标记分布，每个标记的描述度都很重要；
 
（3）含数值标记指示的算法的评价指标与单标记或多标记学习算法的评价指标相同，而标记分布学习算法的评价指标一般来说应为预测的标记分布与真实的标记分布间的相似度或距离。
 
本章的主旨是介绍标记分布学习这一范式，首先给出标记分布学习的定义，并介绍标记分布学习算法的评价指标。然后重点介绍几种具有代表性的标记分布学习算法，并通过实际应用来介绍标记分布学习的研究进展，最后简要讨论标记分布学习的几个可能值得进一步研究的问题。
 
2　学习框架
 
2.1　符号及形式化定义
 
首先，本文主要的符号表示如下：示例用x表示，第i个示例用xi表示；标记用y表示，第j个标记用yj表示。c对于x的描述度用[image: ]表示，其满足[image: ]并且[image: ]。xi的标记分布用[image: ]表示，并且Di∈[0，1]c，c是可能的标记数目。
 
当定义了第一节提出的标记分布后，传统的单标记和多标记标注在这一定义下都可以看作标记分布的特例。图1给出了单标记标注、多标记标注以及一般情况下标记分布的例子。具体来说，对于单标记标注（a），只有一个相关标记y2，因此[image: ]，而其他所有标记的描述度均为0。对于多标记标注（b），两个相关标记y2和y4在没有额外信息的情况下只能假设其重要程度相等，所以[image: ]，而其他所有标记的描述度均为0。最后，（c）给出了一般情况下标记分布的情况，仅需满足条件[image: ]并且[image: ]。通过这些例子可以看出单标记和多标记标注都可以看作标记分布的特例，标记分布比传统标注方式更加通用，因此可以为机器学习过程提供更多的灵活性。
 
 
 [image: ] 
 图1　单标记描述、多标记描述和普遍情况下的标记分布例子
 
 （a）单标记标注；（b）多标记标注；（c）一般情况
 

 
然而，更多的灵活性往往意味着更复杂的输出空间。从单标记到多标记，然后到标记分布，学习过程的输出空间越来越大。具体地，对于一个具有c个不同标记的问题，单标记学习有c种可能的输出，多标记学习有2c-1种可能的输出。而对于多标记学习，则存在无限多种可能的输出，只需这些输出满足[image: ]并且[image: ]。
 
因为标记分布与概率分布满足相同的约束条件，因此标记分布学习可以借用很多统计学的理论和方法。首先，[image: ]可以用条件概率的形式来表示，即[image: ]。那么标记分布学习可以如下描述：
 
假设X=Rq表示示例的特征空间，Y={y1，y2，…，yc}表示标记空间。给定一个训练集S={（χ1，Di），（χ2，D2），…，（χn，Dn）}，标记分布学习的目标是从S中学习得到一个条件概率质量函数p（y|x），其中χ∈X且y∈Y。
 
假设p（y|x）的参数模型表示为p（y|x；θ），其中θ是参数向量。给定训练集S，标记分布学习的目标是找到一个θ，使得给定示例χi，p（y|χ；θ）能产生与xi的真实标记分布Di尽可能相似的标记分布。如果利用Kullback-Leibler散度来度量两个分布之间距离的话，那么最佳的参数θ为
 
 
 [image: ] 

 
有了式（1）中的优化目标，首先可以回望一下传统的单标记和多标记学习这两个特例在这一优化目标下会得到什么结果。对于单标记学习，[image: ]，这里Kr（·，·）是Kronecker delta函数，y（xi）是xi的单标记。这时，式（1）可以简化为
 
 
 [image: ] 

 
这实际上是θ的极大似然估计（maximum likelihood, ML），而后面使用p（y|xi；θ）进行分类等价于最大后验决策（maximum a posteriori, MAP）。对于多标记学习，每个示例xi使用一个标记集合Yi来标注，因此，[image: ]。此时，式（1）变化为
 
 
 [image: ] 

 
而式（3）可以看作是使用示例的相关标记集合的势的倒数进行加权的极大似然估计。实际上，这等价于首先采用一种基于熵的标记分配方法（entropy-based label assignment, ELA）[14]将多标记数据转化为加权的单标记数据，然后再用极大似然估计来估计参数θ。
 
通过以上分析可以看出，在适当的约束条件下，标记分布学习模型可以转化为常见的单标记或多标记学习方法。因此，标记分布学习可以看作一个更加通用的学习框架，包含了作为特例的单标记和多标记学习。
 
2.2　评价指标
 
在标记分布学习问题中，由于输出的是一个标记分布，不同于单标记学习和多标记学习的输出，因此，传统的单标记学习或多标记学习的评价指标无法直接用于标记分布学习算法的性能评价。一种自然的评价指标是预测标记分布和真实标记分布之间的距离或相似度。幸运的是，在已有研究工作中存在不少可以借鉴的分布间距离或相似度的度量标准[15]。对于一个特定的数据集，每个评价指标也许只能反映算法某个方面的情况，很难说哪种评价指标是最好的。因此，在对比不同的标记分布学习算法时，我们建议使用多个评价指标，类似于多标记学习算法评价中的做法。为此，我们选取了六种既典型又多样的评价指标，分别为Chebyshev距离（Chebyshev）、Clark距离（Clark）、Canberra距离（Canberra）、Kullback-Leibler散度（K-L）、余弦相关系数（Cosine）和交叉相似度（Intersection）。其中，前四个指标是距离指标，后两个是相似度指标。假设真实标记分布和预测标记分布分别为D={d1，d2，…，dc}和[image: ]，则各指标的计算公式如表1所示，其中，指标名称后的“↓”表示“越低越好”，而“↑”则表示“越高越好”。
 
 
 表1　标记分布学习算法的评价指标
 
 [image: ] 

 
3　标记分布学习算法
 
我们分别依循三种策略为标记分布学习设计算法。第一种策略是问题转换，即将标记分布学习问题转换为传统的单标记或多标记学习问题。本章提供了两种“问题转化”算法，分别是PT-Bayes和PT-SVM，其中“PT”表示“问题转化”（problem transformation）。第二种策略是算法改造，即将传统单标记或多标记学习算法改造为能够处理标记分布数据的学习算法。本章提供了两种“算法改造”算法，分别是AA-kNN和AA-BP，其中“AA”表示“算法改造”（algorithm adaptation）。第三种策略是根据标记分布学习本身固有的特性而设计的专用算法，本章同样提供两种专用算法，分别是SA-IIS和SA-BFGS，其中“SA”表示“专用算法”（specialized algorithm）。
 
3.1　“问题转化”算法
 
将标记分布学习问题转化为单标记学习问题的一个直接方法，就是将训练样例转化成具有权重的单标记样本。具体地，将每个训练样本（xi，Di）转化成c个单标记样本（xi，yj），每个样本的权值为[image: ]，…，n；j=1，2，…，n）。然后依据每个样本的权值，对训练集进行重采样。经过重采样的训练集转化成一个含有c×n个样本的标准单标记训练集，任何单标记学习算法都能应用于这个训练集上。值得注意的是，在重采样环节，标记分布标注的训练示例被转化成了多个示例。然而，产生的训练集并不能构成多示例学习（multi-instance learning, MIL）或者多示例多标记学习（multi-instance multi-label learning, MIML）问题。对于MIL和MIML，训练集是由许多包组成的，而这些包又各自包含多个示例。一个包由一个标记（MIL）或者标记集合（MIML）标注，这意味着包内至少有一个示例可以被该标记或者标记集合所标注，但对于包中每个示例来讲，其标记仍然不明。另一方面，标记分布训练集通过重采样获得的是一个标准单标记训练集。每个示例都显式地分配了一个标记。此外，尽管样例的数量从n个扩展为c×n个，但其计算复杂度和规模都没有发生变化，这是因为标注信息从一个标记分布（c个元素）简化成了一个单标记（1个元素）。
 
为了预测示例χ的标记分布，学习器必须能够输出每个标记yj的描述度，即[image: ]=P（yj|x）。因此，这里采用了两个经典算法，一个是贝叶斯分类器，还有一个是SVM，分别记为PT-Bayes和PT-SVM。具体地，贝叶斯分类器假设每个类服从高斯分布，由此计算出的后验概率即为对应标记的描述度。对于SVM，每个标记的概率估计是基于一种逐对耦合多类方法[12]来实现的，这里的每个二值向量机的概率都是用改进的Platt后验概率来计算的[16]。
 
3.2　“算法改造”算法
 
某些传统算法可以自然地扩展为能够处理标记分布的算法，这里提出两个改造算法。第一个从k-NN改造而来，即AA-kNN。给定一个新的示例x，首先在训练集中找出x的k近邻。接着，将k个近邻的标记分布的均值作为对x的标记分布预测，即
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其中，Nk（x）是x的第k个近邻在训练集中的下标编号。
 
第二个算法由反向传播（backpropagation, BP）神经网络算法改造而来，即AA-BP。三层神经网络有q（x的维度）个输入单元，c（标记的个数）个输出单元，每个输出单元输出标记yj的描述度。对于SLL和MLL来说，其期望输出是一个向量t，在相关标记的对应位置为“1”，无关标记的对应位置为“0”。对于标记分布，t是输入训练示例的真实标记分布。于是BP算法的目标就是最小化这个真实标记分布和神经网络输出的标记分布之间的误差平方和。为保证神经网络的输出z={z1，z2，…，zc}对于所有j=1，2，…，c都满足zj∈[0，1]，且[image: ]，将softmax用于每个输出神经元。假设第j个输出神经元的输入为ηj，其对应的softmax输出zj为
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3.3　专用算法
 
与问题转化和算法改造这两种间接策略相比，专用算法与标记分布问题直接匹配，例如直接求解公式（1）的优化问题。这里同样提出两种专用算法：SA-IIS和SA-BFGS，其中关键一步就是解决公式（1）中的优化问题。
 
SA-IIS假定p（y|χ；θ）为最大熵模型[17]，即
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其中，[image: ]为归一化因子。θy，k是θ中的元素，gk（x）是x的第k个分量，将公式（6）代入公式（1）中，得到θ的目标函数
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公式（7）的优化使用了一种类似改进迭代尺度算法[18]（improved iterative scaling, IIS）的方法。IIS从任意的一个初始参数开始，每步都将θ值更新到θ+△，△中的元素δyi，k通过求解下式来得到：
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其中，[image: ]，s（gk（xi））是gk（xi）的符号。公式（8）的优点是，每个δyi，k独立出现，因此可以用高斯牛顿方法求解。算法1给出了SA-IIS的伪码。
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正如文献[19]所指出的，相比其他的优化算法，如共轭梯度法和拟牛顿法，IIS往往表现要差一些。因此，我们基于拟牛顿法BFGS[20]，进一步改善了SA-IIS算法。考虑在参数向量θ（l）上的二阶泰勒展式T＇（θ）=-T（θ）：
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其中，△=θ（l+1）-θ（l）是更新步长，▽T＇（θ（-l））和H（θ（l））分别是T＇（θ）在θ（l）处的梯度和赫森矩阵。公式（9）的最小化解为
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用下式来更新参数向量：
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其中，步长α（l）应满足强沃尔夫条件（strong Wolfe conditions）[19]，可由一个线性搜索过程得到：
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其中，0<c1<c2<1。
 
BFGS方法是通过一个迭代矩阵B[19]估算逆矩阵，从而避免了直接计算逆矩阵。
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其中，[image: ]。BFGS的计算是将目标函数T＇（θ）的优化与一阶梯度函数相关联，可由下式得到：
 
 
 [image: ] 

 
因此，它比标准牛顿线性搜索方法的效率更高，这个改进算法称为SA-BFGS，算法2展示了其伪码。
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4　标记分布学习应用
 
标记分布学习的应用广泛，例如人脸年龄估计[21][22][23][24]、头部姿态估计[25]、自然场景多标记排序[26]、情感分布预测[27][28]、电影评分分布预测[29]、人群计数[30]等。在这些应用中，标记分布的来源主要有三类：①直接来自原始数据的标记分布，②基于先验知识生成的标记分布，③从数据集中学习得到的标记分布。以下按照这三种情况分别举例说明。
 
4.1　原始数据中的标记分布
 
4.1.1　表情情感分布预测
 
表情识别是计算机视觉领域一个具有多年研究历史的经典问题。现有的大多数表情识别方法都假设一个表情表达一种单一情感，然而这种假设与目前公认的心理学研究成果的结论相悖。根据Plutchik的情感理论[31]，人的表情常常是多种基础情感混合的结果，而这些基础情感在一个具体的表情中往往表达出不同的强度，从而呈现出纷繁复杂的情感。因此，只能识别一种情感的单标记学习方法并不符合人类复杂情感表达的实际情况。
 
如果把每个基础情感作为一个标记，那么多标记学习可以用几个相关的基本情感来描述每张表情图像。但是，多标记学习无法学习出每个情感的强度。为了解决这个问题，我们提出了基于标记分布学习的情感分布学习方法[27]。该方法假设表情表达的情感是几种基础情感的混合，并且这些基础情感具有不同的强度。具体来说，情感分布学习利用描述度[image: ]来衡量情感y在表情x中的强度。[image: ]经过简单的归一化就满足了标记分布的两个约束条件[image: ]和[image: ]，于是将情感的描述度转化为标记分布（在该应用中，也称为情感分布）。图2给出了一个JAFFE数据库中的例子，数据库中对一张人脸表情图像6个基础情感的打分经过归一化后转化为标记分布（情感分布）。
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 图2　表情图像的基础情感打分和相应的情感标记分布
 

 
基于标记分布的情感分布学习的目标是学习一个从表情图像到标记分布的映射，使得真实与预测标记分布之间的距离最小。给定一个数据集S=｛（x1，D1），（x2，D2），…，（xn，Dn）｝，xi∈X表示一个表情，[image: ]表示xi的标记分布。情感分布学习的目标是从S中学到一个标记分布的条件概率质量函数p（y|x；θ），其中θ是参数向量。文献[27]通过Jeffrey散度来度量两个分布之间的距离：
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其中，[image: ]和[image: ]表示两个分布Da和Db中的第j个元素。然而，标准Jeffrey散度并没有考虑不同情感之间的关系。实际上，根据Plutchik的情感理论[31]，一些基础情感经常一起出现，如恶心和害怕，而另一些基础情感几乎不会一起出现，如高兴和伤心。因此，文献[27]进一步提出了加权Jeffrey散度：
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其中，权值λjk表示第j个表情和第k个表情的关系。而λjk可以通过如下方式求得：
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其中，[image: ]代表第j个表情和第k个表情的相关系数。[image: ]是归一化因子。η是一个奇数，用来控制相关系数。ε是阈值，如果一对情感的相关系数小于阈值ε，则认为这两个情感是没有关系的。进而参数向量θ可以这样确定：
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其中，Di是第i个示例的真实标记分布；[image: ]为预测的标记分布，优化目标第二和第三项是正则项，分别用于防止输出过于平缓和方式不稳定的输出；ξ1和ξ2是相应的平衡因子。假设p（y|xi，θ）是最大熵模型，利用L-BFGS算法解优化问题可以得到参数向量θ。为了便于预测和划分相关标记与无关标记，文献[27]在原始标记分布之中加入虚拟标记y0，用来区分相关标记和无关标记，预测结果可以不用人为设置阈值就能自动实现多标记学习的标记划分功能。
 
上述算法称为EDL，为了证明EDL算法的有效性，我们分别在s-JAFFE和s-BU_3DFE数据集[27]上进行实验。实验对比了4种LDL算法和7种被广泛使用的MLL算法。EDL算法和对比算法的参数设置细节详细见文献[27]。
 
表2展示了EDL和几种LDL算法的实验结果。每一项测试的最佳表现都由黑体突出显示。实验结果采用了显著水平5%的双尾t-检验以确定EDL和对比算法之间是否有显著差异。表2在每个方法的表现之后，给出了t-检验的结果：相应的表现之后如果有“·”则说明有显著差异。从表2可以看到，EDL在所有指标上都表现出最好的性能。表3展示了EDL和7种多标记算法之间的比较。从表3可以看出，EDL在所有指标上都要优于7种多标记对比算法。这意味着，EDL不仅可以处理更复杂的情况，而且在MLL的应用场景中也可以表现得比常用的MLL方法更好。
 
 
 表2　标记分布学习算法在各数据集上的实验结果（均值±标准差）
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 表3　多标记学习算法在各数据集上的实验结果（均值±标准差）
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4.1.2　电影评分分布预测
 
电影评分预测（rating prediction, RP）在推荐系统[32]中是一个受到广泛研究的课题，电影推荐的问题被简化为预测特定用户的电影评分，然后推荐给用户评分最高的电影。在这种情况下，RP方法通常分为三类[33]，即基于内容的方法、协同过滤方法以及混合方法。然而，我们在文献[29]中提出的上映前大众意见预测（the pre-release crowd opinion prediction，PCOP）与前面提到的RP问题有本质上的区别，主要体现在以下三个方面。
 
（1）RP往往旨在预测特定用户的评分，而PCOP旨在预测从许多用户的评分中生成的总体评分分布。即预测的是大众的意见，而不是个人的意见。
 
（2）现有的RP方法通常要求事先已知目标用户（基于内容的方法）或其他具有类似偏好的用户（协同过滤方法）以往对看过的电影的评分情况。而对于PCOP方法，一旦模型训练好后，预测过程不需要任何以前的评分数据。
 
（3）大多数RP方法，特别是主流的协同过滤方法，在电影正式上映之前是无法预测观众对它的评分的，许多方法有赖于存在足够多的已经看过电影并且给出评分的用户。然而，PCOP方法可以在电影正式上映之前就做出预测。
 
大众对电影的评分分布是对该电影一个直观反映，并且有很多电影评分网站对用户进行电影评分收集，例如IMDb和Netflix。而传统的平均评分不能完整地反映观影者的整体观点，因为对评分进行平均的过程混合了喜爱与厌恶这两种观点。而从市场角度来看，一部有争议的电影往往比一部评价一致的电影更为成功，而这两部电影可能具有相近的平均评分。如图3所示，根据IMDb的数据，Twilight和I，Frankenstein的平均评分都是5.2分（满分10分），然而通过评分分布可看出，Twilight具有更多的争议性。Twilight的预算／票房比率为＄37m/＄191m，而I，Frankenstein预算／票房比率是＄65m/＄19m。显然，具有更多争议性的Twilight更值得去投资和观赏。
 
 
 [image: ] 
 图3　两部电影的平均评分、评分分布、预算和票房
 

 
因为评分分布恰好满足标记分布的数学定义，我们可以将观众对电影的评分分布看作一种标记分布。为了实现电影上映前对大众意见作出预测，将电影上映前就可以公布的与电影内容无关的元数据（如导演、编剧、演员信息等）作为输入，对评分分布进行预测。我们通过提出一种新的标记分布学习算法标记分布支持向量回归（LDSVR），对标记分布中的每个分量同时拟合一个Sigmoid函数，从而达到回归学习的目的。假设标记分布d可以用Sigmoid函数表示，即
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其中，z=Wφ（x）+b，φ（x）是一个将x映射到更高的维度[image: ]H的非线性映射，而W∈[image: ]c×H，b∈[image: ]c。所以LDSVR的优化目标可以写为
 
 
 [image: ] 

 
其中，ωj是W的第j行构成的向量，L（ui）表示第i个训练样本的误差函数：
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实验[29]中使用的数据集来自于Netflix，其中包括54 242 292个来自478 656个不同的用户对7755部电影的评分。打分形式是1星到5星。表4列出了该数据集中用于描述一部电影的所有上映前元数据，即电影上映前就可以公布的信息。对比算法包括常用的4种LDL算法BFGS-LLD，IIS-LLD，AA-kNN和CPNN，除此之外还对比了两种LDSVR的变体S-SVR和M-SVR，其中S-SVR为标记分布的每个分量逐个（而不是像LDSVR那样同时）拟合一个Sigmoid函数，而M-SVR是标准的多输出SVR算法（而没有为用Sigmoid函数来拟合每个输出分量）。
 
 
 表4　电影上映前元数据
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从表5可以看出，LDSVR在这6种指标上都是表现最好的算法。两种LDSVR的变体S-SVR和M-SVR的表现都显著差于LDSVR，这说明了同时解决多输出和概率约束（利用Sigmoid函数）这两个问题的重要性。LDSVR比4种比较的LDL算法好的原因主要有两个。首先，大多数现有的LDL算法都试图直接将预测和真实分布之间的K-L散度最小化，而LDSVR更好地利用了支持向量机的最大间隔回归优势。其次，应用核技巧使得LDSVR能够在更具判别力的高维空间中在不损失计算可行性的情况下更好地解决问题。
 
4.1.1节和4.1.2节中列举的两个应用中，标记分布均可以从原始数据中直接提取，标记分布学习可以直接应用于这类问题。由于充分利用了这类数据中蕴含的标记分布信息，相比较传统的单标记和多标记学习方法，标记分布学习方法通常可以取得更好的表现。
 
 
 表5　七种对比算法的实验结果［平均指标±标准差（排序）］
 
 [image: ] 

 
4.2　基于先验知识的标记分布
 
4.2.1　人脸年龄估计
 
尽管许多算法已经被成功地用于人脸年龄估计，但仍然存在许多挑战和不足，其中最突出的问题之一是学习算法无法获得足够而完整的训练数据[12]。由于不同人面部特征随年龄变化的模式是不同的，一个“足够而完整”的数据集应该包含所有人在每个年龄的面部图像。然而，这些图像的收集工作往往需要花费多年的时间。事实上，几乎没有人能保证在他（她）的每一个年龄上都有至少一张照片。因此，一个人在所有年龄上的一套完整的图像数据是几乎不可能的。此外，年龄本质上是一个连续属性，可以用年来度量，也可以用月或天来度量，所以严格来讲，对整个年龄变化过程完整记录的数据几乎不可能存在。由于上述原因，人脸年龄图像很难保证“足够而完整”。
 
因为没有足够而完整的训练数据，引入更多关于人脸年龄的先验知识就成了加强学习效果的有效途径之一。相邻年龄的人脸图像看起来很相似，说明年龄变化是一个连续渐变的过程，人为定义的离散化的年龄（通常以年为单位）并不能改变这一连续过程的本质。例如，一个人在他26岁生日之前的一天仍然是25岁，但他的面部特征在生日前后几乎是完全一样的。因此，现有大多数年龄估计方法中用单一年龄标记来标注一张人脸图像的做法并不能真正反映人脸年龄变化的本质。
 
为了解决上述问题，我们在文献[21]中使用年龄标记分布而不是单一年龄来标注每张人脸图像。由于年龄越接近的人脸越相似，可以设想对一幅人脸图像来说，其真实年龄的描述度最高，相邻年龄的描述度向两边逐渐降低。尽管这里原始训练集是一个单标记数据集，但是根据相邻年龄相似性假设，文献[10]实际上将该数据看成一个多标记数据集，即可由给定单标记年龄相邻的多个年龄一起共同描述同一个示例。据此先验知识，一张真实年龄为α的人脸图像x，其对应的标记分布D应满足以下两个特性：①在标记分布中，α的描述度应该是最高的；②对于其他年龄，与真实年龄α的距离越大，其对应的描述度越小。满足上述两种特性的分布有很多，图4给出了较为常见的两种分布，分别是高斯分布和三角分布。其中，年龄y被当作一个离散的类别标记，而高斯分布和三角分布都定义为连续密度函数p（y）。直接令[image: ]往往会导致[image: ]，因此我们需要进行归一化处理[image: ]，保证[image: ]。通过先验知识得到每张图像的年龄标记分布后，我们通过SA-IIS和CPNN[21]这两种标记分布学习算法对这些分布进行学习。在预测时，对于测试图像χ＇，预测的年龄为[image: ]。
 
实验[21]使用了两个数据集，FG-NET和MORPH。FG-NET数据集包含了82位对象的1002幅人脸图像，对于其中每一个人，采集了6～18幅不同年龄段的人脸图像。每幅图像都由真实年龄标注，年龄的分布从0～69岁。MORPH数据集含有13 000位对象的55 132幅人脸图像，年龄的分布从16～77岁，并且这些对象来源于不同的种族。
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 图4　两种不同标记分布描述人脸年龄分布示意图
 
 （a）高斯分布；（b）三角分布
 

 
为了验证标记分布对于处理年龄估计问题的有效性，实验[21]不仅使用了高斯分布和三角分布作为年龄标记分布，并引入了图1（a）的单一标记这一特殊的标记分布。我们分别用“Gaussian”“Triangle”和“Single”表示这三种标记分布。我们将一些年龄估计算法作为对比算法，分别是OHRank[34]、AGES[35]、WAS[36]和AAS[37]。同时，我们也引入一些常用的对于单标记数据的分类算法作为对比算法，分别是kNN（k近邻）、BP（反向传播神经网络）、C4.5（C4.5决策树）、SVM（支持向量机）以及ANFIS（基于自适应网络的模糊推理系统）[38]。这些算法将年龄估计问题转化成一个标准的多类别分类问题，其类别的数目等于可能的年龄数目。平均绝对误差（mean absolute error, MAE）在实验中作为算分评价指标。
 
人类本身对年龄的预测能力往往也是重要的对比基准之一。我们从FG-NET数据集中选取了51幅人脸图像，从MORPH数据集中选取了60幅人脸图像，将这些图像作为测试样本随机提供给测试对象，并要求测试对象从给定的年龄范围中选择一个年龄。测试分两种情况。其中，HumanA情况下测试受试者基于面部灰度图像进行年龄预测的能力，这种灰度图像与输入算法的数据是完全一样的；而HumanB情况下测试受试者基于多种视觉信息的年龄预测能力，这些信息包括脸部、头发、皮肤颜色、衣着、背景等。
 
表6是各算法的预测结果以及人类预测的结果，其中，结果优于HumanA的用黑体表示，而优于HumanB的用下划线表示。各算法与人类表现的两种情况分别进行5%显著水平的双尾t-检验，其结果在MAE值后显示，“1”表示有显著区别，“0”表示无显著区别，其中第一个值表示对相应算法与HumanA对比的结果，第二个值表示与HumanB对比的结果。实验结果表明，标记分布学习算法（SA-IIS和CPNN）显著优于人类测试HumanA和其他算法，并且在大多数情况下显著地优于HumanB。
 
 
 表6　不同年龄估计算法的平均绝对误差（MAE）
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4.2.2　头部姿态估计
 
头部姿态包含了丰富的信息，例如静止的头部姿态可以指示人面对的方向，而头部姿态的改变往往可以表达更多含义，例如同意、否定、困扰等。此外，头部姿态也是人脸识别，表情识别、视线估计等应用中的关键信息之一。因此，头部姿态估计成为计算机视觉和模式识别领域的一个重要研究课题。在头部姿态估计中，通常假设人类的头部是一个刚性物体，具有三个自由度，分别是偏航角（yaw）、俯仰角（pitch）和旋转角（roll）。现有的多数数据集通常只包含有限个数的离散偏航角和俯仰角，因此我们在文献[25]中主要处理有限离散偏航角和俯仰角的头部姿态估计问题。值得注意的是，文献[25]提出的方法可以很容易地推广到三自由度的头部姿态估计问题上。
 
在实际应用中，头部的真实姿态是很难获得的，往往只能通过近似的方法获得粗糙的姿态。因此，对于两幅用相同姿态标注的人脸图像，它们的真实姿态可能是不同的，并且对于绝大多数应用来说，非常精确（如精确到1°）的头部姿态往往是没有必要的。因此，将真实的头部姿态和预测的头部姿态视为某种软标记（soft label）可能更为合适。为此，我们使用真实姿态周围的多个姿态一起共同描述同一幅人脸图像。观察到头部朝向较为接近的人脸图像看起来非常相似，而随着相差角度的增加，这种相似性会逐渐消失，我们可以用满足如下要求的标记分布来标注一幅人脸图像的姿态：对应标记为真实姿态的描述度最高，而接近真实姿态的标记对应的描述度稍低，并且随着与真实姿态的距离增加，描述度呈逐渐减小的趋势。
 
根据头部姿态连续渐变的先验知识，真实姿态[image: ]对应的描述度[image: ]是x的标记分布D中最大的元素，而姿态[image: ]的相邻姿态[image: ]的描述度[image: ]接近[image: ]但小于[image: ]，并且随着[image: ]与[image: ]的距离增大，[image: ]呈逐渐减小的趋势。我们在文献[25]中假设标记分布D服从一种满足上述条件的典型分布，即离散二维高斯分布：
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其中，Z为确保[image: ]的归一化因子；∑是预先给定的协方差矩阵（可通过启发式方法确定）。
 
图5展示了Pointing'04数据集中典型的头部姿态以及由公式（25）产生的标记分布，真实姿态在人脸图像下方显示，而生成的标记分布由灰度图像表示，图像的水平轴代表偏航角，垂直轴代表俯仰角，图中像素点越亮表示对应姿态的描述度越高。通过先验知识得到训练集中人脸图像的标记分布之后，根据相邻姿态的定义不同[25]，我们利用两种标记分布学习算法（MLD-wJ和MLD-J）对产生的标记分布进行学习。
 
实验[25]使用Pointing'04数据集，该数据集采集了15个人的2790张人脸图像，这些图像包含了93种头部姿态。对比算法是经典的头部姿态估计算法：线性／核化PLS，线性／核化SVM，线性／核化SVR。我们使用了两组度量指标来评价算法性能，分别是平均绝对误差和预测精度。每组包含3个评价指标，一个针对偏航角，一个针对俯仰角，最后一个是针对偏航角和俯仰角（用偏航角+俯仰角表示）。除了8种经典算法外，我们还加入了其他的头部姿态估计算法（具体细节详细见文献[25]）在Pointing'04数据集上的结果。表7展示了算法对比的结果，表现最好的结果用黑体高亮。我们可以看出，基于标记分布的算法明显优于其他算法。在基于标记分布的算法中，MLD-wJ比MLD-J更有效地利用了近邻姿态的关系，因此前者的结果优于后者。
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 图5　Pointing'04数据集中的典型头部姿态和对应的标记分布
 

 
 
 表7　头部姿态对比实验结果（均值±标准差）
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 续表
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4.3　从数据集中学到的标记分布
 
4.3.1　基于标记传播的标记分布学习
 
在多标记学习中，对于一个示例x，将[image: ]赋予每个可能的标记y，用以表示该标记y是否描述了示例x。因为[image: ]表达了是与否的逻辑关系，我们称这种标记为逻辑标记。在这样的训练样本中，标记的重要程度没有显式的表达。然而对于真实世界中的许多问题，不同相关标记的重要程度常常是不同的，因为一旦一个示例与多个标记同时相关，那么这些标记一般情况下对它来说不会恰好都一样重要，而更可能会有主次前后之分。当多标记数据集中不存在先验知识的情况下，我们在文献[45]中通过标记传播技术，将多标记训练集中的逻辑标记增强成为标记分布，进而通过标记分布学习处理多标记分类问题。
 
文献[45]首先根据示例间相似度构建一个图，然后根据图中的拓扑关系在示例间传播标记，由于标记的传播会受到路径权值的影响，会自然形成不同标记的描述度差异，当标记传播过程收敛时，每个示例的原有逻辑标记即可增强为标记分布。
 
具体地，假设多标记训练集S={（xi，Li）|1≤i≤n}，其中[image: ]表示原始的逻辑标记。G=（V，E，W）表示以S中的示例为顶点的全连通图，其中V={xi|1≤i≤n}表示顶点，E表示顶点两两之间的边，xi与xj之间的边上的权值为它们之间的相似度：
 
 
 [image: ] 

 
所有边的权值构成相似度矩阵W=[wij]n×n。标记传播矩阵P由相似度矩阵W计算而来：[image: ]，这里Q=diag[d1，d2，…，dm]，其[image: ]。假设所有标记对所有示例的描述度构成一个描述度矩阵F，该算法使用迭代方法不断更新F。F的初始值F（0）=Ф=[φij]n×c由示例x的原始标记构成，即[image: ]。在此基础上，利用标记传播对描述度矩阵F进行更新：
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其中，α是平衡参数，控制了初始的逻辑标记和标记传播对最终描述度的影响程度。可以证明[45]，最终F收敛到：F*=（1-α）（I-αP）-1Ф，对F*做归一化处理：
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即可得到示例xi的标记分布[image: ]，然后通过标记分布学习算法进行学习和预测。针对多标记学习问题，我们加入了4.1.1节中提到的虚拟标记，以区分相关标记和无关标记，预测结果可以不用人为设置阈值就能自动实现多标记学习的标记划分功能。
 
实验[45]使用17个基准多标记数据集，用于比较基于标记分布学习的多标记分类与传统多标记学习算法。表8总结了这些数据集的各种属性。其中，|S|、dim（S）、L（S）和F（S）分别表示数据集的样本数目、特征维度、类别标记数目和特征类型。另外还有一些关于多标记数据的统计指标，包括标记基数LCard（S）、标记密度LDen（S）、独特标记集合DL（S）和独特标记集合占比PDL（S）。17个数据集中9个是普通规模的数据集（|S|<5000），8个是大规模数据集（|S|≥5000）。用于对比的传统多标记学习算法包括四种多标记学习领域的主流算法，分别为Binary Relevance（BR）、Calibrated Label Ranking（CLR）、Ensemble of Classifier Chains（ECC）和RAndom K-labELsets（RAKEL），这些对比算法的具体设置可参见文献[45]。我们使用6种度量指标对各个算法的性能进行评价，分别是：one-error，coverage，ranking loss，average，precision，macro-averaging F1以及micro-averaging F1。
 
 
 表8　多标记数据集
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表9和表10显示了各个算法的实验结果，RELIAB表示我们的基于标记分布的多标记分类方法，指标名称后的“↓”表示“越低越好”，“↑”表示“越高越好”，在每种指标和每个数据集上表现最好的算法的结果用黑体表示。为了从统计意义上比较5种算法在17个数据集上的表现，这里采用一种由Demšar提出的两步统计假设检验法[46]。该方法首先对原假设“所有算法的平均排序是一样的”应用Friedman检验。表11给出了在显著水平为0.05，对比算法数为8、数据集数为11时，各个评价指标上的Friedman统计值FF及关键值（critical value）。可以看出，所有指标上的FF值均大于关键值，因此在所有指标上都可以拒绝原假设，即在每个指标上，所有算法的平均排序不是都一样的。在此基础上，该方法第二步用Nemenyi检验来检验算法两两之间的平均排序比较，结果可用如图6所示的CD（critical difference）图来表示。Nemenyi检验在显著水平为0.05，对比算法数为5，数据集数为17时，CD=2.5153。在CD图中，每个算法的平均排序被标注在同一条坐标轴上。如果两个算法的平均排序之差小于CD值，则说明两者没有显著差异，在CD图中即将这两个算法用一条线段连起来。
 
 
 表9　多标记学习算法（均值±标准差）在标准尺度数据集上的比较
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 续表
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 表10　多标记学习算法（均值±标准差）在大尺度数据集上的比较
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 续表
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 表11　各种评价指标上的Friedman统计值
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 图6　在六个不同评价指标上对五种算法对比应用Nemenyi检验的CD图
 
 （a）One-error；（b）Coverage；（c）Ranking loss；（d）Average precision；（e）Macro-averaging F1；（f）Micro-averaging F1
 

 
基于以上实验结果，我们可以得出以下结论：①在普通规模数据集上，RELIAB可在所有评价指标上以83.3%的情况排名第1，以11.1%的情况排名第2；在大规模数据集上，RELIAB可在所有指标上以68.7%情况排名第1，16.7%的情况下排名第2。②在所有评价指标上，RELIAB的平均排序是最优的。在绝大部分评价指标上，RELIAB显著优于大多数对比算法。
 
4.3.2　多标注源多标记排序
 
多标记排序问题包含两重任务，第一个任务为每个示例确定相关标记和不相关标记的划分，第二个任务为将相关标记按照与示例的相关程度从大到小进行排序。现有的多标记排序算法往往假设训练集中的每个示例对应的相关标记的排序是客观存在的，然而在真实世界的应用中，这种标记排序反映出的标注者偏好往往是主观的，也就是说，不同标注者的偏好常常是不一样的。
 
图7给出了一个典型的例子，该例子中有10位标注者对同一张图像进行多标记排序标注，关系yi>yj表示标注者认为对于该图像来说，标记yi比yj更加相关。这里我们可以看出，尽管这些标注者存在一些相同的观点（都认为“水”是相关标记），但是不论是相关标记集的选择还是相关标记排序顺序，这些标注者之间都存在明显的不一致。
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 图7　10位标注者对一张自然场景图像的标记排序情况示意图
 

 
我们在文献[26]中利用标记分布学习处理排序不一致的情况，进而量化出标记的偏好程度。我们假设对于每一位标注者，他（她）所作出的排序决定是基于一个潜在的标记分布，而对于不同的排序者，这种潜在的标记分布往往是不同的。同样地，每一位标注者对于区分相关与不相关标记的阈值往往是不同的。以上原因致使不同标注者对同一个示例在区分相关与不相关标记以及相关标记排序上产生了不一致的结果。而我们提出的方法的目标是对于示例x，预测一个尽量兼容所有标注者偏好的标记分布。
 
排序是通过二值偏序关系>x来表示的，其中x表示该关系是由示例x决定的。对于两个标记yi和yj，yi>xyj表示对于示例x，yi比yj更加相关，因此yi的排序高于yj。对于示例x，假定排序σi是第i个标注者根据他个人的潜在标记分布Di生成的，那么x的标记分布[image: ]应该尽量兼容所有标注者的标记分布Di：
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这里的dist是度量两个标记分布之间距离的函数，采用KL距离。Di应满足第i位标注者的排序，也就是如果yk>x，iyj，则有[image: ]，这里yk>x，iyj表示第i个标注者在示例x上对yk和yj的偏好顺序，[image: ]表示第i个标注者的标记分布中标记yj的描述度。特别地，如果第i个标注者认为yj是无关标记，那么[image: ]。
 
为了划分相关标记和无关标记，我们在文献[26]中引入虚拟标记集合{y0，1，y0，2，…，y0，v}，其中，虚拟标记的个数v可以作为一种增强虚拟标记预测精度重要性的权值，v的值越大则虚拟标记越重要。这些虚拟标记具有相同的描述度，即[image: ]。计算兼容所有标注者的标记分布的问题就可以形式化为下面的非线性规划过程：
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对训练集中每一个示例x应用上述优化过程后，我们就可以得到x对应的标记分布，从而通过标记分布学习进行学习和预测。
 
实验[26]中使用的数据集包含2000幅自然场景图像，共有9种可能的标记，并且有10位标注者对这些图像进行多标记排序。和预期的一样，他们标注的排序存在很大程度的不一致性。我们使用PDL（preference distribution learning）表示我们的算法，将该算法与三种多标记排序算法进行对比，分别是CRPC[4][47]、CLRT[48]和kNN-MLR[49]，这些对比算法的具体设置详见文献[26]。我们利用5种排序相似度度量指标（Kendall'stau-b，Kendall's tau-c，Spearman's rho，Gamma和SAG）以及5种多标记分类度量指标（hamming loss，one-error，coverage，ranking loss和average precision）对4种算法的性能进行评价。
 
表12显示了4种算法的10种评价指标结果，指标名称后的“↓”表示“越低越好”，“↑”表示“越高越好”，在每种指标和每个数据集上表现最好的算法的结果用黑体表示。各个基准算法与PDL之间显著水平5%的双尾t-检验结果在各指标值的右侧显示，“1”表示显著区别，“0”表示无显著区别。可以看到，PDL算法显著地优于其他对比算法，不仅可以有效地划分相关标记和不相关标记，也可以对相关标记进行排序。
 
 
 表12　4种算法在10个评价指标下的对比结果[均值±标准差（t-检验）]
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图8显示了当标注者人数增加时对算法的影响（因为所有评价指标的结果都相似，因此这里只给出Kendall'stau-b的结果），我们可以看出，PDL的排序预测准确度随着标注者人数的增加而增加，而对比算法并非越来越好：kNN-MLR的效果没有太大的变化，而CRPC和CLRT呈现随机变化。这样的结果揭示了基于标记分布学习的排序算法能够有效地利用多位标注者提供的不一致多标记排序信息。
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 图8　标注者人数的增加与Kendall'stau-b指标的变化
 

 
5　结束语
 
本文介绍了标记分布学习，该学习框架比单标记和多标记学习更加泛化，不仅可以处理一个示例对应多个标记的情况，而且可以处理这些标记的不同重要程度。本文介绍了六种用于标记分布学习的算法，并建议使用六种评价指标度量标记分布学习算法。最后按照标记分布来源不同分三种情况介绍了六个不同的标记分布学习应用实例，即标记分布可以来自原始数据，可以来自先验知识或者可以从数据集中学习得到。
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软件缺陷挖掘(1)
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1　引言
 
软件是计算机系统的灵魂，软件的质量是计算机系统安全可靠运行的保障。随着软件运行环境逐渐从封闭、静态的单机环境向开放、动态的网络环境转变，系统功能变得越发复杂，代码规模也不断攀升。如何有效保证庞大、复杂的软件系统的质量，使其得以正确、可靠地运行，已成为软件研究者和软件开发人员面临的巨大挑战。
 
软件质量主要体现为软件的可靠性、可用性、有效性和可维护性[1]，其中软件的可靠性尤为重要。导致软件系统不可靠的主要诱因之一是软件缺陷[2]。软件缺陷是软件中存在的某种破坏其正常运行的错误、故障或隐藏的功能瑕疵。包含缺陷的软件系统不仅会影响用户的正常使用，还可能会造成严重后果。例如：1996年欧洲阿丽亚娜-5型火箭因软件缺陷引发的飞行姿态错误导致升空数秒后爆炸，经济损失达3.7亿美元；2000年美国国家癌症研究中心放疗机因软件缺陷而错误计算放射量，造成8人死亡、20人重伤；2014年美国花费巨资研制的第四代隐形攻击机F-35由于机载软件缺陷导致其航炮无法瞄准射击，而修复这一缺陷的升级版本预计需要花费四年才能完成。由此可见，要提高软件质量必须有效发现软件中潜在的缺陷。
 
在软件开发过程中，软件测试是发现软件缺陷的一种常用手段。程序员试图通过对程序的不同运行路径以及运行状态进行完全测试，以期发现软件异常行为。然而，随着软件系统越发庞大，功能日趋复杂，程序可能的运行路径与其运行状态空间呈现爆炸式增长，这使得遍历每条可能的执行路径与所有程序状态变得越发困难。另一方面，软件测试耗时耗力，而软件开发通常要求在尽可能短的周期完成以尽快投入使用，这使得在有限的时间与测试资源限制下更加难以对软件实施完全测试。因此，若能通过对当前软件进行自动分析，发现最可能包含缺陷的程序模块，则能够将有限的测试资源有针对性地投放在最可能包含缺陷的程序模块上，增加发现软件缺陷的可能性，进而提升软件质量。
 
软件挖掘（software mining）是一种特殊的数据挖掘任务，是实现数据驱动软件分析的重要途径。软件挖掘将软件以及与之相关的信息视为一类特殊的数据，通过应用机器学习与数据挖掘方法对其进行分析建模，从而辅助提升软件质量、软件开发效率以及用户体验。软件缺陷挖掘（software defect mining）是最重要的软件挖掘任务之一，它试图通过对软件模块的源代码、文档、注释、用户报告等数据进行分析，挖掘蕴含在软件中的缺陷模式，并据此自动发现并定位出软件中潜在的软件缺陷。
 
根据建模时采用的信息不同，软件缺陷挖掘可分为三种主要方式：第一，基于编程模式挖掘软件缺陷，该类方法能够从大量程序代码中提取在编程时需要遵循的规则，并据此发现违反规则的软件缺陷；第二，基于缺陷标注挖掘软件缺陷，该类方法利用模块的特征表示（如：软件度量特征）与通过完全测试获得的模块缺陷情况标注进行学习建模，以识别潜在包含缺陷的软件模块；第三，基于用户缺陷报告挖掘软件缺陷，该类方法通过分析用户提交的缺陷报告，定位出与缺陷报告描述的异常程序行为相关联的软件模块。本文将在第2节至第4节对这三类途径的研究进展进行详细介绍。
 
2　基于编程模式挖掘软件缺陷
 
软件缺陷形成的原因各不相同且种类繁多，新缺陷也不断出现。因此，通过直接描述软件缺陷模式来发现软件缺陷非常困难。所幸，由于程序编写过程需要遵循由程序设计语言确立的各种编程规范和约定，无缺陷的正常程序应与此“正常模式”相符。因此，要挖掘软件缺陷，可以设法对正常程序需要遵循的编程模式进行挖掘建模，据此发现与此“正常模式”相违背的潜在软件缺陷。
 
获取程序正常模式描述的最直接方法是基于程序设计语言领域知识定义出一套模板，然后根据所定义的模板实现软件缺陷的检测[3]。然而，该方法对软件缺陷的甄别效果很大程度上依赖于所定义的模板的正确性与完备性，需要经验丰富且对当前程序设计语言构造理解深刻的专家才能定义出正确且相对完备的模板，制约了其在实际任务中的广泛应用。为此，需要自动地从软件项目中挖掘出程序员编程过程中需遵循的规则。
 
编程模式的挖掘主要有两种基本途径：一种是通过对当前软件项目的源代码进行分析挖掘，从中总结出程序员在编写当前软件时遵循的规则，另一种则是对当前软件源代码以外的数据源（例如：注释、历史代码库等）进行分析挖掘，导出程序员需要遵守的编程规则。
 
根据当前软件项目的源代码挖掘编程规则的一个经典工作是Li和Zhou[4]提出的PR-Miner方法。该方法假设程序中缺陷是不慎引入的，故缺陷自身的数量远少于正常模式。因此，通过频繁模式挖掘即可有效发现程序中的正常模式。具体而言，PR-Miner方法首先利用编码规则将每个操作转化为项（item），从而将包含若干操作的函数转化为项集（itermset），然后在所得项集上应用FP-close[5]方法进行关联规则挖掘，以获得函数内不同操作在使用上的耦合关系，据此发现不满足关系的潜在缺陷。Ramanathan等人[6]将调用相同函数的上下文代码片段提取出来，将其中变量的取值情况转化为断言形式，在此基础上应用关联规则挖掘发现某个函数的调用与其上下文变量之间的关联关系（如：调用readbuf（buf，size）函数前需要检查buf!=null），据此发现不满足规则的函数调用。Chang等人[7]从软件代码中提取程序依赖关系图，并通过频繁子图挖掘提取出频繁出现的程序依赖关系，据此发现不满足依赖关系的缺陷代码。
 
然而，在当前软件项目的源代码上进行基于频率的关联规则挖掘，并不一定能涵盖所有的正常编程模式。对于一些不常调用的函数，因其在当前软件中出现频率过低，难以通过关联规则挖掘提取与之相关的编程模式。为获得更加全面的编程模式，需要有效利用与当前软件项目相关的数据源来辅助挖掘编程模式。Xie等人[8]提出了能够为在代码中仅出现了一两次的API提取相关编程规则的方法，他们借助Google代码搜索从互联网上获得该API的大量调用记录，在此基础上应用关联规则挖掘获得该API的调用模式与规范，有效弥补了因在当前软件中调用该API次数过少对关联规则挖掘造成的影响。Livshitz和Zimmermann[9]通过关联规则挖掘从软件的修改记录（change log）中挖掘出函数的成对使用模式（如：函数malloc（）与free（）通常成对使用），据此发现因未成对使用某些函数而造成的缺陷。除引入额外代码信息以外，Tan等人[10]通过挖掘源代码中给出的文字注释提取编程模式。他们首先将代码中的注释提取出来，基于主题建模与文档聚类技术提取主题词汇，并据此表征代码注释。在此基础上，训练分类器将代码注释提及的函数使用方式映射到预定义的规则模板，并通过分析注释文本与模板关系将模板实例化为具体的编程规则，据此发现不符合程序注释所指明的函数使用规则的缺陷。
 
基于编程模式挖掘软件缺陷的方法能够在无须人工介入的情况下自动发现某些特殊类型的软件缺陷（如：内存泄漏），而且实现简单。所获得的规则本身能够被程序员所理解，可用于指导程序员提升编程水平。然而，挖掘过程大多依赖基于频繁模式分析的关联规则挖掘技术，仅应用出现频率来导出共生关系，难以建模复杂的缺陷模式，也难以引入领域知识指导缺陷模式的挖掘。
 
3　基于缺陷标注挖掘软件缺陷
 
基于缺陷标注挖掘软件缺陷是另一类有效的软件缺陷挖掘技术，它利用带有缺陷情况标注的软件模块进行学习，直接建立从软件模块到软件缺陷情况的映射关系模型，并基于此对模块中是否包含缺陷进行预测。为实现有效的挖掘，必须解决两个关键问题：第一，如何为软件模块提取有效特征使之能够表征软件中包含的缺陷；第二，如何选取合适的挖掘算法使之能够有效建立模块的特征表示与缺陷情况的映射关系。
 
在特征提取方面，软件度量（software metric）[11]是软件工程领域常用于对软件开发资源、软件开发过程以及软件产品的内部属性进行定量描述的统计指标（如：代码长度，代码分支数，代码的圈复杂度等）。基于软件度量技术有望从代码中提取软件模块有效的特征表示，使得软件模块中包含的缺陷能够被方便的学习建模。研究者们对不同软件度量的软件缺陷表征能力进行了研究。Menzies等人[12]提出利用代码的静态特征（包括：代码行数LOC，McCabe复杂度，Halstead复杂度等）来描述软件模块，并基于此预测模块的缺陷情况。Zimmermann和Nagappan[13]提出了图结构特征，将程序中包含的多种依赖关系嵌入模块的特征表示，以获得预测性能的提升。Kim等人[14]提出了软件时空局部性特征，并基于此预测软件模块的缺陷情况。事实上，除了基于程序代码的各种统计特性设计软件度量特征外，还可基于现有特征构建更有利于进行软件缺陷挖掘的特征[15][16]，或是从源代码出发直接学习新型特征表示[17]。
 
在选取合适的学习方法方面，研究者们早期对不同的学习算法在软件缺陷挖掘任务上的表现进行了研究，使用的学习算法包括：朴素贝叶斯分类器[18]，对数几率回归[19]，神经网络[20]等。Lesserman等人[21]在11个软件缺陷预测的基准数据集上，对比了19个预测模型（如：SVM，对数几率回归，决策树，朴素贝叶斯等）的软件缺陷预测性能，结果表明没有任何算法在所有数据上都一致优于其他算法，从而也为类似研究画上了句号。
 
事实上，在基于缺陷标注挖掘软件缺陷时，所有技术都需要面对的一个困难是如何获得高质量的训练数据。当一个软件项目开发完成后，一种简单的方法就是利用大量缺陷情况已知的现有项目训练缺陷预测模型，进而为当前软件模块的缺陷情况进行预测。然而，由于不同软件的功能不同、开发团队人员知识结构各异，不同软件中缺陷模式的分布常会大相径庭，这使得在一个软件项目上建立的预测模型难以在另一个软件项目上依然奏效[22]。虽然近期研究显示出可以通过筛选与当前软件项目分布相似的模块用于训练[23]，或者基于迁移学习[24]将其他相关项目的有用信息迁移至本项目[25]，但由于当前软件关于缺陷的条件分布难以有效估计，其性能往往过度依赖于当前软件与以后软件条件分布的差异方式，所建立模型的稳定性差，影响缺陷挖掘的综合性能。因此，为避免采用缺陷分布不一致的数据进行训练对缺陷挖掘效用造成的影响，一种有效途径是直接基于当前软件项目进行预测建模，即：获取当前软件部分模块的缺陷情况，据此建立预测模型用于判断剩余模块的缺陷情况。
 
然而，由于模块缺陷情况标注依赖于人工代码检查与完全测试，会消耗大量软件质量保障资源，在实际应用中通常仅能获得少量软件模块的缺陷情况标注，从而严重制约了基于当前软件挖缺其缺陷的性能。为突破这一制约，研究者们将半监督学习[26]引入软件缺陷挖掘，通过利用当前软件中大量缺陷情况未知的模块作为未标注数据辅助学习，以期提升对缺陷的预测性能[27][28][29][30]。然而，实际应用过程中，若要获得良好的预测性能，半监督学习还需有效应对如下两个问题，即：如何挑选最有价值软件模块获取其缺陷标注，如何提升学习器对少量的缺陷模块的敏感度。
 
（1）挑选最有价值软件模块
 
在实施半监督学习软件缺陷挖掘时，首先必须要通过昂贵耗时的完全测试或人工代码检查获取少量软件模块的缺陷标注。一种简单且常用的策略是从当前软件中随机采样若干模块。然而，随机采样策略忽略了所采样的模块对学习过程产生的效用，这可能导致多次采样较容易的缺陷模式而忽视了较难的缺陷模式，从而影响学习性能。因此，若能挑选出最有助于学习性能提升的模块进行测试以获得其缺陷情况标注，则能够在有限资源投入情况下获得更大的学习性能提升。
 
针对这一问题，Li等人[31]提出了一种新型主动半监督软件缺陷挖掘方法ACoForest。该方法在基于分歧的半监督学习基础上引入主动学习，使得学习器在利用大量缺陷情况未知模块进行学习的过程中，能够主动挑选对学习器性能提升最有帮助的模块加以学习，从而提升学习性能。
 
ACoForest方法的伪代码如图1所示。具体而言，ACoForest方法首先初始化一个包含N棵随机树的森林H=｛h1，h2，…，hN｝，然后迭代式地利用缺陷情况未知的模块更新随机森林。在每一轮迭代中，使用当前模型H对无缺陷情况标注的模块集合U中的模块进行预测，找出导致H中不同个体预测结果最不一致的M个模块送交测试部门，待测试部门反馈其缺陷情况后，将该模块及其缺陷标注用于扩充有标注训练集L，以供进一步学习。另一方面，针对每棵随机树hi，用剩余的N-1棵随机树构建随机森林H-i，并用其从U中挑选出若干预测置信度高于预设阈值θ的模块，将这些模块以及随机森林H-i预测的缺陷情况加入集合[image: ]。最后，对[image: ]进行欠采样，使得随机树hi相邻两轮训练误差以及采用的训练数据总权重满足条件
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 图1　ACoForest方法的伪代码[31]
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其中，[image: ]表示第i棵随机树第t轮的分类误差，Wi，t表示数据[image: ]所占权重。如果该条件能够得以满足，则利用数据集[image: ]训练并更新随机树hi；否则不更新hi。上述过程不断迭代直至随机森林H中的所有随机树hi不再更新。结果表明，引入主动学习机制后，在有限测试资源约束下半监督软件缺陷挖掘的性能能够获得显著提升。
 
（2）提升学习器对缺陷模块的敏感度
 
在实际应用中，包含软件缺陷的模块通常会少于正常模块。当仅能挑选极少量的模块进行缺陷情况标注时，被标注出的缺陷模块数量将更少。若不能有效提升学习器对缺陷的敏感性，那么，在半监督学习利用自动标注的模块进行学习的过程中，很可能因当前模型很难以高置信度正确识别缺陷模块而使得大部分以高置信度被挑出的模块均为正常模块，从而进一步加剧训练数据中缺陷模块与正常模块比率的失衡。随着这一过程的迭代，学习器终将丧失对缺陷模块的识别能力。
 
针对这一问题，Jiang等人[32]提出了一种能够应对数据分布不平衡的半监督软件缺陷挖掘方法ROCUS。该方法在基于分歧的半监督学习框架中嵌入了探索式下采样技术，一方面通过构建多学习器集成增强学习器对缺陷模式的学习能力，另一方面利用探索式下采样技术缓解自动标注模块中缺陷模块与正常模块的比率失衡，消除大量正常模块对少量缺陷模式的掩盖作用，有效提升学习器对缺陷模块的敏感度。
 
具体而言，ROCUS首先基于随机投影技术从少量带有缺陷情况标注的程序模块集L上学习一组有差异度的分类器H=｛h1，h2，…，hN｝。在基于分歧的半监督学习的每一轮迭代中，ROCUS利用每个个体分类器hi的补集成（concomitant ensemble）H-i=｛h1，…，hi-1，hi+1，…，hN｝从大量缺陷情况未知的模块中挑选出若干高置信度模块，在为其提供缺陷情况的自动标注，然后加入[image: ]中以供hi进行模型更新。由于正常模块的数量远大于缺陷模块的数量，并且H-i对缺陷模块的识别能力有限，[image: ]中缺陷／正常模块的分布可能比原始分布更加失衡。为此，ROCUS对[image: ]中的正常样本进行探索式下采样，使得缺陷模块数与正常模块数之比不低于预设阈值γ，然后利用下采样后的集合[image: ]以及初始训练集L共同更新当前分类器hi。为最大限度发挥具有真实缺陷标注的模块的效用，ROCUS不对L进行下采样。为缓解L中分布失衡对最终预测性能的影响，ROCUS利用下式对预测结果进行进一步修正：
 
 
 [image: ] 

 
其中，ri为hi的训练集[image: ]中缺陷／正常模块的比率。
 
事实上，在某些重要的软件开发任务（例如载人航天器飞控系统）中，遗漏一个软件缺陷将会导致严重的后果。因此，软件缺陷挖掘不仅要提升对缺陷模块的敏感度，在特殊应用场景下，还需要倍加关注缺陷模块以防漏检。为让学习过程能够显式体现出“误报”和“漏检”的代价差异，Li等人[33]提出一种基于分歧的代价敏感半监督软件缺陷挖掘方法CSCForest。该方法为缺陷模块的漏检预设更大的错误代价，并基于此对自动标注的模块进行重采样，通过改变样本分布迫使半监督学习过程能够隐含考虑不同代价的模块在学习中的权重，从而达到更加关注缺陷模块的目的。
 
4　基于缺陷报告挖掘软件缺陷
 
缺陷报告是用户向软件开发者汇报软件使用过程中所遇故障的报告。该报告基于自然语言书写，记录了软件发生故障的场景、异常的行为等信息，为发现导致故障或行为异常的程序代码提供了线索。若能对缺陷报告进行有效分析挖掘，定位出包含缺陷的软件模块，即可指导程序员对缺陷模块进行修复，提升软件质量。
 
缺陷报告由自然语言书写，而源代码是由具有严格语法与语言结构规定的程序设计语言书写。因此，基于用户缺陷报告进行缺陷挖掘的核心问题在于如何建立缺陷报告与符合其功能描述的程序代码之间的联系。事实上，虽然程序代码是有别于自然语言的一种结构化语言，但是从程序的可读性考虑，程序员编程时通常会使用一些与该模块功能行为紧密相关的语义词汇作为变量名或函数名。这使得用户在缺陷报告中描述某个软件模块的功能行为时，很大程度上也会使用语义相同或相近的词汇。图2（a）给出了一个用户提交的缺陷报告，图2（b）为该缺陷报告描述所对应的缺陷代码。可以发现，缺陷报告与所对应的程序代码中存在大量相同词汇。因此，一种直接的策略是将程序代码简单视为自然语言，通过度量缺陷报告与程序代码的文本相似度，发现与缺陷报告相关度最高的程序代码。
 
向量空间模型（vector space model）是信息检索中最基本最常用的一种度量文本相似度的模型。为此，Rao和Kak[34]利用向量空间模型对缺陷报告以及程序代码进行表示，然后通过计算缺陷报告向量与所有程序代码向量的余弦相似度，发现与缺陷报告最相似的程序模块。然而，由于向量空间模型基于原始词汇，当缺陷报告与程序代码分别采用同义词描述相同功能时，两个向量的余弦相似度较低，从而遗漏包含缺陷的程序代码。为缓解这一问题，Zhou等人[35]对向量空间模型进行了扩展，提出了rVSM模型，从一定程度上降低了缺陷模块的漏检率。该模型对缺陷报告进行“查询扩展”（query expansion），首先寻找与当前缺陷报告相似的缺陷报告以及所有与之相关的缺陷代码，然后计算当前缺陷报告与所发现的缺陷代码之间的相关度得分，最后将其得分与VSM的得分进行综合，得出每个程序模块关于当前缺陷报告的相关度。
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 图2　缺陷报告与其对应的缺陷代码
 
 （a）缺陷报告；（b）缺陷代码
 

 
为解决在原始词汇空间度量缺陷报告与程序代码相似度造成的同／近义词失配问题，研究者们提出通过为缺陷报告与程序代码建立更好的特征表示，以便更准确地建模缺陷报告与程序代码的关联性。Poshyvanyk等人[36]利用LSI（latent semantic indexing）将缺陷报告与程序代码从高维输入空间投影至语义相对紧凑的低维空间，并在此基础上挖掘缺陷报告与程序代码之间的关联关系；Lukins等人[37]利用LDA（latent Dirichlet allocation）为缺陷报告与程序代码进行主题建模，并基于此计算二者之间的关联关系。Ye等人[38]设计了一组人工定义特征（如：缺陷修复频率），并通过排序学习（learning to rank）直接建立缺陷报告与程序代码之间的关联关系。Lam[39]等人基于自动编码器（auto-encoder）从缺陷报告和程序代码中提取高层词汇特征，并结合多种元特征进行学习，有效提升了定位缺陷代码的性能。
 
然而，现有大多数技术均简单地将软件程序视为自然语言，忽视了程序结构所体现的功能语义。事实上，即使拥有相同的词汇，不同的程序结构会导致不同的程序行为。例如：一个私有的字符串变量path被初始化为一个缺省值DEFAULT_PATH。程序片段“path=getNewPath（）；File f=File.open（path）；”与程序片段“File f=File.open（path）；path=getNewPath（）；”拥有相同词汇，但二者却具有不同行为：第一段代码打开函数getNewPath（）返回的新路径所指向的文件，而第二段代码永远打开由DEFAULT_PATH指向的文件。因此，仅通过直接度量缺陷报告与源代码的文本相似度来挖掘其关联关系，难以准确发现符合缺陷报告功能描述的程序代码，造成缺陷定位性能有限。
 
要获得更优的挖掘性能，就必须有效度量两种不同性质的数据对象（即：由非结构化的自然语言书写的缺陷报告与由结构化的程序设计语言书写的源代码）之间的相关度。解决这一问题的一种有效途径是通过缺陷报告与程序代码学习统一的特征表示，使得二者的关联性通过统一特征表示能够有效体现。
 
（1）面向程序结构建模的统一特征学习
 
Huo等人[40]提出了一种能够从自然语言与程序设计语言中学习统一关联特征的新型卷积神经网络模型NP-CNN。该模型包含两个主要部分：一个是语言内特征提取层，主要负责分别从缺陷报告与程序源代码中提取能够表征其功能语义的中层特征；另一个是跨语言特征融合层，主要负责将来自不同语言的中层语义特征进行融合，从而形成能够表征缺陷报告与源代码关联关系的统一特征表示。
 
语言内特征提取层由两个CNN子网络组成，分别用于从由自然语言书写的缺陷报告以及由程序设计语言书写的源代码中提取特征。由于CNN已被广泛用于对自然语言进行特征提取[41][42]，因此语言内特征提取层的关键在于如何设计适合于从结构化程序源代码中提取特征的模型。直观上说，蕴含在程序结构中的功能是由单个语句所完成的基本功能与语句之间的关联作用（例如：顺序、分支、循环）复合而成。因此，如果能够有效建模程序语句的基本功能语义与语句间的关联作用，则可以有效建模程序的功能语义。
 
针对程序设计语言的特点，Huo等人[40]给出了一种新的卷积神经网络结构，如图3所示，其中第一层卷积（convolution）和池化（pooling）层用于提取源代码的语句特征，后续层用于建模语句之间的局部作用关系。具体而言，在第一层卷积和池化层中，定义m个滤波器（filter）用于对每条语句进行操作。对于一条具有n个词汇的语句，每个滤波器基于大小为d的窗口，顺序对窗口中的词汇向量进行卷积操作。与利用卷积神经网络处理自然语言时窗口一直滑动至文档末尾不同，窗口的滑动仅限于当前语句内。这一特殊设计将词汇与词汇之间的相互作用关系限制在语句内，突显出语句作为程序行为的最基本单元的原子性。由于每条语句长度不同，该网络采用了动态池化技术动态决定池化窗口大小，从而为每条语句生成定长的特征向量。在获得语句的特征表示后，后续的卷积和池化层通过定义多个不同大小的卷积滤波器，建模语句间多种局部关联关系。若滤波器窗口大小为d，该卷积滤波器将提取语句间的d阶关联关系。所提取的语句间多阶关联关系将通过池化操作最终生成程序代码的中层特征表示。值得注意的是，程序中相邻的语句间未必直接相互作用，如：if的最后一条语句与else的第一条语句。为此，NP-CNN强制卷积滤波器的使用不能跨越程序块边界。
 
（2）面向程序顺序依赖关系建模的统一特征学习
 
NP-CNN[40]虽然能够通过不同大小的卷积模板提取语句间的高阶关联关系，但因受到卷积滤波器大小以及程序块边界的限制，提取的语句间关联关系仅能反映程序的局部关系，而对相隔较远、不在一个程序块的语句之间的关联关系则难以有效建模。事实上，程序的执行通常对应于一个语句的序列，当前语句的行为往往依赖于在其前执行的某些语句，甚至是与当前语句相隔很远的前序语句。要有效建模这些距离较远且相互依赖的语句之间的关联关系，就必须对语句运行的顺序依赖关系进行有效建模。
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 图3　面向程序结构建模的程序语言特征提取子网络[40]
 

 
针对这一问题，Huo和Li[43]对NP-CNN进行了扩展，提出了能够提取语句执行顺序依赖关系的新型深度神经网络模型LS-CNN。该模型采用与NP-CNN类似的统一特征学习框架，先通过语言内特征提取层的两个子网络分别从缺陷报告与程序源代码中提取中层语义特征，然后通过跨语言特征融合层将所得到的中层语义特征进行融合，形成易于表征缺陷报告与程序代码关联关系的统一特征表示。在缺陷报告特征提取子网络中，LSCNN采用了现有的CNN模型；在程序代码特征提取子网络中，LS-CNN在CNN模型中嵌入了长短时记忆网络（LSTM），有效建模语句间的长程-短程顺序依赖关系，使缺陷定位性能得以提升。
 
面向顺序依赖关系的程序设计语言特征提取子网络结构如图4所示。具体而言，LS-CNN按照程序中每条语句被执行的顺序逐一处理每条语句。首先，采用一个由m个滤波器组成的卷积-池化层为当前语句生成一个m维的特征向量xt，然后将该特征向量作为输入传递给后续的LSTM层。LSTM层根据式（3）利用关于前一条语句的输出特征向量ht-1与记忆单元（memory cell）上一时刻的内部状态ct-1对前输入语句的特征向量xt进行加工，生成其对应的输出向量ht并将记忆单元的内部状态更新为ct：
 
 
 [image: ] 
 图4　面向顺序依赖关系建模的程序语言特征提取子网络[43]
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当获得所有语句的输出向量[image: ]后，通过式（4）所示的均值池化（mean pooling）操作将每一个语句的输出向量融合成为整段程序的中层语义特征向量h。
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为有效训练LS-CNN模型，Huo和Li[43]采用交叉熵损失作为目标函数并通过随机梯度下降对该目标函数进行优化。
 
5　结束语
 
软件缺陷挖掘能够通过对软件代码及其相关数据进行分析建模，挖掘隐藏在软件中的缺陷模式，从而辅助软件工程师更有效的发现软件缺陷，提升软件质量。目前，软件缺陷挖掘已成为数据驱动的软件分析的重要支撑技术。然而，在实际应用过程中，软件缺陷挖掘技术仍面临许多挑战。例如：很多现有技术直接套用经典的机器学习或数据挖掘技术，忽略了软件缺陷挖掘任务中面临的各种实际问题（如：人力、资源等方面的制约），从而造成了软件缺陷挖掘的实际应用效果有限。虽然近年来这一问题已开始引起研究者的关注[44][45][46][47]，并已有一些工作显式考虑了实际应用中数据的特性（例如：数据分布不均衡[32]、缺陷风险代价不一致[33]等），如何让软件缺陷挖掘的建模过程更好地反映实际问题中的各种特性从而提升软件缺陷挖掘技术的可用性，仍是一个重要的问题。此外，现有大多数软件缺陷挖掘模型均为黑箱模型，可理解性差。若挖掘模型给出的结果最终可理解，则可帮助软件开发人员认识缺陷的产生机理，从而在将来的开发中尽可能避免产生类似缺陷。因此，如何让软件缺陷挖掘模型能够在保持其有效性的同时兼顾一定的可理解性，是软件缺陷挖掘所面临的另一重要问题。
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