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  第1章
设计环境及开发平台介绍
 
■ FPGA基础知识
 
■ Altera器件简介
 
■ Verilog
 
■ HDL语言简介
 
■ Quartus
 
■ II开发套件
 
■ ModelSim仿真软件
 
■ MATLAB软件
 
■ SystemView软件
 
■ 小结——欲善其事先利其器
 
锁相环技术具有很强的专业性，要掌握其工作原理，透彻理解各种设计方法和思路，最终游刃有余地设计出性能优良的锁相环电路，首先需要掌握一系列相关工具。请注意，不是“一种”工具，而是“一系列”工具：FPGA开发软件Quartus II、HDL仿真软件ModelSim、MATLAB软件、SystemView软件，以及FPGA开发语言Verilog HDL。
 
回想起自己初次学习FPGA实现数字通信相关设计时的状态，当老师列出一系列以前从未接触过的专业软件时，一时似乎有些绝望的感觉，掌握这些软件的用法不知是多么遥远的事！九层之台，起于垒土；千里之行，始于足下。知识的学习没有捷径可走，只有不断积累，在积累过程中去体会量变到质变的美妙。观望和感叹都是没有实际效用的，不如脚踏实地开始行动。
 
本章主要对本书所使用到的设计环境和开发平台进行简要介绍，之所以说是简要介绍，因为这些开发工具本身的功能十分强大，每一种工具都有种类繁多的专门著述进行详细阐述。随着工程师设计经验的积累，设计水平的提高，越能更全面地掌握设计工具的特点，从而更好地发挥设计工具的性能，以最小的代价设计出理想的产品。好比一把宝剑，只有握在高手的手中才能发挥出最大的威力。
1.1 FPGA基础知识
 
1.1.1 基本概念及发展历程
 
1. 基本概念
 
随着数字集成电路的发展，越来越多的模拟电路逐渐被数字电路取代。同时数字集成电路本身也在不断地进行更新换代，它由早期的电子管、晶体管、中小规模集成电路发展到超大规模集成电路，以及许多具有特定功能的专用集成电路。但是，随着微电子技术的发展，设计与制造集成电路的任务已不完全由半导体厂商来独立承担。电子工程设计师们更愿意自己设计专用集成电路芯片（Application Specific Integrated Circuit，ASIC），而且希望ASIC的设计周期尽可能短，最好是在实验室里就能设计出合适的ASIC芯片，并且立即投入实际的工程应用之中，因而出现了可编程逻辑器件（Programmable Logic Device，PLD），其中应用最广泛的为现场可编程门阵列（Field Programmable Gate Array，FPGA）和复杂可编程逻辑器件（Complex Programmable Logic Device，CPLD）。PLD的主要特点是芯片或器件的功能完全由用户通过特定软件编程控制，并完成相应功能，且可反复擦写。这样，用户在用PLD设计好印制电路板（Printed Circuit Board，PCB）后，只要预先安排好PLD引脚的硬件连接，即可只通过软件编程的方式灵活改变芯片功能，从而达到改变整块PCB功能的目的。这种方法不需要对PCB进行任何更改，从而大大缩短产品的开发周期和成本。也就是说，由于使用了PLD进行设计，硬件设计已部分实现了软件化。随着生产工艺的不断革新，高密度、超大规模FPGA/CPLD器件越来越多地在电子信息类产品设计中得到应用，同时由于DSP（Digital Signal Processor）、ARM（Advanced RISC Machines）技术与FPGA技术相互融合，在数字信号处理等领域，已出现了具有较强通用性的硬件平台，核心硬件设计工作正逐渐演变为软件设计。
 
2. 发展历程
 
早期的可编程逻辑器件在20世纪70年代初出现，这一时期只有可编程只读存储器（Programmable Read-only Memory，PROM）、可擦除可编程只读存储器（Erasable PROM，EPROM）和电可擦除只读存储器（Electrically EPROM，EEPROM）三种。这类器件的结构相对简单，只能完成简单的数字逻辑功能，但也足以给数字电路设计带来巨大的变化。
 
20世纪70年代中期出现了结构上稍复杂的可编程芯片，即可编程逻辑器件，它能够完成各种数字逻辑功能，典型的PLD由“与”门和“或”门阵列组成。由于任意一个组合逻辑都可以用“与-或”表达式来描述，所以PLD能以“乘积项”的形式完成大量的组合逻辑功能。这一阶段的产品主要有可编程阵列逻辑（Programmable Array Logic，PAL）和通用阵列逻辑（Generic Array Logic，GAL）。PAL由一个可编程的“与”平面和一个固定的“或”平面构成。PAL器件是现场可编程的，它的实现工艺有反熔丝技术、EPROM技术和EEPROM技术。还有一类结构更为灵活的逻辑器件是可编程逻辑阵列（Programmable Logic Array，PLA），它也由一个“与”平面和一个“或”平面构成，但是这两个平面的连接关系是可编程的。PLA器件既有现场可编程的，也有掩膜可编程的。在PAL的基础上又发展了一种通用阵列逻辑，如GAL16V8、GAL22V10等，它采用了EEPROM工艺，实现了电可擦除、电可改写，其输出结构是可编程的逻辑宏单元，因而它的设计具有很强的灵活性，至今仍有许多人使用。这些早期PLD器件的一个共同特点是，可以实现速度特性较好的逻辑功能，但其过于简单的结构也使它们只能实现规模较小的电路。
 
为了弥补这一缺陷，20世纪80年代中期，Altera和Xilinx两家公司分别推出了类似于PAL结构的扩展型CPLD和与标准门阵列类似的FPGA。它们都具有体系结构和逻辑单元灵活、集成度高和适用范围宽等特点。这两种器件兼容了PLD和GAL的优点，可实现较大规模的电路，编程也很灵活。与门阵列等其他ASIC相比，它们又具有设计开发周期短、设计制造成本低、开发工具先进、标准产品无须测试、质量稳定和可实时在线检验等优点，因此被广泛应用于产品的原型设计和产品生产之中。几乎所有应用门阵列、PLD和中小规模通用数字集成电路的场合均可应用FPGA和CPLD器件。
 
20世纪90年代末以来，随着可编程逻辑器件工艺和开发工具日新月异的发展，尤其是Xilinx公司和Altera公司不断推出新一代超大规模可编程逻辑器件。FPGA技术与ASIC、DSP及CPU技术不断融合，FPGA器件中已成功地以硬核的形式嵌入ASIC、PowerPC处理器、ARM处理器，以HDL的形式嵌入越来越多的标准数字处理单元，如PCI控制器、以太网控制器、MicroBlaze处理器、Nios和NiosⅡ处理器等。新技术的发展不仅实现了软、硬件设计的完美结合，也实现了灵活性与速度设计的完美结合，使得可编程逻辑器件超越了传统意义上的FPGA概念，并以此发展形成了现在流行的系统级芯片（System on Chip，SoC）及片上可编程系统（System on a Programmable Chip，SoPC）设计技术，其应用领域扩展到了系统级，涵盖了实时数字信号处理技术、高速数据收发器、复杂计算和嵌入式系统设计技术的全部内容。
 
Xilinx公司于2003年率先推出了90 nm制造工艺的Spartan-3系列FPGA芯片，于2011年推出28 nm制造工艺的7系列FPGA芯片，并于2013年推出了20 nm制造工艺的UltraScale系列FPGA芯片，且宣称基于最新UltraScale的开发不但可实现从20 nm向16 nm乃至更高级FinFET技术的扩展，而且还可实现从单片向3D IC的扩展。作为可实现ASIC级性能的All Programmable架构，UltraScale不仅可解决总体系统吞吐量及时延限制问题，而且还可直接解决高级节点芯片之间的互联问题。
 
Altera公司于2004年首次推出90 nm制造工艺的Stratix II系列FPGA芯片后，紧接着于2006年推出了65 nm的Stratix III系列FPGA芯片，于2008年推出了40 nm的Stratix IV系列FPGA芯片，并于2010年先于Xilinx推出了28 nm制造工艺的Stratix V系列FPGA芯片。2013年，Altera推出了最新的基于14 nm三栅极工艺技术的Stratix 10系列FPGA芯片。
 
随着芯片制造工艺技术的不断进步，FPGA正向着低成本、高集成度、低功耗、可扩展、高性能的目标不断前进。相信FPGA的应用会得到更大的发展！FPGA的演进历程如图1-1所示。
 
 
 [image: ] 
 图1-1　FPGA的演进历程
 

 
1.1.2 FPGA的结构和工作原理
 
1. FPGA的结构
 
目前所说的PLD器件，通常情况下指的是FPGA与CPLD器件。FPGA与CPLD器件因其内部结构不同，导致其集成度、运算速度、功耗及应用方面均有一定差别。通常将以乘积项结构方式构成逻辑行为的器件称为CPLD，如Xilinx的XC9500系列、Altera的MAX7000S系列和Lattice的Mach系列等，这类器件的逻辑门密度在几千到几万个逻辑单元之间。CPLD更适合触发器有限而乘积项丰富的结构，适合完成复杂的组合逻辑。通常将基于查找表（Look-Up-Table，LUT）结构的PLD器件称为FPGA，如Xilinx公司的Spartan、Virtex和7系列，Altera的Cyclone、Arria和Stratix系列等。FPGA是在CPLD等逻辑器件的基础上发展起来的。作为ASIC领域的一种半定制电路器件，它克服了ASIC器件灵活性不足的缺点，同时解决了CPLD等器件逻辑门电路资源有限的缺点，这种器件的密度通常在几万门到几百万门之间。FPGA更适合于触发器丰富的结构，适合完成时序逻辑，因此在数字信号处理领域多使用FPGA器件。
 
目前主流的FPGA仍是基于查找表技术的，但已经远远超出了先前版本的基本性能，并且整合了常用功能（如RAM、时钟管理和DSP）的硬核模块。如图1-2所示（图1-2只是一个示意图，实际上每一个系列的FPGA 都有其相应的内部结构），FPGA芯片主要由6部分组成：可编程输入/输出单元（Input/Output Block，IOB）、基本可编程逻辑块（Configurable Logic Block，CLB）、数字时钟管理模块（Digital Clock Manager，DCM）、嵌入式块RAM（Block RAM，BRAM）、丰富的布线资源、内嵌的底层功能单元，以及内嵌专用硬件模块。
 
 
 [image: ] 
 图1-2　FPGA芯片内部结构示意图
 

 
1）可编程输入/输出单元（IOB）
 
可编程输入/输出单元简称I/O单元，是芯片与外界电路的接口部分，完成不同电气特性下对输入/输出信号的驱动与匹配要求，其示意结构如图1-3所示。
 
 
 [image: ] 
 图1-3　FPGA内部的IOB结构图
 

 
FPGA内的I/O按组分类，每组都能够独立地支持不同的I/O标准。通过软件的灵活配置，可适应不同的电气标准与I/O物理特性，可以调整驱动电流的大小，可以改变上、下拉电阻阻值。目前，I/O口的频率也越来越高，一些高端的FPGA通过DDR寄存器技术可以支持高达2 Gbps的数据速率。外部输入信号可以通过IOB模块的存储单元输入FPGA的内部，也可以直接输入FPGA内部。为了便于管理和适应多种电器标准，FPGA的IOB被划分为若干个组（Bank），每个Bank的接口标准由其接口电压VCCO决定。一个Bank只能有一种VCCO，但不同Bank的VCCO可以不同。只有相同电气标准的端口才能连接在一起，VCCO电压相同是接口标准化的基本条件。
 
2）可配置逻辑块（CLB）
 
CLB是FPGA内的基本逻辑单元，其实际数量和特性会依器件的不同而不同。用户可以根据设计需要灵活地改变其内部连接与配置，完成不同的逻辑功能。FPGA一般是基于SRAM工艺的，其基本可编程逻辑单元几乎都由查找表（Look Up Table，LUT）和寄存器（Register）组成。FPGA内部的查找表一般为4输入LUT。Altera的一些高端FPGA芯片采用了自适应逻辑块（Adaptive Logic Modules，ALM）结构，可根据设计需求由设计工具自动配置成所需的模式，如5输入和3输入的LUT，或5输入和4输入的LUT，或两个4输入的LUT等。查找表一般完成组合逻辑功能。
 
FPGA内部寄存器结构相当灵活，可以配置为带同步/异步复位或置位、时钟使能的触发器（Flip Flop，FF），也可以配置成锁存器（Latch）。FPGA一般依赖寄存器完成同步时序逻辑设计。一般来说，比较经典的基本逻辑可编程单元的配置是一个寄存器加一个查找表，但是不同厂商的寄存器和查找表的内部结构有一定的差异，而且寄存器和查找表的组合模式也不同。例如，Altera的可编程逻辑单元通常称为逻辑单元（Logic Element，LE），由一个寄存器外加一个LUT构成。Altera大多数FPGA将10个LE有机地组合起来，构成更大的功能单元——逻辑阵列模块（Logic Array Block，LAB）。LAB中除了LE外，还包含LE间的进位链、LAB控制信号、局部互连线资源、LUT级联链、寄存器级联链等连线与控制资源，如图1-4所示。Xilinx可编程逻辑单元称为Slice，它是由上下两个部分构成，每个部分都由一个寄存器加一个LUT组成，称为逻辑单元（Logic Cell，LC），两个LC之间有一些共用逻辑，可以完成LC之间的配合与级联。Lattice的底层逻辑单元称为可编程功能单元（Programmable Function Unit，PFU），它由8个LUT和8～9个寄存器构成。当然，这些可编程单元的配置结构随着器件的发展也在不断更新，更新的一些可编程逻辑器件常常根据设计需求推出一些新的LUT和寄存器的配置比率，并优化其内部的连接构造。
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 图1-4　典型的LAB结构示意图
 

 
了解底层配置单元的LUT和寄存器比率的一个重要意义在于器件选型和规模估算，很多器件手册上用器件的ASIC门数或等效的系统门数表示器件的规模。但是由于目前FPGA内部除了基本可编程逻辑单元外，还包含有丰富的嵌入式RAM、PLL或DLL，专用Hard IP Core（硬知识产权功能核）等。这些功能模块也会等效出一定规模的系统门，所以用系统权衡基本可编程逻辑单元的数量是不准确的，常常混淆设计者。比较简单科学的方法是用器件的寄存器或LUT数量来衡量（一般来说，两者的比率为1:1）。例如，Xilinx的Spartan-3系列的XC3S1000有15 360个LUT，而Lattice的EC系列LFEC15E也有15 360个LUT，所以这两款FPGA的可编程逻辑单元数量基本相当，属于同一规模的产品。同样道理，Altera的Cyclone器件簇的EP1C12的LUT数量是12 060个，就比前面提到的两款FPGA芯片规模略小。需要说明的是，器件选型是一个综合性问题，需要将设计的需求、成本压力、规模、速度等级、时钟资源、I/O特性、封装、专用功能模块等诸多因素综合考虑。
 
LE是Altera FPGA芯片的基本逻辑单位，通常由一个4输入查找表和一个可编程触发器，再加上一些辅助电路组成。LE有两种工作模式——正常模式和动态算术模式，其中正常模式用于实现普通的组合逻辑功能，动态算术模式用于实现加法器、计数器和比较器等功能。
 
LE正常模式的结构如图1-5所示。在正常模式下，LUT作为通用的4输入函数，实现组合逻辑功能。LUT的组合输出可以直接输出到行列互连线，或者通过LUT链输出到下面LE的LUT输入端，也可以经过触发器的寄存后输出到行列互连线。触发器同样可以通过触发器链串起来做移位寄存器。在不相关的逻辑功能中使用LUT和触发器可以被打包到同一个LE中，而且同一个LE中的触发器的输出可以反馈到LUT中实现逻辑功能，这样可以增加资源的利用率。
 
 
 [image: ] 
 图1-5　LE正常模式
 

 
在LE动态算术模式下，4输入LUT被配置成4个2输入的LUT，用于计算两个数相加之和与进位值，如图1-6所示。
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 图1-6　LE动态算术模式
 

 
3）数字时钟管理模块（DCM）
 
业内大多数FPGA均提供数字时钟管理模块，用于产生用户所要求的稳定时钟信号，主要由锁相环路完成。相位锁定环路能够提供精确的时钟综合，且能够降低抖动，并实现过滤功能。内嵌时钟管理模块主要指延迟锁定环（Delay Locked Loop，DLL）、锁相环（Phase Locked Loop，PLL）、DSP等处理核。现在，越来越丰富的内嵌功能单元使得单片FPGA成为了系统级的设计工具，使其具备了软、硬件联合设计的能力，并逐步向SoC平台过渡。DLL和PLL具有类似的功能，可以完成时钟高精度、低抖动的倍频和分频，以及占空比调整和移相等功能。Xilinx公司生产的芯片上集成了DCM和DLL，Altera公司的芯片集成了PLL，Attice公司的新型芯片上同时集成了PLL和DLL。PLL和DLL可以通过IP核生成工具方便地进行管理和配置。DLL的结构如图1-7所示。
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 图1-7　典型DLL结构
 

 
4）嵌入式块RAM（BRAM）
 
大多数FPGA都具有内嵌的BRAM，这大大拓展了FPGA的应用范围和灵活性。块RAM可被配置为单端口RAM、双端口RAM、地址存储器（CAM），以及FIFO等常用存储结构。CAM存储器在其内部的每个存储单元中都有一个比较逻辑，写入CAM中的数据会和内部的每一个数据进行比较，并返回与端口数据相同的所有数据的地址。除了块RAM，还可以将FPGA中的LUT灵活地配置成RAM、ROM和FIFO等结构。在实际应用中，芯片内部的BRAM数量也是选择芯片的一个重要因素。
 
对于一般的FPGA器件来讲，单片块RAM的容量为18 kbit，即位宽为18 bit、深度为1 024。用户可以根据需要改变其位宽和深度，还可以将多片块RAM级联起来形成更大的RAM，此时所配置的最大容量受限于芯片内的块RAM数量。
 
5）丰富的布线资源
 
布线资源连通FPGA内部的所有单元，而连线的长度和工艺决定着信号在连线上的驱动能力和传输速度。FPGA芯片内部有着丰富的布线资源，根据工艺、长度、宽度和分布位置的不同而划分为四类不同的类别：第一类是全局布线资源，用于芯片内部全局时钟和全局复位/置位的布线；第二类是长线资源，用于完成芯片Bank间的高速信号和第二全局时钟信号的布线；第三类是短线资源，用于完成基本逻辑单元之间的逻辑互连和布线；第四类是分布式的布线资源，用于专用时钟、复位等控制信号线。
 
在实际工程设计中，设计者不需要直接选择布线资源，布局布线器可自动根据输入逻辑网表的拓扑结构和约束条件选择布线资源来连通各个模块单元。从本质上讲，布线资源的使用方法和设计的结果有密切、直接的关系。
 
6）底层内嵌专用硬核
 
内嵌专用硬核是相对底层嵌入的软核而言的，FPGA内部集成的处理能力强大的硬核（Hard Core），等效于ASIC电路。为了提高FPGA性能，芯片生产商在芯片内部集成了一些专用的硬核。例如，为了提高FPGA的乘法速度，主流的FPGA中都集成了专用乘法器；为了适应通信总线与接口标准，很多高端的FPGA内部都集成了串/并收发器（SERDES），可以达到数10 Gbps的收发速度。Xilinx公司的高端产品不仅集成了PowerPC系列CPU，还内嵌了DSP Core模块，其相应的系统级设计工具是EDK和Platform Studio，并以此提出了片上系统（System on Chip）的概念。通过PowerPC、Miroblaze、Picoblaze等平台，能够开发标准的DSP处理器及其相关应用。Altera的高端FPGA芯片中不仅集成了大量的硬件乘法器等DSP核、多个高速收发器模块、PCIe硬核模块，还集成了ARM Cortex-A9等具有强大实时处理功能的嵌入式硬核，从而实现SoC的开发目的。
 
2. FPGA的工作原理
 
众所周知，类似于PROM、EPROM、EEPROM可编程器件的可编程原理是通过加高压或紫外线导致三极管或MOS管内部的载流子密度发生变化，来实现所谓的可编程的，但是这些器件大多只能实现单次可编程，或者编程状态难以稳定。FPGA则不同，它采用了逻辑单元阵列（Logic Cell Array，LCA）这样一个新概念，内部包括可配置逻辑模块（Configurable Logic Block，CLB）、输入/输出模块（Input Output Block，IOB）和内部连线（Interconnect）三个部分。FPGA的可编程实际上改变了CLB和IOB的触发器状态，这样可以实现多次重复的编程。由于FPGA需要被反复烧写，它实现组合逻辑的基本结构不可能像ASIC那样通过固定的与非门来完成，而只能采用一种易于反复配置的结构。查找表可以很好地满足这一要求，目前主流FPGA都采用了基于SRAM工艺的查找表结构，也有一些军品和宇航级FPGA采用Flash或者熔丝与反熔丝工艺的查找表结构。
 
根据数字电路的基本知识可以知道，对于一个n输入的逻辑运算，不论是与、或运算，还是其他逻辑运算，最多只可能存在2n种结果，所以如果事先将相应的结果存放于一个存储单元，就相当于实现了与非门电路的功能。FPGA的原理也是如此，它通过烧写程序文件去配置查找表的内容，从而在相同电路结构的情况下实现了不同的逻辑功能。查找表简称LUT，LUT本质上就是一个RAM。目前FPGA中多使用4输入的LUT，所以每一个LUT可以看成一个有4位地址线的RAM。当用户通过原理图或HDL语言描述了一个逻辑电路以后，FPGA开发软件会自动计算逻辑电路的所有可能结果，并把真值表（即结果）事先写入RAM。这样，每输入一个信号进行逻辑运算就等于输入一个地址进行查表，找出地址对应的内容，然后输出即可。
 
从表1-1中可以看到，LUT具有和逻辑电路相同的功能。实际上，LUT具有更快的执行速度和更大的规模。由于基于LUT的FPGA具有很高的集成度，其器件密度从数万门到数千万门不等，可以完成极其复杂的时序逻辑与组合逻辑电路功能，所以适用于高速、高密度的高端数字逻辑电路设计领域。
 
 
 表1-1　LUT输入与门的真值表
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FPGA是由存放在片内RAM中的程序来设置其工作状态的，因此，工作时需要对片内的RAM进行编程。用户可以根据不同的配置模式，采用不同的编程方式编程。加电时，FPGA芯片将EPROM中的数据读入片内的RAM中，配置完成后FPGA进入工作状态。掉电后，FPGA恢复成白片，内部逻辑关系消失，因此FPGA能够反复使用。FPGA的编程无须专用的FPGA编程器，只须通用的EPROM、PROM编程器即可。Actel、QuickLogic等公司还提供反熔丝技术的FPGA，具有抗辐射、耐高低温、低功耗和速度快等优点，在军品和航空航天领域中应用较多，但这种FPGA不能重复擦写，开发初期比较麻烦，费用也比较昂贵。
 
3. IP核的概念
 
IP（Intelligent Property）核是指具有知识产权的集成电路模块或软件功能模块的总称，是经过反复验证过的、具有特定功能的宏模块，与芯片制造工艺无关，可以移植到不同的半导体工艺中。到了SoC阶段，IP核设计已成为ASIC电路设计公司和FPGA提供商的重要任务，也是其实力的体现。对于FPGA开发软件，其提供的IP核越丰富，用户的设计就越方便，其市场占有率就越高。目前，IP核已经变成系统设计的基本单元，并作为独立设计成果被交换、转让和销售。
 
根据IP核的提供方式，通常将其分为软核、固核和硬核这3类。从完成IP核所花费的成本来讲，硬核的代价最大；从使用灵活性来讲，软核的可复用性最高。
 
1）软核（Soft IP Core）
 
软核在电子设计自动化（Electronic Design Automation，EDA）设计领域指的是综合之前的寄存器传输级（Register Transfer Level，RTL）模型。具体在FPGA设计中指的是对电路的硬件语言描述，包括逻辑描述、网表和帮助文档等。软核是已通过功能仿真的功能模块，需要经过综合和布局布线才能使用。其优点是灵活性高、可移植性强，允许用户自主配置；缺点是对模块的预测性较低，在后续设计中存在发生错误的可能性，有一定的设计风险。软核是IP核应用最广泛的形式。
 
2）固核（Firm IP Core）
 
固核在EDA设计领域指的是带有平面规划信息的网表，具体在FPGA设计中可以看成带有布局规划的软核，通常以RTL代码和对应工艺网表的混合形式提供。将RTL描述的标准单元库进行综合优化设计，形成门级网表，再通过布局布线工具布线后即可使用。和软核相比，固核的设计灵活性稍差，但在可靠性上有较大提高。目前，固核也是IP核的主流形式之一。
 
3）硬核（Hard IP Core）
 
硬核在EDA设计领域指经过验证的设计版图，具体在FPGA设计中指布局和工艺固定、经过前端和后端验证的设计，设计人员不能对其修改。不能修改的原因有两个：首先是系统设计对各个模块的时序要求很严格，不允许打乱已有的物理版图；其次是保护知识产权的要求，不允许设计人员对其有任何改动。IP硬核的不许修改特点使其复用有一定的困难，因此只能用于某些特定应用，使用范围较窄，但其性能优良、可靠性及稳定性高。
 
1.1.3 FPGA在数字信号处理中的应用
 
现代数字信号处理技术的实现平台主要有ASIC、DSP、CPU及FPGA四种。随着半导体芯片生产工艺的不断发展，四种平台的应用领域已越来越呈现相互融合的趋势，但因各自的侧重点不同，依然有各自的优势及鲜明特点。关于对四者的性能、特点、应用领域等方面的比较分析一直都是广大技术人员及专业杂志讨论的热点之一。相对而言，ASIC只提供可以接受的可编程性和集成水平，通常可为指定的功能提供最佳解决方案；DSP可为涉及复杂分析或决策分析的功能提供最佳可编程解决方案；CPU则在需要嵌入操作系统、可视化显示等领域得到广泛应用；FPGA可为高度并行或涉及线性处理的高速信号处理功能提供最佳的可编程解决方案。
 
任何信号处理器件性能的鉴定必须包括衡量该器件是否能在指定的时间内完成所需的功能。考虑一个具有16个抽头的简单FIR滤波器，该滤波器要求在每次采样中完成16次乘积和累加（MAC）操作。德州仪器公司的TMS320C6203 DSP具有300 MHz的时钟频率，在合理的优化设计中，每秒可完成4亿至5亿次MAC操作。这意味着C6203系列器件的FIR滤波具有最大为3 100万次每秒采样的输入速率。但在FPGA中，所有16次MAC操作均可并行执行。对于Xilinx的Virtex器件，16位MAC操作大约需要配置160个结构可重置的逻辑块（CLB），因此16个并发MAC操作的设计实现将需要大约2 560个CLB。XCV300E可轻松实现上述配置，并允许FIR滤波器工作在1亿个样本每秒的输入采样速率下。
 
目前，无线通信技术的发展十分迅速，无线通信技术发展的理论基础之一是软件无线电技术，而数字信号处理技术无疑是实现软件无线电技术的基础。无线通信一方面正向语音和数据综合的方向发展；另一方面，在手持PDA产品中越来越多地需要综合移动技术。这一要求对应用于无线通信中的FPGA芯片提出了严峻的挑战，其中最重要的三个方面是功耗、性能和成本。为适应无线通信的发展需要，FPGA系统芯片（System on a Chip，SoC）的概念、技术、芯片应运而生。利用系统芯片技术将尽可能多的功能集成在一片FPGA芯片上，使其性能上具有速率高、功耗低的特点，不仅价格低廉，还可以降低复杂性，便于使用。
 
实际上，FPGA器件的功能早已超越了传统意义上的胶合逻辑功能。随着各种技术的相互融合，为了同时满足运算速度、复杂度，以及降低开发难度的需求，目前在数字信号处理领域及嵌入式技术领域，FPGA加CPU的配置模式已浮出水面，并逐渐成为标准的配置模式。全球最大的两家FPGA厂商——Altera和Xilinx，均推出了各自的嵌入了CPU核的FPGA器件及开发软件。
1.2 Altera器件简介
 
Altera由Robert Hartmann、Michael Magranet、Paul Newhagen和Jim Sansbury于1983年创立，这些有远见的人们对当时的研究进行投资，认为半导体客户将从用户可编程标准产品中受益，逐步取代逻辑门阵列。为满足这些市场需求，Altera的创始人发明了首款可编程逻辑器件（PLD）——EP300，开创了半导体业界全新的市场领域。这一灵活的新解决方案在市场上打败了传统的标准产品，为Altera带来了半导体创新领先企业的盛誉。根据面向电子设计的未来发展需求，Altera可编程解决方案促进了产品的及时面市，相对于高成本、高风险的ASIC开发，以及不灵活的专用标准产品（Application Specific Standard Parts，ASSP）和数字信号处理器具有明显的优势。与以前的可编程逻辑产品相比，Altera为更广阔的市场带来了更大的价值。
 
通过与代工线合作伙伴台积电（TSMC）等业界一流的技术供应商保持长期稳固的合作关系，Altera确保了为客户及时交付高质量产品。采用来自业界最好的EDA供应商的工具，Altera进一步增强了自己的布局布线设计软件。在世界级分销网络的帮助下，Altera为全球客户提供服务。采用这一非常成功的商业模式，Altera能够将精力集中在核心能力上：开发并实现前沿的可编程技术，为客户提供最大价值。
 
Altera公司产品种类众多，基本可以满足各种电子通信类产品的设计需求。随着新技术的不断发展，Altera器件的性能仍在不断提高。Altera的器件可分为高端FPGA器件（Stratix系列）、中端FPGA器件（Arria系列）、低成本FPGA器件（Cyclone系列）、低成本CPLD器件（MAX系列），以及DC电源芯片（Enpirion系列）和FPGA程序配置器件（EPCS、EPCQ系列）。
 
 
 表1-2　Altera各种FPGA器件产品的主要功能特点
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 续表
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1.3 Verilog HDL语言简介
 
1.3.1 HDL语言简介
 
PLD（可编程逻辑器件）出现后，需要有一种设计切入点（Design Entry）将设计者的意图表现出来，并最终在具体器件上实现。早期主要有两种设计方式：一种是采取画原理图的方式，就像PLD出现之前将分散的TTL（Transistor-Transistor Logic）芯片组合成电路板一样进行设计，这种方式只是将电路板变成了一颗芯片而已；还有一种设计方式是用逻辑方程式来表现设计者意图，将多条方程式语句组成的文件经过编译器编译后产生相应文件，再由专用工具写到可编程逻辑器件中，从而实现各种逻辑功能。
 
随着PLD器件技术的发展，开发工具的功能已十分强大。目前设计输入方式在形式上虽然仍有原理图输入方式、状态机输入方式和HDL输入方式，但由于HDL输入方式具有其他方式无法比拟的系列优点，其他输入方式很少使用。HDL设计输入方式，即采用编程语言进行设计输入的方式主要有以下几方面的优点。
 
（1）HDL没有固定的目标器件，在进行设计时基本上不需要考虑器件的具体结构。由于不同厂商生产的PLD器件虽然功能相似，但器件内部结构上毕竟有不同之处，如采用原理图输入方式，则需要对具体器件的结构、功能部件有一定的了解，从而增加了设计的难度。
 
（2）HDL设计通用性、兼容性好，十分便于移植。用HDL进行设计在大多数情况下几乎不需要做任何修改就可以在各种设计环境、PLD器件之间编译实现，这给项目的升级开发、程序复用、程序交流、程序维护带来很大的便利。
 
（3）由于HDL设计之时不须考虑硬件结构，不须考虑布局布线等问题，只须结合仿真软件对设计结果进行仿真即可得到满意的结果，因此可以大大降低设计的复杂度和难度。
 
目前的HDL语言较多，主要有VHDL（VHSIC Hardware Description Language，VHSIC是Very High Speed Integrated Circuit的缩写，超高速集成电路硬件描述语言）、Verilog HDL、AHDL、SystemC、HandelC、System Verilog、System VHDL等，其中主流工具语言为VHDL和Verilog HDL，其他HDL仍在发展阶段本身不够成熟，或者是公司专为自己产品开发的工具应用面不够广泛。
 
VHDL和Verilog HDL各具有优势，在国内的应用情况差不多平分秋色。VHDL语法严谨，而正因为其严谨使得描述具体设计时感觉较为烦琐；Verilog HDL语法宽松，因其宽松导致描述具体设计时更容易产生问题，且对于同一个设计，在应用不同EDA工具实现时，可能出现不同的实现结果，给程序交流、复用带来麻烦。虽然两种语言的结构及形式不同，但编程设计的思路是一样的，读者在掌握了其中一种语言后，很容易读懂其他HDL语言。本书所有FPGA实例均采用Verilog HDL语言进行设计。
 
1.3.2 Verilog HDL语言特点
 
Verilog HDL是在1983年，由GDA（GateWay Design Automation）公司的Phil Moorby首创的。Phi Moorby后来成为Verilog-XL的主要设计者和Cadence公司（Cadence Design System）的第一个合伙人。在1984年至1985年，Moorby设计出了第一个关于Verilog-XL的仿真器。1986年，他对Verilog HDL的发展又做出了另一个巨大贡献——提出了用于快速门级仿真的XL算法。
 
随着Verilog-XL算法的成功，Verilog HDL语言得到迅速发展。1989年，Cadence公司收购了GDA公司，Verilog HDL语言成为Cadence公司的私有财产。1990年，Cadence公司决定公开Verilog HDL语言，于是成立了OVI（Open Verilog International）组织来负责Verilog HDL语言的发展。基于Verilog HDL的优越性，IEEE于1995年制定了Verilog HDL的IEEE标准，即Verilog HDL 1364—1995。随后Verilog HDL不断完善和发展，并先后制定了IEEE 1364—2001、IEEE 1364—2005两个标准。
 
Verilog HDL是一种用于数字逻辑电路设计的语言。用Verilog HDL描述的电路设计就是该电路的Verilog HDL模型。Verilog HDL既是一种行为描述语言，也是一种结构描述语言。这也就是说，既可以用电路的功能描述，也可以用元器件和它们之间的连接来建立所设计电路的Verilog HDL模型。Verilog HDL模型可以是实际电路的不同级别的抽像。这些抽象的级别和它们对应的模型类型共有以下几种。
 
• 系统级（System）：用高级语言结构实现设计模块的外部性能的模型。
 
• 算法级（Algorithm）：用高级语言结构实现设计算法的模型。
 
• RTL级（Register Transfer Level）：描述数字在寄存器之间流动，以及如何处理这些数据的模型。
 
• 门级（Switch-Level）：描述器件中三极管和存储节点，以及它们之间连接的模型。
 
一个复杂电路系统的完整Verilog HDL模型是由若干个Verilog HDL模块构成的，每一个模块又可以由若干个子模块构成，其中有些模块需要综合成具体电路，而有些模块只是与用户所设计的模块进行交互的现存电路或激励信号源。利用Verilog HDL语言结构所提供的这种功能就可以构造一个模块间的清晰层次结构，从而描述极其复杂的大型设计，并对所作设计的逻辑进行严格的验证。
 
Verilog HDL行为描述语言作为一种结构化和过程性的语言，其语法结构非常适合于算法级和RTL级的模型设计，这种行为描述语言具有以下功能。
 
• 可描述顺序执行或并行执行的程序结构。
 
• 用延迟表达式或事件表达式来明确地控制过程的启动时间。
 
• 通过命名的事件来触发其他过程里的激活行为或停止行为。
 
• 提供了条件、if-else、case、循环程序结构。
 
• 提供了可带参数且非零延续时间的任务（Task）程序结构。
 
• 提供了可定义新的操作符的函数结构（Function）。
 
• 提供了用于建立表达式的算术运算符、逻辑运算符、位运算符。
 
Verilog HDL语言作为一种结构化的语言，也非常适合于门级和开关级的模型设计，因其结构化的特点又使它具有以下功能。
 
• 提供了完整的一套组合型原语（Primitive）。
 
• 提供了双向通路和电阻器件的原语。
 
• 可建立MOS器件的电荷分享和电荷衰减动态模型。
 
Verilog HDL的构造性语句可以精确地建立信号的模型，这是因为在Verilog HDL中，提供了延迟和输出强度的原语来建立精确程度很高的信号模型。信号值可以有不同的强度，可以通过设计宽范围的模糊值来降低不确定条件的影响。
 
Verilog HDL作为一种高级的硬件描述编程语言，有着类似C语言的风格，其中有许多语句，如if语句、case语句等，和C语言中的对应语句十分相似。如果读者已经有一定的C语言编程基础，那么学习Verilog HDL并不困难，我们只要对Verilog HDL某些语句的特殊方面着重理解，并加强上机练习就能很好地掌握它，利用它的强大功能来设计复杂的数字逻辑电路。
 
1.3.3 Verilog HDL程序结构
 
Verilog HDL的基本设计单元是模块（block）。一个模块是由两部分组成的，一部分描述接口，另一部分描述逻辑功能，即定义输入是如何影响输出的。下面是一段完整的Verilog HDL程序代码。
 
module block (a,b,c,d)

  input a,b;

  output c,d;



    assign c= a | b;

    assign d= a & b;

endmodule
 
在上面的例子中，模块的第2、3行说明了接口的信号流向，第4、5行说明了模块的逻辑功能。以上就是设计一个简单的Verilog HDL程序模块所需的全部内容。从这个例子可以看出，Verilog HDL结构完全嵌在module和endmodule声明语句之间，每个Verilog程序包括四个主要部分：端口定义、I/O说明、内部信号声明和功能定义。
 
（1）模块的端口定义。模块的端口声明了模块的输入输出接口，其格式如下。
 
module 模块名（接口1，接口2，…）
 
（2）模块内容。模块的内容包括I/O说明、内部信号声明和功能定义。I/O说明的格式为
 
输入口：input 端口名1，端口名2，…，端口名i； //共有i个端口

输出口：output 端口名1，端口名2，…，端口名j； //共有j个端口
 
I/O说明也可以写在端口声明语句里，其格式如下。
 
module 模块名（input 端口1，input 端口2，…output 端口1，input 端口2，…）;
 
内部信号说明：在模块内用到的与端口有关的wire和reg变量的声明，例如
 
reg [width-1: 0] R变量1，R变量2，…；

wire [width-1: 0] W变量1，W变量2，…；
 
功能定义：模块中最重要的部分是逻辑功能定义部分。有三种方法可以在模块中产生逻辑，即用assign声明语句，用实例元件和用always块，下面分别是三种方法实现逻辑功能定义的例子。
 
//用assign声明语句

assign a = b & c;



//用实例元件

and and_inst(q, a, b);



//用always块

always @(posedge clk or posedge clr)

    begin

        if (clr)

           q <= 0;

        else

           if (en)

              q <= d;

    end
 
需要注意的是，如果用Verilog模块实现一定的功能，首先应该清楚哪些是同时发生的，哪些是顺序发生的。上面三个例子分别采用了assign语句、实例元件和always块，这三个例子描述的逻辑功能是同时执行的。也就是说，如果把这三项写到一个Verilog模块文件中去，它们的次序不会影响逻辑实现的功能。这三项是同时执行的，也就是并发的。
 
然而，在always模块内，逻辑是按照指定的顺序执行的。always块中的语句称为顺序语句，因为它们是顺序执行的。请注意，两个或多个always模块也是同时执行的，但是模块内部的语句是顺序执行的。看一下always内的语句，你就会明白它是如何实现功能的。if…else…if必须顺序执行，否则其功能就没有任何意义。如果else语句在if语句之前执行，功能就不符合要求。为了能实现上述描述的功能，always模块内部的语句将按照书写的顺序执行。
1.4 Quartus II开发套件
 
1.4.1 Quartus II开发套件简介
 
Quartus II是Altera公司的综合性PLD/FPGA开发软件，支持原理图、VHDL、Verilog HDL和AHDL（Altera Hardware Description Language）等多种设计输入形式，内嵌自带的综合器和仿真器，可以完成从设计输入到硬件配置的完整PLD设计流程。
 
Quartus II可以在XP、Linux和UNIX上使用，除了可以使用Tcl脚本完成设计流程外，还提供了完善的用户图形界面设计方式，具有运行速度快、界面统一、功能集中、易学易用等特点。Quartus II支持Altera的IP核，包含了LPM/MegaFunction宏功能模块库，用户可以充分利用成熟的模块，简化设计的复杂性、加快设计速度。对第三方EDA工具的良好支持也使用户可以在设计流程的各个阶段使用熟悉的第三方EDA工具。
 
此外，Quartus II通过和DSP Builder工具与MATLAB/Simulink相结合，可以方便地实现各种DSP应用系统；支持Altera的片上可编程系统（SoPC）开发，集系统级设计、嵌入式软件开发、可编程逻辑设计于一体，是一种综合性的开发平台。
 
Maxplus II作为Altera的上一代PLD设计软件，由于其出色的易用性而得到了广泛的应用。目前Altera已经停止了对Maxplus II的更新支持，Quartus II与之相比不仅仅是支持器件类型的丰富和图形界面的改变，Altera在Quartus II中包含了许多诸如SignalTap II、Chip Editor和RTL Viewer的设计辅助工具，集成了SoPC和HardCopy设计流程，并且继承了Maxplus II友好的图形界面及简便的使用方法。
 
Quartus II提供了完全集成且与电路结构无关的开发包环境，具有数字逻辑设计的全部特性，包括：
 
• 可利用原理图、结构框图、Verilog HDL、AHDL和VHDL完成电路描述，并将其保存为设计实体文件；
 
• 芯片（电路）平面布局连线编辑；
 
• LogicLock增量设计方法，用户可建立并优化系统，然后添加对原始系统的性能影响较小或无影响的后续模块；
 
• 功能强大的逻辑综合工具；
 
• 完备的电路功能仿真与时序逻辑仿真工具；
 
• 定时/时序分析与关键路径延时分析；
 
• 可使用SignalTap II逻辑分析工具进行嵌入式的逻辑分析；
 
• 支持软件源文件的添加和创建，并将它们链接起来生成编程文件；
 
• 使用组合编译方式可一次完成整体设计流程；
 
• 自动定位编译错误；
 
• 高效的编程与验证工具；
 
• 可读入标准的EDIF网表文件、VHDL网表文件和Verilog网表文件；
 
• 能生成第三方EDA软件使用的VHDL网表文件和Verilog网表文件。
 
1.4.2 Quartus II软件的用户界面
 
启动Quartus II软件后，其默认界面如图1-8所示，主要由标题栏、菜单栏、工具栏、资源管理窗、编译状态显示窗、信息显示窗和工程工作区等部分组成。
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 图1-8　Quartus II软件工作界面
 

 
（1）标题栏。标题栏显示当前工程的路径和程序名称。
 
（2）菜单栏。菜单栏主要由文件（File）、编辑（Edit）、视图（View）、工程（Project）、资源分配（Assignments）、操作（Processing）、工具（Tools）、窗口（Window）和帮助（Help）9个下拉菜单组成，其中工程（Project）、资源分配（Assignments）、操作（Processing）、工具（Tools）集中了Quartus II软件较为核心的全部操作命令，下面分别介绍。
 
工程（Project）菜单主要是对工程的一些操作。
 
• Add/Remove Files in Project：添加或新建某种资源文件。
 
• Revisions：创建或删除工程，在其弹出的窗口中单击“Create”按钮创建一个新的工程；或者在创建好的几个工程中选中一个，单击“Set Current”按钮，就把选中的工程设置为当前工程。
 
• Archive Project：为工程归档或备份。
 
• Generate Tcl File for Project：产生工程的Tcl脚本文件，选择好要生成的文件名和路径后单击“OK”键钮即可。如果选中了“Open generated file”则在工程工作区打开该Tcl文件。
 
• Generate Power Estimation File：产生功率估计文件。
 
• HardCopy Utilities：与HardCopy器件相关的功能。
 
• Locate：将Assignment Editor中的节点或源代码中的信号在编译后布局布线图、Chip Editor或源文件中定位其位置。
 
• Set as Top-level Entity：把工程工作区打开的文件设定为顶层文件。
 
• Hierarchy：打开工程工作区显示的源文件的上一层或下一层源文件，以及顶层文件。
 
• Device：设置目标器件型号。
 
• Assign Pins：打开分配引脚对话框，给设计的信号分配IO引脚。
 
• Timing Settings：设置EDA工具，如Synplify等。
 
• Settings：打开参数设置页面，可以切换到使用Quartus II软件开发流程的每个步骤所需的参数设置页面。
 
• Wizard：启动时序约束设置、编译参数设置、仿真参数设置、Software Build参数设置。
 
• Assignment Editor：分配编辑器，用于分配引脚、设置引脚电平标准、设定时序约束等。
 
• Remove Assignments：用户可以使用它删除设定类型的分配，如引脚分配、时序分配等。
 
• Demote Assignment：允许用户降级使用当前较不严格的约束，使编译器更高效地编译分配和约束等。
 
• Back-Annotate Assigments：允许用户在工程中反标引脚、逻辑单元、节点、布线分配等。
 
• Import Assigments；给当前工程导入分配文件。
 
• Timing Closure Foorplan：启动时序收敛平面布局规划器。
 
• LogicLock Region：允许用户查看、创建和编辑LogicLock区域约束以及导入导出LogicLock区域约束文件。
 
Processing菜单包含了对当前工程执行各种设计流程，如开始综合、开始布局布线、开始时序分析等。
 
Tools菜单用于调用Quartus II软件中集成的一些工具，如MegaWizard Plug-In manager（用于生成IP核和宏功能模块）、Chip Editor、RTL Viewer、Programmer等。
 
（3）工具栏。工具栏中包含了常用命令的快捷图标。将鼠标移动到相应图标，在鼠标下方出现此图标对应的含义，而且每种图标在菜单栏均能找到相应的命令菜单。用户可以根据需要将自己常用的功能定制为工具栏上的图标，方便在Quartus II软件中灵活快速地进行各种操作。
 
（4）资源管理窗。资源管理窗用于显示当前工程中所有相关的资源文件。资源管理窗左下角有三个标签，分别是结构层次（Hierarchy）、文件（Files）和设计单元（Design Units）。结构层次窗口在工程编译之前只显示了顶层模块名，工程编译了一次后，此窗口按层次列出了工程中所有的模块，并列出每个源文件所用资源的具体情况。顶层可以是用户产生的文本文件，也可以是图形编辑文件。文件窗口列出了工程编译后的所有文件，文件类型有设计器件文件（Deisgn Deivce Files）、软件文件（Software Files）和其他文件（Others Files）。设计单元窗口列出了工程编译后的所有单元，如Verilog HDL单元、VHDL单元等，一个设计器件文件对应生成一个设计单元。
 
（5）工程工作区。器件设计、定时约束设计、底层编辑器和编译报告等均显示在工程工作区中，当Quartus II软件实现不同功能时，此区域将打开相应的操作窗口，显示不同的内容，进行不同的操作。
 
（6）编译状态显示窗。编译状态显示窗主要是显示模块综合、布局布线过程和时间。模块（Module）列出了工程模块，过程（Process）显示综合、布局布线进度条，时间（Time）表示综合、布局布线所耗费时间。
 
（7）信息显示窗。信息显示窗显示Quartus II软件综合、布局布线过程中的信息，如开始综合时调用源文件、库文件、综合布局布线过程中的定时、告警、错误等，如果是告警和错误，则会给出具体的引起告警和错误的原因，方便设计者查找并修改错误。
1.5 ModelSim仿真软件
 
Mentor公司的ModelSim是业界最优秀的HDL语言仿真软件，它能提供友好的仿真环境，是业界唯一的单内核支持VHDL和Verilog HDL混合仿真的仿真器。它采用直接优化的编译技术、单一内核仿真技术，编译仿真速度快，编译的代码与平台无关，便于保护IP核。软件个性化的图形界面和用户接口，为用户加快调试进程提供强有力的手段，是FPGA的首选仿真软件，其主要特点有：
 
• 采用了RTL和门级优化技术，编译仿真速度快，具有跨平台跨版本仿真功能；
 
• 单内核VHDL和Verilog HDL混合仿真；
 
• 集成了性能分析、波形比较、代码覆盖、数据流ChaseX、信号检测（Signal Spy）、虚拟对象（Virtual Object）、Memory窗口、Assertion窗口、源码窗口显示信号值、信号条件断点等众多调试功能；
 
• 具有C语言接口，支持C语言调试；
 
• 对系统级描述语言的最全面支持，支持SystemVerilog、SystemC、PSL等语言。
 
ModelSim分几种不同的版本：SE、PE、LE和OEM，其中SE是最高级的版本，集成在Actel、Atmel、Altera、Xilinx及Lattice等FPGA厂商设计工具中的均是其OEM版本。SE版和OEM版在功能和性能方面有较大差别，比如对于大家都关心的仿真速度问题，以Xilinx公司提供的OEM版本ModelSim XE为例，对于代码少于40 000行的设计，ModelSim SE比ModelSim XE要快10倍；对于代码超过40 000行的设计，ModelSim SE要比ModelSim XE快近40倍。ModelSim SE支持PC、UNIX和Linux混合平台，提供全面完善以及高性能的验证功能，全面支持业界广泛的标准。虽然集成在Altera等FPGA厂商设计工具中的工具是OEM版本，但用户可独立安装ModelSim的SE版本，且只需通过简单设置，即可将SE版本的ModelSim软件集成在Quartus II等开发环境中。
 
首先直接运行Quartus II软件，依次单击“Tools→Options”菜单，在弹出的软件设置对话框中依次单击“General→EDA Tool Options”条目即可出现集成工具选项设置对话框，如图1-9所示。从对话框选项中可以看出，Quartus II可以集成ModelSim、Synplify、Synplify Pro、Precision等工具。在相应工具对应的路径编辑框中输入工具的执行路径即可轻松地将ModelSim等第三方工具集成在Quartus II环境中。图1-9中设置ModelSim-Altera对应的路径为“C:\altera\modelsim\modelsim_ase\win32aloem”（读者需要根据ModelSim的安装路径进行设置）即可将ModelSim软件集成在Quartus II软件环境中。
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 图1-9　“集成工具选项设置”对话框
 

 
ModelSim是独立的仿真软件，本身可独立完成程序代码编辑及仿真功能。ModelSim运行界面如图1-10所示，默认工作界面主要由标题栏、菜单栏、工具栏、库信息窗口、对象窗口、波形显示窗口和脚本信息窗口组成。
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 图1-10　ModelSim默认窗口运行界面
 

 
ModelSim的窗口很多，共有10余个。在仿真过程中，除主窗口外，其他窗口均可以打开多个副本，且各窗口中的对象均可相互以拖动的方式添加，使用起来十分方便。当关闭主窗口时，所有已打开的窗口均自动关闭。ModelSim丰富的显示及调试窗口一方面可以极大地方便设计者对程序的仿真调试，另一方面也使初学者掌握起来比较困难。本书不对ModelSim软件进行详细介绍，读者可参考软件使用手册以及其他参考资料学习使用ModelSim软件。仿真技术在FPGA设计中具有十分重要的位置，熟练掌握仿真工具及仿真技巧是一名优秀工程师必备的技能。当然，要熟练掌握仿真软件，除查阅参考资料外，还需进行大量的上机实践，在工程实践中逐渐理解、掌握并熟练应用各种窗口，以提高仿真调试技巧。
1.6 MATLAB软件
 
1.6.1 MATLAB软件介绍
 
20世纪70年代，美国新墨西哥大学计算机科学系主任Cleve Moler为了减轻学生编程的负担，用FORTRAN编写了最早的MATLAB。1984年由Little、Moler、Steve Bangert合作成立的MathWorks公司正式把MATLAB推向市场。到20世纪90年代，MATLAB已成为国际控制界的标准计算软件。本书中的所有MATLAB程序均采用的是MATLAB R2014a版本进行编辑调试。
 
MATLAB是由美国Mathworks公司发布的主要面对科学计算、可视化和交互式程序设计的高科技计算环境，它将数值分析、矩阵计算、科学数据可视化，以及非线性动态系统的建模和仿真等诸多强大功能集成在一个易于使用的视窗环境中，为科学研究、工程设计，以及必须进行有效数值计算的众多科学领域提供了一种全面的解决方案，并在很大程度上摆脱了传统非交互式程序设计语言（如C、FORTRAN）的编辑模式，代表了当今国际科学计算软件的先进水平。它在数学类科技应用软件中的数值计算方面首屈一指，MATLAB可以进行矩阵运算、绘制函数和数据、实现算法、创建用户界面、连接其他编程语言的程序等，主要应用于工程计算、控制设计、信号处理与通信、图像处理、信号检测、金融建模设计与分析等领域。
 
MATLAB的基本数据单位是矩阵，它的指令表达式与数学公式、工程应用中常用的形式十分相似，因此用MATLAB来解算问题要比用C、FORTRAN等语言完成相同的事情简捷得多，并且MATLAB也吸收了像Maple等软件的优点，使MATLAB成为一个强大的数学软件。MATLAB在新的版本中还加入了对C语言、FORTRAN语言、C++语言、Java语言的支持。用户可以直接调用，也可以将自己编写的实用程序导入到MATLAB函数库中方便以后调用，此外，许多的MATLAB爱好者都编写了一些经典的程序，用户下载后就可以直接使用。
 
1.6.2 MATLAB工作界面
 
MATLAB的工作界面简单、明了，易于操作。正确安装好软件后，依次单击“开始→所有程序→MATLAB→R2014a→MATLAB R2014a”即可打开MATLAB软件，工作界面如图1-11所示。
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 图1-11　MATLAB主工作界面
 

 
命令窗口是MATLAB的主窗口。在命令窗口中可以直接输入命令，系统将自动显示命令执行后的信息。如果一条命令语句过长，需要两行或多行才能输入完毕，则要使用“…”作为连接符号，按“Enter”键转入下一行继续输入。另外，在命令窗口输入命令时，可利用快捷键十分方便地调用或修改以前输入的命令。如通过向上键“↑”可重复调用上一个命令行，对它加以修改后直接按“Enter”键执行，在执行命令时不需要将光标移至行尾。命令窗口只能执行单条命令，用户可通过创建M文件（后缀名为“.m”的文件）来编辑多条命令语句。在命令窗口中输入M文件的名称，即可依次执行M文件中的所有命令语句。
 
命令历史窗口用于显示用户在命令窗口中执行过的命令，用户也可直接双击历史窗口中的命令来执行该命令，也可以在选中某条或多条命令后，执行复制、剪切等操作；工作空间窗口用于显示当前工作环境中所有创建的变量信息；单击工作空间窗口下的“Current Directory”标签可打开当前工作路径窗口，该窗口用于显示当前工作在什么路径下，包括M文件的打开路径等。
 
1.6.3 MATLAB的特点及优势
 
MATLAB的主要特点及优势体现在以下几个方面。
 
（1）友好的工作平台和编程环境。MATLAB由一系列工具组成，这些工具方便用户使用MATLAB的函数和文件，其中许多工具采用的是图形用户界面，包括MATLAB桌面和命令窗口、历史命令窗口、编辑器和调试器、路径搜索和用于用户浏览帮助、工作空间、文件的浏览器。随着MATLAB的商业化和软件本身的不断升级，MATLAB的用户界面也越来越精致，更加接近Windows的标准界面，人机交互性更强，操作更简单。新版本的MATLAB提供了完整的联机查询、帮助系统，极大地方便了用户的使用。简洁的编程环境提供了比较完备的调试系统，程序不必经过编译就可以直接运行，而且能够及时地报告出现的错误，方便用户进行出错原因分析。
 
（2）简单易用的程序语言。MATLAB使用高级的矩阵/阵列语言，具有面向对象的编程特点。用户可以在命令窗口中将输入语句与执行命令同步，也可以先编写好较为复杂的应用程序（M文件）后再运行。MATLAB的底层语言为C++语言，因此语法特征与C++语言极为相似，而且更加简单，更加符合科技人员对数学表达式的书写习惯，因而更利于非计算机专业的科技人员使用。这种语言可移植性好、可拓展性极强，这也是MATLAB能够深入到科学研究及工程计算各个领域的重要原因。
 
（3）强大的数据处理能力。MATLAB是一个包含大量计算算法的集合，拥有600多个工程中要用到的数学运算函数，几乎可以方便地实现用户所需的各种计算功能。函数中所使用的算法都是科研和工程计算中的最新研究成果，且经过了各种优化和容错处理。在通常情况下，可以用它来代替底层编程语言，如C和C++。在计算要求相同的情况下，使用MATLAB会大大减少编程的工作量。MATLAB的这些函数集包括最简单、最基本的函数，以及诸如矩阵、特征向量、快速傅里叶变换的复杂函数。函数所能解决的问题大致包括矩阵运算和线性方程组的求解、微分方程及偏微分方程组的求解、符号运算、傅里叶变换和数据的统计分析、工程中的优化问题、稀疏矩阵运算、复数的各种运算、三角函数和其他初等数学运算、多维数组操作以及建模动态仿真等。
 
（4）出色的图形处理功能。MATLAB自产生之日起就具有方便的数据可视化功能，可将向量和矩阵用图形表现出来，并且可以对图形进行标注和打印。高层次的作图包括二维和三维的可视化、图像处理、动画和表达式作图。MATLAB可用于科学计算和工程绘图。MATLAB的整个图形处理功能十分强大，它不仅具有一般数据可视化软件都具有的功能（如二维曲线和三维曲面的绘制、处理等），在一些其他软件所没有的功能（如图形的光照处理、色度处理及四维数据的表现等方面）同样表现了出色的处理能力，同时对一些特殊的可视化要求，如图形对话等，MATLAB也有相应的功能函数，保证了不同层次用户的要求。
 
（5）应用广泛的模块集合工具箱。MATLAB对许多专门的领域都开发了功能强大的模块集和工具箱（Toolbox）。一般来说，它们都是由特定领域的专家开发的，用户可以直接使用工具箱学习、应用和评估不同的方法而不需要自己编写代码。目前，MATLAB已经把工具箱延伸到了科学研究和工程应用的诸多领域。诸如数据采集、数据库接口、概率统计优化算法、偏微分方程求解、神经网络、小波分析、信号处理、图像处理、系统辨识、控制系统设计、鲁棒控制、模型预测、模糊逻辑、金融分析、地图工具、非线性控制设计、实时快速原型及半物理仿真、嵌入式系统开发、定点仿真、电力系统仿真等，都在工具箱家族中有了自己的一席之地。
 
（6）实用的程序接口和发布平台。MATLAB可以利用MATLAB编译器和C/C++数学库和图形库，将自己的MATLAB程序自动转换为独立于MATLAB运行的C和C++代码。允许用户编写可以和MATLAB进行交互的C或C++语言程序。另外，MATLAB网页服务程序还容许在Web应用中使用自己的MATLAB数学和图形程序。MATLAB的一个重要特色就是具有一套程序扩展系统和一组称为工具箱的特殊应用子程序。工具箱是MATLAB函数的子程序库，每一个工具箱都是为某一类学科专业和应用而定制的，主要包括信号处理、控制系统、神经网络、模糊逻辑、小波分析和系统仿真等方面的应用。
 
（7）包括用户界面的应用软件开发。在开发环境中，用户可方便地控制多个文件和图形窗口。在编程方面支持函数嵌套，有条件中断等；在图形化方面具备强大的图形标注和处理功能；在输入与输出方面，可以直接与Excel等文件格式进行连接。
 
1.6.4 MATLAB与Quartus的数据交互
 
在FPGA设计过程中，目前的仿真调试工具，如ModelSim，只能提供仿真测试数据的时域波形，无法显示数据的频谱等特性，且在对数据进行分析、处理时不够方便。例如，在设计数字滤波器时，只在FPGA开发环境中很难直观、准确地判断滤波器的频率响应特性，在编写仿真测试激励文件时，依靠VHDL或Verilog HDL语言也很难产生用户所需要的具有任意信噪比的输入信号。这些问题给数字信号处理技术的FPGA设计与实现带来了不小的困难。FPGA开发环境中无法解决的复杂信号产生、处理、分析的问题在MATLAB软件环境中却很容易实现。因此，只要能在FPGA开发环境与MATLAB软件之间搭建起可以相互交换数据的通道，即可有效解决FPGA设计中所遇到的难题。
 
使用MATLAB辅助FPGA设计有三种方式：第一种是由MATLAB软件仿真、设计出来的系统参数直接在FPGA设计中实现，如在FIR数字滤波器设计过程中，由MATLAB软件设计出用户所需性能的滤波器系统参数，在FPGA设计中直接使用，作为滤波器参数即可；第二种方法用于仿真测试过程中，即由MATLAB仿真产生出所需特性的测试数据并存放在数据文件中，由Quartus II等开发软件读取测试数据作为输入数据源，由Quartus II仿真出的结果数据存放在另一数据文件中，MATLAB再读取由Quartus II仿真后的数据，并对数据进行分析，以此判断FPGA程序是否满足设计需求；第三种是由MATLAB软件设计出相应的数字信号处理系统，并在MATLAB软件中直接将MATLAB代码转换成VHDL或Verilog HDL语言代码，在Quartus II等开发环境中直接嵌入这些代码即可。前两种方式最为常用，也是本书将会采用的设计方式；第三种方式近年来应用也较为广泛，这种方式可以在用户完全不熟悉FPGA硬件编程的情况下完成FPGA设计，但这种方式在一些系统时钟较为复杂或对时序要求较为严格的场合不易满足设计者的要求。
 
众所周知，MATLAB软件对文件数据的处理能力是很强的，关键在于FPGA开发环境中对外部文件读取及存储功能是否能满足要求。在FPGA设计过程中，需对程序进行仿真测试时，Quartus II软件提供了波形测试文件类型（Waveform）和HDL代码文件类型（Test Bench）两种。其中，Waveform是在波形界面上通过直观修改波形数据产生所需的测试数据，简单直观但不够灵活，无法生成复杂的测试数据，也不能将仿真后的结果数据单独存储；Test Bench是根据所测试的程序文件自动生成测试文件框架，用户在测试文件中修改或添加代码，可灵活地产生所需的测试数据，且可方便地将测试数据存入指定的文本文件中，或从指定的外部文件中读取数据作为仿真测试的输入数据。也就是说，MATLAB与Quartus II等FPGA开发环境之间可以通过文本文件进行数据交互。
1.7 SystemView软件
 
1.7.1 SystemView简介
 
初次接触到SystemView软件是十几年前上研究生的时候，导师要求我们用这个软件搭建一个通信仿真模型，当时就对这款软件的易用性留下了深刻的印响。在编写锁相环技术内容时，回想起这款软件，感觉用来对模拟电路的工作原理进行仿真讲解十分方便。
 
SystemView是一个用于现代工程与科学系统设计及仿真的动态系统分析平台。从滤波器设计、信号处理、完整通信系统的设计与仿真，到一般的系统数学模型建立等各个领域，System View在友好而且功能齐全的窗口环境下，为用户提供了一个精密的嵌入式分析工具。
 
SystemView是美国ELANIX公司推出的，基于Windows环境下运行的用于系统仿真分析的可视化软件工具，它使用功能模块，有时也称为图符块（Token）描述程序。利用SystemView，可以构造各种复杂的模拟、数字、数模混合系统和各种多速率系统，因此，它可用于各种线性或非线性控制系统的设计和仿真。用户在进行系统设计时，只需从SystemView配置的图标库中调出有关图标并进行参数设置，完成图标间的连线，然后运行仿真操作，最终以时域波形、眼图、功率谱等形式给出系统的仿真分析结果。
 
SystemView中的功能模块可分为基本库、专业库和扩展库三种。基本库中包括多种信号源、接收器、加法器、乘法器，以及各种函数运算器等。其极具特色的是，用户可以从不同角度、以不同方式，按要求设计多种滤波器，并可自行完成滤波器各种指标——如幅频特性、伯德图、传递函数、根轨迹图等之间的转换；专业库主要包括通信（Communication）、逻辑（Logic）、数字信号处理（DSP）、射频/模拟（RF/Analog）等，特别适合于现代通信系统的设计、仿真和方案论证。它还可以实时仿真各种DSP结构，并进行各种系统时域和频域分析、谱分析，及对各种逻辑电路、射频/模拟电路（含混合器、放大器、RLC电路、运放电路等）进行理论和失真分析等；扩展库主要包括近现代不断发展的通信技术功能块，如码分多址（Code Division Multiple Access，CDMA）、数字视频广播（Digital Video Broadcasting，DVB）等。
 
利用SystemView，不用写一行代码即可完成各种系统的设计与仿真，快速地建立和修改系统，访问与调整参数，方便地加入注释。它具有与外部文件的接口，可直接获得并处理输入/输出实时数据。另外，还提供了与编程语言VC++的接口，可以很方便地调用函数。SystemView还提供了与DSP芯片设计的接口，可以将其DSP库中的部分器件生成DSP芯片编程的C语言代码。
 
在进行系统设计仿真时，SystemView能自动执行系统连接检查，给出连接错误或悬空的待连接端信息，通知用户连接出错，并显示出错的图标。系统运行时给出大约时间，方便设计人员进行调试。
 
在系统仿真方面，SystemView还提供了一个灵活的动态探针功能，可以仿真实际的示波器或频谱分析仪的工作状态，还有真实而灵活的分析窗口用以检查系统波形。内部数据的图形放大、缩小、滚动等，全部可以通过单击鼠标方便地实现。另外，其带有的“接收计算器”功能强大，可以完成仿真运行结果的各种运算、频谱分析等。
 
1.7.2 SystemView工作界面
 
1. 设计窗口
 
SystemView主要有两个常用界面：设计窗口和分析窗口。其中本书主要使用设计窗口如图1-12所示，读者可以查阅其他资料了解分析窗口的使用方法[14]。
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 图1-12　SystemView设计窗口
 

 
所有系统的设计、搭建等基本操作都是在设计窗口内完成的。设计窗口中间的大片区域为用户搭建各种系统的地方。设计窗口的最上端一行是下拉式命令菜单行，通过调用这些菜单可以执行SystemView的各项功能；设计窗口中菜单行的下面，紧邻在设计区域上端一行是工具栏，它包含了在系统设计、仿真中可能用到的各种操作按钮；工具栏的最右端是提示信息，当鼠标置于某一工具按钮上时，在该处会显示对该按钮的说明和提示信息；紧邻在设计区域左端是各种器件图标库；设计域的底部有一个消息显示区，用来显示系统仿真状态信息。
 
在设计窗口内，只须单击鼠标及进行必要的参数输入，就可以通过设置图标、连接图标等操作完成一个完整系统的基本搭建工作，创建各种连续域或离散域系统，并可极其方便地给系统加入注释。
 
2. 图符块库
 
图符块（有时也称为图标）是SystemView仿真运算、处理的基本单元，共分三类：第一类为信源库，它只有输出端没有输入端；第二类为观察窗图标库，它只有输入端没有输出端；第三类包括其他所有图符块，这类图符块都有一定个数的输入端和输出端。
 
在设计窗口的左边有一个图标库区，一组是基本库（Main Libraires），共8个，分别包括信源库（Source）、子系统库（Meta System）、加法器（Adder）、子系统输入输出端口（Meta I/O）、算子库（Operator）、函数库（Function）、乘法器（Multiplier）及观察库（Sink）八组基本器件；另一组是可选择的专业库（Optional Libraries），如通信库（Communication）、数字信号处理库（DSP）、逻辑库（Logic）、射频/模拟库（RF/Analog）等，支持用户用C/C++语言编写源代码定义图标，以完成所需自定义功能的用户自定义库（Custom），以及可调用、访问MATLAB的M-Link函数。基本库与专业库之间由“库选择”按钮进行切换，而扩展库则要由自定义库通过动态链接库（*.dll）加载进来。
 
3. 图符块定义
 
用户在选中的图标上双击鼠标左键，或选中该图标并按住鼠标左键将其拖至设计域内，就可以把某一图标库中的通用图符块添加进自己的仿真系统，这时所选中的图符块会出现在设计区域中。双击设计窗口中的图符块后，图符块窗口将出现在屏幕上，图1-13是信号源图符块的示例。
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 图1-13　信号源窗口
 

 
弹出信号源窗口后，用鼠标单击选中某个图符块，然后单击“参数（Parameters）”按钮进入参数设置窗口，也可双击所选中的图符块打开参数设置窗口，如选中正弦信号图符块（Sinusoid），其参数设置界面如图1-14所示。用户通过这个窗口输入所需要的参数，单击“OK”按钮即可完成图符块参数的设置。
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 图1-14　正弦信号参数设置界面
 

 
4. 系统定时
 
SystemView是一个离散时间系统。在每次系统运行之前，首先需要设定一个系统频率。仿真各种系统运行时，系统先对信号以系统频率进行采样，然后按照系统对信号的处理计算各个采样点的值，最后输出时，在观察窗内按要求画出各个点的值或拟合曲线。因此，设置系统定时参数是系统运行之前一个必不可少的步骤。
 
单击“系统定时（System Time）”[image: ]按钮，打开如图1-15所示的系统定时窗口。
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 图1-15　系统定时参数设置界面
 

 
其中，起始时间和终止时间控制了系统的运行时间范围。SystemView对系统仿真运行时间基本上没有限制，只要求终止时间要大于起始时间。采样率和采样时间间隔在仿真过程中控制着时间步长，决定了系统的仿真效果。一般为了获得较好的仿真波形，系统的采样率应设为系统信号最高频率的5倍以上。当采样率为系统信号最高频率的10倍以上时，仿真波形就几乎没有失真了。采样点数N是由系统的运行时间T和采样率fs共同决定的。它们之间的关系为
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因此，系统的运行时间、采样率、采样点数三者之间不是相互独立的，用户修改了其中的某一个或某两个，系统将会根据新的参数遵从下列规则自动修改相应的参数。在采样率不变的情况下：
 
（1）如果用户改变了采样点数，SystemView不会改变起始时间，但会根据新的采样间隔相应地修改终止时间；
 
（2）如果用户对起始时间和终止时间中的一个或全部进行了修改，则采样点数会被自动修改；
 
（3）采样点只能是整数，如果计算不能得到整数，SystemView将把最接近的整数作为采样点数，并从所设置的起始时间开始完成设定采样点数的仿真；
 
（4）除非用户进行了修改，否则系统会一直保持固定的采样点数。
 
另外，为了在信号处理等过程中便于进行FFT变换等特殊运算，系统还可以自动设置2的整数次幂的采样点数。用户更改了某一个时间参数后，单击“更新（Update）”按钮，系统会根据最新修改的参数对其他参数进行相应的修改，并在对话框下端给出该系统运行大约所需的时间及系统的总采样点数等信息。
1.8 小结——欲善其事先利其器
 
很小的时候，就多次听到老师讲磨刀不误砍柴功的道理，后来又学到“工欲善其事，必先利其器”的成语，可能由于这些道理太容易懂了，就仅停留在纸面上的理解。后来读到南怀谨先生的《论语别裁》，其中讲到这下面这段文字，才发现这句话还有更有意思的解释。
 
子贡问为仁。子曰：工欲善其事，必先利其器。居是邦也。事其大夫之贤者，友其士之仁者。
 
译：子贡问怎样修养仁德。孔子说：“工匠要做好工作，必须先磨快工具。住在一个国家，要侍奉大夫中的贤人，与士人中的仁人交朋友。”
 
“工欲善其事，必先利其器。”这也是两句名言，我们常常引用的，就是出自《论语》这个地方，孔子说的话。孔子告诉子贡，一个做手工或工艺的人，要想把工作完成，做得完善，应该先把工具准备好。那么为仁是用什么工具呢？住在这个国家，想对这个国家有所贡献，必须结交上流社会，乃至政坛上的大员，政府的中坚；和这个国家社会上各种贤达的人，都要交成朋友。换句话说，就是要先了解这个国家的内情，有了良好的关系，然后才能得到有所贡献的机会，完成仁的目的。
 
根据汉语的句式特点，一句话的重点一般是放在后面讲。也就是说，孔子重点是要讲从政的方法是先与这个国家的重要人物搞好关系。工匠做工与仁政的修养从表面上看来是风马牛不相及的事，但实质上却有相通的道理。
第2章
FPGA数字信号处理基础
 
■ FPGA中数的表示
 
■ FPGA中数的运算
 
■ 有限字长效应
 
■ FPGA中的常用处理模块
 
■ 小结——四个过桥人
 
数字信号是指时间和幅度均是离散的信号，时间离散是指信号在时间上的不连续性，且通常是等间隔的；幅度离散是指信号的幅度值只能取某个区间上的有限值，而不能取区间上的任意值。当使用计算机或专用硬件处理时域离散信号时，因受寄存器或字长限制，这时的信号实际上就是数字信号。物理世界上的原始信号大多是模拟信号，在进行数字信号处理之前需要将模拟信号数字化，数字化的过程中会带来误差。
 
本章将对数的表示及运算、有限字长效应等内容展开讨论。与DSP、CPU不同，FPGA没有专用的CPU或运算处理单元，程序运行的过程其实是庞大电路的工作过程，几乎每个加、减、乘、除等操作都需要相应的硬件资源来完成。Altera公司的FPGA开发套件Quartus II提供了丰富且性能优良的常用运算模块及其他专用知识产权（IP）核，熟练掌握并应用这些IP不仅可以提高设计效率，还可以有效提高系统的性能。本章将详细介绍几种最常用的运算处理模块，并在后续章节中使用这些模块进行设计。
2.1 FPGA中数的表示
 
2.1.1 莱布尼兹与二进制
 
在德国图灵根著名的郭塔王宫图书馆（Schlossbiliothke zu Gotha）保存着一份弥足珍贵的手稿，其标题为：“1与0，一切数字的神奇渊源，这是造物主的秘密美妙的典范。因为一切无非都来自上帝。”这是德国通才大师莱布尼兹（Gottfried Wilhelm Leibniz，见图2-1）的手迹。但是，关于这个神奇美妙的数字系统，莱布尼兹只有几页异常精炼的描述。用现代人熟悉的表达方式，我们可以对二进制做如下的解释。
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 图2-1　莱布尼兹（1646−1716）
 

 
2的0次方=1
 
2的1次方=2
 
2的2次方=4
 
2的3次方=8
 
2的4次方=16
 
2的5次方=32
 
2的6次方=64
 
2的7次方=128
 
……
 
以此类推，把等号右边的数字相加，就可以获得任意一个自然数，或者说任意一个自然数均可以采用这种方式进行分解。我们只需要说明的是采用了2的几次方，而舍掉了2的几次方。二进制的表述序列都从右边开始，第一位是2的0次方，第二位是2的1次方，第三位是2的2次方，以此类推。一切采用2的次方的位置，我们就用1来标志；一切舍掉2的次方的位置，我们就用0来标志。例如，对于序列11100101，根据上述表示方法，可以很容易推算出序列所表示的数值。
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在这个例子中，十进制数字229就可以表述为二进制数字11100101。任何一个二进制数字最左边的一位都是1。通过这个方法，用1到9和0这十个数字表述的整个自然数列都可用0和1这两个数字来代替。0与1这两个数字很容易被电子化：有电流就是1，没有电流就是0。这就是整个现代计算机技术的根本秘密所在。
 
1679年，莱布尼兹写了题为“二进制算术”的论文，对二进制进行了充分的讨论，并建立了二进制的表示及运算。随着电子计算机的广泛应用，二进制进一步大显身手。因为电子计算机是用电子元件的不同状态来表示不同的数码的，如果要用十进制就要求元件能准确地变化出十种状态，这在技术上是非常难实现的。二进制只有两个数码，只需两种状态就能实现，这正如一个开关只有开和关两种状态。如果用开表示0，关表示1，那么一个开关的两种状态就可以表示一个二进制的数。由此我们不难想象，五个开关就可以表示五个二进制的数，这样运算起来就非常方便。
 
2.1.2 定点数表示
 
1. 定点数的定义
 
几乎所有的数字计算机，包括FPGA在内的数字信号处理器件，数字和信号变量都是用二进制来表示的。数字使用符号0和1来表示，称为比特（Binary Digit，bit）。其中，二进制小数点将数字的整数和小数部分分开。为了与十进制小数点相区别，使用三角符号Δ来表示二进制的小数点位置。例如，十进制11.625的二进制表示为1011Δ101，二进制小数点左边的四位1011形成整数部分，小数点右边的三位101代表数字的小数部分。对于任意一个二进制数来讲，均可由B个整数位和b个小数位组成，如式（2-1）所示。
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其十进制数大小D由
 

 [image: ]

 
给出。每一个ai的值取1或0。最左端的位aB−1称为最高位（Most Significant Bit，MSB），最右端的位a−b称为最低位（Least Significant Bit，LSB）。式（2-2）是当二进制数为正数时与十进制数之间的对应关系，当二进制数为负数时，数值与十进制数的对应关系与二进制数的表示形式有关。
 
表示一个数的一组数字称为字，而一个字包含位的数目称为字长。字长的典型值是一个为2的幂次方的正整数，如8、16、32等。字的大小通常用字节（Byte）来表示，一个字节有8个比特。
 
2. 定点数的三种形式
 
定点数有三种表示形式：原码、反码及补码。这三种表示方法在FPGA设计中使用十分普遍，下面分别进行讨论。
 
（1）原码表示法。原码表示法是指符号位加绝对值的表示法，符号位通常用0表示正号，用1表示负号。例如，二进制数(x)2=0Δ110表示的是+0.75；(x)2=1Δ110表示的是−0.75。如果已知原码各位的值，则它代表的十进制可表示为
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（2）反码表示法。正数的反码与原码相同，负数的反码表示方法也十分简单，将原码除符号位的所有位取反，即得到负数的反码。例如，十进制数−0.75的二进制原码表示为(x)2=1Δ110，其反码为1Δ001。
 
（3）补码表示法。正数的补码、反码及原码完全相同。负数的补码与反码之间有一个简单的换算关系：补码等于反码在最低位加1。例如，十进制数−0.75的二进制原码表示为(x)2=1Δ110，反码为1Δ001，其补码为1Δ010。值得一提的是，如果将二进制数的符号位定在最右边，即二进制数表示整数，则负数的补码与负数绝对值之间也有一个简单的运算关系：补码当作正整数，补码的整数值+原码绝对值的整数值=2B。还是上面相同的例子，十进制数−0.75的二进制原码表示为(x)2=1Δ110，反码为1Δ001，其补码为1Δ010。补码1Δ010的符号位定在最末位，且当作正整数1010Δ，十进制数为10，原码1Δ110的符号位定在最末位，且取绝对值的整数0110Δ，十进数为6，则10+6=16=24。在二进制运算过程中，补码最重要的特性是可以将减法用加法运算的规则实现。
 
原码的优点是乘除运算方便，不论正负数，乘除运算都一样，并以符号位决定结果的正负号；若做加法则需要判断两个数符号是否相同；若做减法，还需要判断两个数绝对值的大小，而后用大数减小数。补码的优点是加减法运算方便，不论正负数均可直接相加，且符号位同样参与运算。
 
2.1.3 浮点数表示
 
1. 浮点数的定义及标准
 
浮点数是属于有理数中某特定子集的数的数字表示，在计算机中用来近似表示任意某个实数。具体地说，这个实数由一个整数或定点数（即尾数）乘以某个基数的整数次幂得到，这种表示方法类似于基数为10的科学记数法。
 
一个浮点数A由m和e两个数来表示，即A=m×be。在任意一个这样的数字表示系统中，我们需要确定两个参数：基数b（记数系统的基）和精度B（使用多少位来存储）。m（即尾数）是B位二进制数，如±dΔddd…ddd。如果m的第一位是非0整数，m称作规格化后的数据。一些数据格式使用一个单独的符号位s（代表+或者−）来表示正负，这样m必须是正的。e在浮点数据中表示基的指数。采用这种表示方法，可以在某个固定长度的存储空间内表示定点数无法表示的更大范围的数。此外，浮点数表示法通常还包括一些特别的数值：+∞和−∞（正负无穷大），以及NaN（Not a Number）等。无穷大用于数太大而无法表示的时候，NaN则指示非法操作或者出现一些无法定义的结果。
 
大部分计算机采用二进制（b=2）的表示方法。位（bit）是衡量浮点数所需存储空间的单位，通常为32位或64位，分别叫作单精度和双精度。一些计算机提供更大的浮点数，例如，Intel公司的浮点运算单元Intel 8087协处理器（以及集成了该协处理器的其他产品）提供80位长的浮点数，这种长度的浮点数通常用于存储浮点运算的中间结果。还有一些系统提供128位的浮点数（通常用软件实现）。
 
在IEEE 754标准之前，业界并没有一个统一的浮点数标准。很多计算机制造商都设计自己的浮点数规则和运算细节。那时，实现的速度和简易性比数字的精确性更受重视，这种情况给代码的可移植性造成了不小的困难。直到1985年，Intel打算为它的8086微处理器引进一种浮点数协处理器的时候，聘请了加州大学伯克利分校最优秀的数值分析家之一，William Kahan教授，来为8087 FPU设计浮点数格式。William Kahan又找来两个专家来协助他，于是就有了KCS组合（Kahn，Coonan and Stone），并共同完成了Intel的浮点数格式设计。
 
Intel的KCS浮点数格式完成得如此出色，以致于IEEE决定采用一个非常接近KCS的方案作为IEEE的标准浮点格式。IEEE于1985年制订了二进制浮点运算标准（Binary Floating-Point Arithmetic）IEEE 754，该标准限定指数的底为2，同年被美国引用为ANSI标准。目前，几乎所有计算机都支持该标准，大大改善了科学应用程序的可移植性。考虑到IBM System/370的影响，IEEE于1987年推出了与底数无关的二进制浮点运算标准IEEE 854，同年该标准也被美国引用为ANSI标准。1989年，国际标准组织IEC批准IEEE 754/854为国际标准IEC 559:1989，后来经修订，标准号改为IEC 60559。现在，几乎所有的浮点处理器完全或基本支持IEC 60559。
 
2. 单精度浮点数据格式
 
IEEE 754标准定义了浮点数的存储格式，包括部分特殊值的表示（无穷大和NaN）；同时给出了对这些数值进行浮点操作的规定。它也制定了4种取整模式和5种例外（Exception），包括何时会产生例外，以及具体的处理方法。
 
在IEEE 754中规定了4种浮点数的表示格式：单精度（32位浮点数）、双精度（64位浮点数）、单精度扩展（≥43位，不常用）、双精度扩展（≥79位，通常采用80位进行实现）。事实上，很多计算机语言都遵从了这个标准，包括可选部分。例如，C语言在IEEE 754发布之前就已存在，现在它能完美支持IEEE 754标准的单精度和双精度运算，虽然它早已有另外的浮点实现方式。
 
单精度（IEEE Single-Precision Std.754）浮点数据格式如图2-2所示。
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 图2-2　IEEE Single-Precision Std.754浮点数据格式
 

 
符号数S（Sign）占1 bit，0代表正号，1代表负号；指数位E（Exponent）占8 bit，E的取值范围为0～255（无符号整数），实际数值e=E-127，有时E也称为移码，或不恰当地称为阶码（阶码实际应为e）；尾数位M（Mantissa）占23 bit，M也叫作有效数字位（Significant）、系数位（Coefficient），甚至被称作小数。在一般情况下，m=(1.M)2，使得实际的作用范围为1≤尾数<2。为了对溢出进行处理，以及扩展对接近0的极小数值的处理能力，IEEE 754对M做了一些额外规定。
 
（1）0值：以指数E、尾数M全零来表示0值。当指数位S变化时，实际存在正0和负0两个内部表示，其值认为都等于0。
 
（2）E=255、M=0时，用作无穷大（或Infinity、∞）。根据符号不同，又有+∞、−∞。NaN：E=255、M不为0时，用作NaN（Not a Number，“不是数”之意）。
 
浮点数所表示的具体值可用下面的通式表示
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式中，尾数（1.M）中的1为隐藏位。
 
还需要特别注意的是，虽然浮点数的表示范围及精度与定点数相比有很大的改善，但因为浮点数毕竟也是以有限的32 bit长度来反映无限的实数集合，因此大多数情况下都是一个近似值。表2-1是几个浮点格式数据与实数之间的对应关系表。
 
 
 表2-1　单精度浮点数据与实数之间的对应关系
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3. 一种适合FPGA处理的浮点数据格式
 
与定点数相比，浮点数据虽然可以表示更大范围、更高精度的实数，然而在FPGA器件中实现时却需要占用成倍的硬件资源。例如，加法运算，两个定点数据直接相加即可，浮点的加法却需要更为繁杂的运算步骤。
 
• 对阶操作：比较指数大小，对指数小的操作数的尾数做移位，完成尾数的对阶操作。
 
• 尾数相加：对对阶后的尾数进行加（减）操作。
 
• 规格化：规格化有效位并且根据移位的方向和位数修改最终的阶码。
 
这一系列操作不仅需成倍地消耗FPGA内部的硬件资源，也会成倍地降低系统的运算速度。对于浮点数乘法操作来说，一般需要以下的操作步骤。
 
• 指数相加：完成两个操作数的指数相加运算。
 
• 尾数调整：将尾数M调整为1.M的补码格式。
 
• 尾数相乘：完成两个操作数的尾数相乘运算。
 
• 规格化：根据尾数运算结果调整指数位，并对尾数进行舍入截位操作，规格化输出结果。
 
浮点乘法器的运算速度主要由FPGA内部集成的硬件乘法器决定。如果将24位的尾数修改为18位的尾数，则可在尽量保证运算精度的前提下最大限度地提高浮点乘法运算的速度，同时也可大量减少所需的乘法器资源（大部分FPGA芯片内部的乘法器核均为18 bit×18 bit。2个24 bit数的乘法操作需要占用4个18 bit×18 bit的硬核乘法器，2个18 bit数的乘法操作只需占用1个18 bit×18 bit的硬核乘法器）。IEEE标准中尾数设置的隐藏位主要是考虑节约寄存器资源，而FPGA内部具有丰富的寄存器资源，如直接将尾数表示成18 bit的补码格式，则可去除尾数调整的运算，也可以减少一级流水线操作。
 
文献[20]根据FPGA内部的结构特点定义了一种新的浮点数据格式，如图2-3所示。
 
 
 [image: ] 
 图2-3　一种适合FPGA实现的浮点数据格式
 

 
图中，e为8位有符号数（−128≤e≤127）；f为18位有符号小数（−1≤f<1）。自定义浮点数所表示的具体值可用下面的式（2-5）表示。
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为便于数据规格化输出及运算，规定数值1的表示方法为指数为0，尾数为B“01_1111_1111_1111_1111”；数值0的表示方法为指数为−128，尾数为0。这种浮点数据格式与单精度格式的区别在于：自定义格式将原来的符号位与尾数位合并成18 bit的补码格式定点小数，表示精度有所下降，却可大大节约乘法器资源（由4个18 bit×18 bit乘法器减少到1个），从而达到有效减少运算步骤并提高运算速度（由二级18 bit×18 bit乘法运算减少到一级运算）的目的。表2-2是几个自定义浮点格式数据与实数之间的对应关系表。
 
 
 表2-2　自定义浮点数据与实数之间的对应关系
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2.2 FPGA中数的运算
 
2.2.1 加/减法运算
 
如前节所述，FPGA中的二进制数可以分为定点数和浮点数两种格式，虽然浮点数的加减法运算相对于定点数而言在运算步聚和实现难度上都要复杂得多，但基本的运算仍然是通过分解为定点数运算，以及移位等运算步骤来实现的，因此本节只针对定点数运算进行分析讲解。
 
进行FPGA实现的设计输入语言主要有Verilog HDL和VHDL两种。由于本书使用Verilog HDL语言讲解，这里只介绍Verilog HDL语言中对定点数的运算及处理方法。
 
Verilog HDL设计文件中最常用的数据类型是单比特wire及reg，以及它们的向量形式。当需要进行数据运算时，Verilog HDL如何判断二进制数据的小数位、有符号数表示形式等信息呢？在Verilog HDL程序中，所有二进制数均当作整数处理，也就是说小数点均在最低位的右边。如果要在程序中表示带小数的二进制运算，该如何处理呢？其实，进行Verilog HDL程序设计时，定点数据的小数点位可由程序设计者隐性标定。比如，对于两个二进制数00101和00110，当进行加法运算时，Verilog HDL的编译器按二进制规则逐位相加，结果为01011。如果设计者将数据均看成无符号整数，则表示5+6=11，将数据的小数点位均看成在最高位与次高位之间，即0Δ0101、0Δ0110、0Δ1011，则表示0.3125+0.375=0.6875。
 
需要注意的是，与十进制数运算规则相同，即做加减法运算时，参加运算的两个数的小数点位置必须对齐，且结果的小数点位置相同。仍然是两个二进制数00101和00110，进行加法运算时，如果两个数的小数点位置不相同，比如分别为0Δ0101、00Δ110，代表的十进制数分别为0.3125和0.75。两个数不经过处理，仍然直接相加，Verilog HDL的编译器按二进制规则逐位相加，结果为01011。小数点位置与第一个数相同，则表示0.6875，小数点位置与第二个数相同，则表示1.375，显然结果不正确。为进行正确的运算，需要在第二个数末位补0，为00Δ1100，两个数再直接相加，得到01Δ1001，转换成十进制数为1.0625，得到正确的结果。
 
显然，如果设计者将数据均看成无符号整数，则不需要进行小数位扩展，因为Verilog HDL编译器会自动将参加运算的数据以最低位对齐进行运算。
 
Verilog HDL如何表示负数呢？比如二进制数1111，在程序中是表示15还是-1？方法十分简单。声明端口或信号时，默认状态均表示无符号数；如需指定某个数为有符号数，则只需在声明时增加signed关键字即可。如“wire signed [7:0] number;”则表示将number声明为8比特字长的有符数，在对其进行运算时自动采用有符号数运算。这里所说的无符号整数指所有二进制数均是正整数，对于B比特的二进制数：
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转换成十进制数为
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有符号数则指所有二进制数均是补码形式的整数，对于B比特的二进制数据，转换成十进制数为
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有读者可能要问了：如果在设计文件中要同时使用有符号数和无符号数操作的话，该怎么办呢？为了更好地说明程序中对二进制数表示形式的判断方法，我们来看一个具体的实例。
 
例2-1 Verilog HDL实现符号数运算
 
在Quartus II中编写一个Verilog HDL程序文件，在一个文件中同时使用有符号数及无符号数运算，并进行仿真。
 
由于该程序文件十分简单，这里直接给出文件源代码。
 
--这是SymbExam.v文件的程序清单

module SymbExam (

    d1,d2,

    signed_out,unsigned_out);



    input   [3:0]  d1;                             //输入加数1

    input   [3:0]  d2;                             //输入加数2

    output  [3:0]    unsigned_out;          //无符号加法输出

    output  signed [3:0] signed_out;        //有符号加法输出



    //无符号加法运算

        assign unsigned_out = d1 + d2;



    //有符号加法运算

    wire signed [3:0] s_d1;

    wire signed [3:0] s_d2;

    assign s_d1 = d1;

    assign s_d2 = d2;

        assign signed_out = s_d1 + s_d2;



endmodule
 
图2-4为该程序的RTL原理图，从图中可以看出，signed_out、unsigned_ou均为d1、d2以进行相加后的输出，且加法器并没有标明是否为有符号运算。
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 图2-4　有符号数加法及无符号数加法RTL原理图
 

 
图2-5为程序的仿真波形图。从图中可以看出，signed_out及unsigned_out的输出结果完全相同，这是什么原因呢？相同的输入数据，进行无符号数运算和有符号数运算的结果竟然没有任何区别！
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 图2-5　有符号数加法及无符号数加法的仿真波形图
 

 
既然如此，何必在程序中区分有符号数及无符号数呢？原因其实十分简单，对于加法、减法，无论是否为符号数运算，其结果均完全相同，因为二进制的运算规则完全相同。如果将二进制数据转换成十进制数据，我们就以看出两者的差别了。下面以列表的形式来分析具体的运算结果，如表2-3所示。
 
 
 表2-3　有符号数及无符号数加法运算结果表
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分析表2-3中的数据，结合二进制数据的运算规则可以得出以下几点结论。
 
• B比特的二进制数，如当作无符号整数，表示的范围为0～2B-1；如当作有符号整数，表示的范围为-2B_1～2B_1-1；
 
• 如果二进制数的表示范围没有溢出，将运算数据均当作无符号数或有符号数，则运算结果正确；
 
• 两个B比特的二进制数做加/减法运算，如要确保运算结果不溢出，需要B+1位数据存放运算结果；
 
• 两个二进制数据进行加/减法运算，只要输入数据相同，则不论是当作有符号数还是无符号数，其运算结果的二进制数完全相同。
 
虽然在二进制的加/减法运算中，两个二进制数据运算结果的二进制形式完全相同，在实际Verilog HDL程序设计时，仍然十分有必要根据设计需要，采用signed关键字对信号进行有符号声明。比如做比较运算时，对于无符号数据，1000大于0100，对于有符号数据，1000小于0100。
 
2.2.2 乘法运算
 
加法及减法运算在数字电路中实现相对较为简单，在用综合工具综合设计时，RTL电路图中加、减操作会被直接综合成加法器或减法器组件。乘法运算在其他软件编程语言中实现也十分简单，但用门电路、加法器、触发器等基本数字电路元件实现乘法功能却不是一件容易的事。用Altera公司器件做FPGA/CPLD设计时，如果选用的目标器件内部集成了专用的硬件乘法器核，则Verilog HDL语言的乘法运算符在综合成电路时将直接综合成硬件乘法器，否则综合成由LUT等基本元件组成的乘法电路。乘法器运算与加减法运算相比，需要占用成倍的硬件逻辑资源。当然，实际FPGA工程设计中，在需要用到乘法运算的情况下，可以尽量使用目标器件提供的硬件乘法器IP核，这种方法不仅不需占用普通逻辑资源，并且往往可以达到很高的运算速度。
 
FPGA器件中的硬件乘法器核资源是十分有限的，而乘法运算本身比较复杂，用基本逻辑单元按照乘法运算规则实现乘法运算的资源占用比较高。设计中遇到的乘法运算可分为信号与信号之间的运算，以及常数与信号之间的运算。对于信号与信号之间的运算通常只能使用乘法器核实现，而对于常数与信号之间的运算则可以通过移位及加减法实现。信号A与常数相乘运算操作的分解例子如下。
 
A×16=A左移4位
 
A×20=A×16+A×4=A左移4位+A左移2位
 
A×27=A×32-A4-A=A左移5位-A左移2位-A
 
需要注意的是，由于乘法运算结果的数据位数比乘数的数据位数多，因此在用移位及加法操作实现乘法运算前，需要将数据位数进行扩展，以免出现数据溢出现象。
 
2.2.3 除法运算
 
在Quartus II集成开发环境下的Verilog HDL语言编译环境中，除法、指数、求模、求余等操作均无法在Verilog HDL程序中直接进行相关运算。实际上，用基本逻辑元件构建这4种运算本身是十分复杂的工作，如果要用Verilog HDL实现这些运算，一种方法是使用开发环境提供的IP核或使用商业IP核，另一种方法只能是将算法分解成加、减、移位等操作步骤来逐步实现。
 
Altera的FPGA器件一般都提供除法器IP核。对于信号与信号之间的除法运算，最好的方法是采用Quartus II提供的现成IP核，而对于除数是常量的除法运算，则可以采取加、减、移位运算来完成除法功能。下面是一些信号A与常数相除运算操作的分解例子。
 
A÷2≈A右移1位
 
A÷3≈A×(0.25+0.0625+0.0156)≈A右移2位+A右移4位+A右移6位
 
A÷4≈A右移2位
 
A÷5≈A×(0.125+0.0625+0.0156)≈A右移3位+A右移4位+A右移6位
 
需要说明的是，与乘法运算不同，常数乘法通过左移运算可以得到完全准确的结果，而常数除法运算却不可避免地存在运算误差。显然，采用分解方法的除法运算只能得到近似正确的结果，且分解运算的项数越多，精度越高。这正是由FPGA等数字信号处理硬件平台不可避免的有限字长效应引起的。
 
2.2.4 有效数据位的计算
 
1. 有效数据位的概念
 
众所周知，在FPGA数字运算中，每个数据位需要相应的寄存器来存储，参与运算处理的数据位越多，所占用的硬件资源也越多。为确保运算结果的正确性，或者为尽量获取较高的运算精度，通常又不得不增加相应的运算字长。因此，为确保硬件资源的有效利用，需要在工程设计时，准确掌握运算中的有效数据位长度，尽量减少无效数据位参与运算，从而避免浪费宝贵的硬件资源。
 
所谓有效数据位，即指表示有用信息的数据位。例如，整数型的有符号二进制数据001，显然只需要用二比特数据即可正确表示01，因此最高位的符号位其实没有代表任何信息。
 
2. 加法运算中的有效数据位
 
先考虑两个二进制数之间的加法（对于补码数据来说，加减法运算规则相同，因此只讨论加法运算情况）运算。假设数据位较大的位数为N，则加法运算结果需要用N+1位才能保证运算结果不溢出，也就是说两个长度为N（另一个数据位长度也可以小于N）的二进制数进行加法运算，运算结果的有效数据位长度为N+1。如果运算结果只能采用N位数据表示时，该如何对结果进行截取呢？截取后的结果如何能保证运算的正确性呢？下面我们还是以具体的例子来进行分析。
 
比如两个长度为4的二进制数据d1、d2进行相加运算。我们来考查d1、d2取不同值时的运算结果及截位后的结果。为便于分析比较，见表2-4。
 
 
 表2-4　有效数据位截位与加法运算结果的关系
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分析表2-4的运算结果可知，对于两个长度为N的二进制数据进行加法运算，需要采用N+1位数据才能获得完全准确的结果。如果需要采用N位数据存放结果，则取低N位会产生溢出，得出错误结果，取高N位不会出现溢出，但运算结果相当于降低了1/2。
 
前面的分析实际上是将数据均当作整数，也就是说小数点位置均位于最低位的右边。在数字信号处理中，定点数通常把数限制在-1～1之间，即把小数点规定在最高位和次高位之间。同样是表2-4的例子，考虑小数运算时，运算结果的小数点位置又该如何确定呢？对比表2-4中的数据，可以很容易地看出，如果采用N+1位数据表示运算结果，则小数点位置位于次高位的右边，而不再是最高位的右边；如果有用N位数据表示运算结果，则小数点位置位于最高位的右边。也就是说，运算前后小数点右边的数据位数（也是小数位数）是恒定不变的。实际上，在Verilog HDL语言环境中，如果对两个长度为N的数据进行加法运算，为了得到N+1位的准确结果，必须先对参加运算的数进行一位符号位扩展。
 
3. 乘法运算中的有效数据位
 
与加法运算一样，我们同样考查乘数均是补码表示形式（有符号数）的情况，这也是FPGA进行数字信号处理最常用的数据表示方式，在讨论清楚补码的相关情况后，读者很容易得出无符号数的运算规律。
 
从表2-5可以得出以下几条运算规律。
 
• 对于字长分别为M、N的数据进行乘法运算，需要采用M+N位字长的数据才能得到准确的结果；
 
• 对于乘法运算，不需要通过扩展位数来对齐乘数的小数点位置；
 
• 当乘数为小数时，乘法结果的小数位位数等于两个乘数的小数位位数之和；
 
• 当需要对乘法运算结果截取时，为保证得到正确的结果，只能取高位，而舍去低位数据，这样相当于降低了运算结果的精度；
 
• 只有当两个乘数均为所能表示的最小负数（最高位为1，其余位均为0）时，才有可能出现最高位与次高位不同的情况，也就是说，只有在这种情况下，才需要M+N位字长的数据来存放准确的最终结果，其他情况下，实际上均有两位相同的符号位，只需要M+N-1位字长即可存放准确的运算结果。
 
 
 表2-5　有效数据位截位与乘法运算结果的关系
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在Quartus开发环境中，提供的乘法器IP核在选择输出数据位数时，如果选择全精度运算，则会自动生成M+N位字长的运算结果。在实际工程设计中，如果预先知道某位乘数不可能出现最小负值的情况，或者通过一些控制手段去除出现最小负值的情况，则完全可以只用M+N-1位字长存放运算结果，从而节约一位寄存器资源。如果乘法运算只是系统的中间环节，则后续的每个运算步骤均可节约一位寄存器资源。
 
4. 乘加运算中的有效数据位
 
前面讨论运算结果的有效数据位时，都是指参加运算的信号均是变量的情况。在数字信号处理中，通常会遇到乘加运算的情况，一个典型的例子是有限脉冲响应（Finite Impulse Response，FIR）滤波器的设计。当乘法系数是常量时，最终运算结果的有效数据位需要根据常量的大小来重新计算。
 
比如需要设计一个FIR滤波器：
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假设滤波器系数为[13，-38，74，99，99，74，-38，13]，如果输入数据为N比特的二进制数，则滤波器输出最少需要采用多少位来准确表示呢？显然，要保证运算结果不溢出，我们需要计算滤波器输出的最大值，并以此推算输出有效数据位数。方法其实很简单，只需要计算所有滤波器系数绝对值之和，再计算表示该绝对值之和所需的最小无符号二进制数据位n，则滤波器输出的有效数据位数为N+n。对于这个实例，可知滤波器绝对值之和为448，至少需要9比特二进制数表示，因此n=9。
2.3 有限字长效应
 
2.3.1 字长效应的产生因素
 
数字信号处理的实质是一组数值运算，这些运算可以在通用数字计算机上用软件实现，也可以用专门的硬件实现。无论采用哪种实现方式，数字信号处理系统的一些系数、信号序列的各个数值及运算结果等都要以二进制形式存储在有限长的存储单元中。如果处理的是模拟信号，例如常用的采样信号处理系统，输入的模拟量经过采样和模/数转换后，变成有限字长的数字信号，有限字长的数就是有限精度的数。因此，具体实现中往往难以完全保证原设计精度，从而产生误差，甚至导致错误的结果。在数字系统中主要有以下三种因有限字长而引起误差的因素。
 
• 模/数（A/D）转换器把模拟输入信号转换成一组离散电平时产生的量化效应。
 
• 把系数用有限位二进制数表示时产生的量化效应。
 
• 在数字运算过程中，为限制字长进行的尾数处理和为防止溢出而压缩信号电平的有限字长效应。
 
引起这些误差的根本原因在于寄存器（存储单元）的字长有限。误差的特性与系统的类型、结构形式、数字的表示法、运算方式及字长有关。在通用计算机上，字长较长，量化步长很小，量化误差不大，因此用通用计算机实现数字系统时，一般可以不考虑有限字长的影响。但使用专用硬件，如FPGA实现数字系统时，其字长较短，就必须考虑有限字长效应了。
 
2.3.2 A/D转换的字长效应
 
从功能上讲，A/D转换器可简单分为采样和量化两部分。采样将模拟信号变成离散信号，量化将每个采样值用有限字长表示。采样频率的选取直接影响A/D转换的性能，根据奈奎斯特定理，采样频率至少需要大于等于信号最高频率的两倍，才能够从采样后的离散信号中恢复原始的模拟信号，且采样频率越高，A/D性能越好。量化效应可以等效为输入信号为有限字长的数字信号，其统计意义上的等价结构如图2-6所示。
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 图2-6　A/D转换的等效模型
 

 
根据图2-6所示的模型，量化后的取值可以表示成精确取样值和量化误差的和，即
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这一模型基于以下的几点假设。
 
• e(n)是一个平稳的随机取样序列。
 
• e(n)具有等概分布特性。
 
• e(n)具有白噪声过程。
 
• e(n)和x(n)是不相关的。
 
由于e(n)具有等概分布，舍入误差的概率分布如图2-7（a）所示，补码截尾的概率分布如图2-7（b）所示，原码截尾的概率分布如图2-7（c）所示。
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 图2-7　量化误差概率分布
 

 
以上3种表示方法中误差信号的均值和方差分别为
 
• 舍入时，均值为0，方差为δ2/2。
 
• 补码截尾时，均值为−δ/2，方差为δ2/12。
 
• 原码截尾时，均值为0，方差为δ2/3。
 
这样，量化过程可以等效为在无限精度的数上叠加一个噪声，其中，舍入操作得到的信噪比，即量化信噪比的表达式为
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从式（2-11）可以看出，舍入后的字长每增加1位，SNR约增加6 dB。那么，在数字信号处理系统中是否选取字长越长越好呢？其实选取A/D转换的字长主要考虑两个因素：输入信号本身的信噪比，以及系统实现的复杂度。由于输入信号本身有一定的信噪比，字长增加到一定长度时，当A/D转换器量化噪声比输入信号的噪声电平更低时，再增加字长就没有意义了；随着A/D字长的增加，数字系统实现的复杂程度也会急剧增加，特别是对于采用FPGA等硬件平台实现的数字系统，这一问题显得尤其突出。文献[16]、[17]对量化噪声相关问题进行了详细的讨论，文献[16]对A/D量化字长对不同系统的解调性能影响进行了详细分析及仿真。
 
2.3.3 系统运算中的字长效应
 
对于二进制运算来讲，定点数的加法运算虽然不会改变字长，但存在数据溢出的可能，因此需要考虑数据的动态范围。定点数的乘法运算显然存在字长效应，因为2个B位字长的定点数据相乘，要保留所有有效位需要使用2B位字长的数据，数据截尾或舍入必定会引起字长效应。在浮点数运算中，乘法或加法运算均有可能引起尾数位的增加，因此也存在字长效应。一些读者可能会问：为什么不能增加字长来保证运算过程不产生截尾或舍入操作呢？这样虽然需要增加一些寄存器资源，但毕竟可以避免因截尾或舍入而带来的运算精度下降甚至运算错误吧！对于没有反馈的系统，这样理解也未尝不可。对于数字滤波器或较为复杂的电路系统来讲，通常会需要具有反馈网络的结构，这样每一次闭环运算均增加一部分字长，循环运算下去势必要求越来越多的寄存器资源，字长的增加是单调增加的，也就是说随着运算的持续，所需寄存器资源是无限增加的。采用这样的方法来实现一个系统，显然是不现实的。
 
考虑一个一阶滤波器，其系统函数为
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在无限精度运算的情况下，其差分方程为
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在定点数据运算中，每次乘加运算后都必须对尾数进行舍入或截尾处理，即量化处理，而量化过程是一个非线性过程，处理后相应的非线性差分方程变为
 

 [image: ]

 
例2-2 MATLAB仿真运算中的字长效应
 
用MATLAB软件仿真式（2-14）所表示的一阶数字滤波器输入信号响应结果，输入信号为冲激信号7δ(n)/8。仿真原系统、2 bit、4 bit、6 bit量化情况下的输出响应结果，并画图进行对比说明。
 
该实例的MATLAB源程序的部分清单如下，完整的程序请参考本书配套网络光盘中的“Chapter_2\E2_2\QuantArith.m”文件。
 
% QuantArith.m文件的程序清单

x=[7/8 zeros(1,15)];

y=zeros(1,length(x));    %存放原始运算结果

Qy=zeros(1,length(x));    %存放未量化运算结果

Qy2=zeros(1,length(x));   %存放2 bit量化运算结果

Qy4=zeros(1,length(x));   %存放4 bit量化运算结果

Qy6=zeros(1,length(x));   %存放6 bit量化运算结果



%滤波器系数

A=0.5;

b=[1];

a=[1,A];



%未经过量化处理的运算

for i=1:length(x);

    if i==1

        y(i)=x(i);

    else

        y(i)=−A*y(i-1)+x(i);

    end

end



%经过量化处理的运算

B=2;       %量化位数

for i=1:length(x);

    if i==1

        Qy(i)=x(i);

        Qy(i)=round(Qy(i)*(2^(B-1)))/2^(B-1);

    else

        Qy(i)=-A*Qy(i-1)+x(i);

        Qy(i)=round(Qy(i)*(2^(B-1)))/2^(B-1);

    end

end

Qy2=Qy;



%4比特量化运算结果存放在Qy4中

---

%6比特量化运算结果存放在Qy6中

---

%绘图

xa=0:1:length(x)-1;

plot(xa,y,'-',xa,Qy2,'--',xa,Qy4,'O',xa,Qy6,'+');

legend（'原系统运算结果'，'2bit量化运算结果'，'4bit量化运算结果'，'6bit量化运算结果'）

xlabel（'运算次数'）；ylabel（'滤波结果'）；
 
图2-8为程序仿真运算结果，从仿真结果可以看出，在无限精度运算时，输出响应逐渐趋近于0；在运算过程经量化处理后，输出响应在几次运算后形成固定值的来回振荡过程；量化位数越少，振荡的值越大。
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 图2-8　一阶系统的量化运算结果
 

2.4 FPGA中的常用处理模块
 
2.4.1 加法器模块
 
加/减法器是FPGA设计中使用最为频繁的运算单元之一。根据加/减法器的实现结构，可分为串行加法器和流水线加法器，两种运算结构的差别在于所需硬件资源及运算速度的区别。在FPGA设计过程中，虽然也可以利用真值表、最基本的门电路、寄存器等单元搭建所需位数的加/减法器，但这种方法的效率显然不能满足工程设计的要求。FPGA设计中最常用的是多位二进制加/减法运算。最简单、最常用的方法是在程序文件中直接使用运算符“+”、“−”来完成相应的运算。
 
除了使用运算符完成相应运算外，另一种简便、实用、高效的方法是使用Quartus环境提供的加法器IP核。Quartus II提供的可用IP种类与所选的目标器件有关，一般来讲，器件的规模越大，所提供的IP种类越多。
 
Quartus II提供了两种加/减法器IP核（ALTFP_ADD_SUB、LPM_ADD_SUB），其中ALTFP_ADD_SUB为浮点加/减法器运算IP核。本文仅介绍LPM_ADD_SUB核的基本使用方法，读者可以参考IP核的数据手册了解ALTFP_ADD_SUB的使用方法。
 
Altera提供的加减法IP核可以方便用户生成所需要的加法器。用户可指定输入数据位宽、选择加减法运算方式等参数。启动MegaWizard Plug-In Manager工具后，依次选中“Arithmetic→LPM_ADD_SUB”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后，单击“Next”按钮后进入加法器IP核参数设置界面，如图2-9所示，图中可以选择运算模式：加法（Addition only）、减法（Subtraction only）、加/减法（Create an‘add_sub’input port to allow me to do both）。我们选择加法模式，输入数据位宽保持默认值8bit，单击“Next”按钮进入如图2-10所示的界面。
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 图2-9　加法器IP核运算模式设置界面
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 图2-10　加法器IP核输入数据设置界面
 

 
在图2-10所示的界面中，用户可以设置输入数据是否为常数（constant），且可以设置具体的常数值；界面还提供了输入数据是否为有符号数的选项。我们选择输入数据为变量值（No，both values vary），同时选中“Signed”单选按钮，设置输入数据为有符号数。继续单击“Next”按钮进入加法器IP核参数设置的第5个页面，如图2-11所示。
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 图2-11　加法器IP核进位信号设置界面
 

 
在这个界面中，用户可以设置是否需要输入进位参与运算（Create a carry/borrow-out input），是否需要提供溢出指示信号（Create a carry/borrow-out output）及进位信号（Create a overflow output）。选种该页面的所有单选按钮，可以看到界面左侧的加法器RTL原理图中增加了相应的信号接口。继续单击“Next”按钮进入加法器IP核参数设置的第6个页面，如图2-12所示。
 
 
 [image: ] 
 图2-12　加法器IP核流水线功能设置界面
 

 
在这个页面中，用户可以设置加法器IP核的流水线运算模式。如果选择“No”单选按钮，则加法器是一个不带寄存器、时钟信号的纯粹逻辑功能运算单元；如果选择“Yes”单选按钮，则可以设置异步清零接口（aclr）、时钟允许接口（clken），以及流水线级数（output latency）。
 
至此，我们已完成了加法器IP核的主要参数设置，连续单击“Next”按钮直到完成所有设置界面。设置好IP核和各种参数后，双击“add.v”文件，打开生成的加法器IP核源代码，在文件编辑区中打开并查看IP核的对外接口信息。
 
module add (

    aclr,

    add_sub,

    cin,

    clken,

    clock,

    dataa,

    datab,

    cout,

    overflow,

    result);
 
获取到IP核的模块声明后，直接在Verilog HDL文件中对模块进行实例化即可使用该IP核。
 
2.4.2 乘法器模块
 
1. 双输入乘法器运算核
 
乘法器是FPGA设计中大量使用的运算单元之一。FPGA设计中最简单、最常用的方法是在程序文件中直接使用运算符“*”来完成相应的运算，但使用符号运算只能使用简单的乘法功能，不便于设置输入输出寄存器、流水线操作等功能。
 
除了使用运算符完成相应运算外，另一种简便、实用、高效的方法是使用Quartus II环境提供的乘法器IP核。Quartus II提供了多种乘法器运算IP核，如ALTFP_MULT（浮点数据的乘法运算）、ALTMEM_MULT（基于存储器结构的常系数乘法运算）、ALTMULT_ACCUM（乘法累加运算）、ALTMULT_ADD（乘加运算）、ALTMULT_COMPLEX（复数乘法运算），以及LPM_MULT（常规乘法运算）。
 
我们首先介绍LPM_MULT运算IP核的使用方法，而后介绍ALTMULT_COMPLEX的使用方法。
 
Altera提供的乘法运算IP核可以方便用户生成所需要的乘法器，用户可指定输入数据位宽、运算流水线级数等参数。LPM_MULT运算IP核的数据位宽范围为1～256比特，支持有符号数及无符号数运算，支持流水线运算，提供异步清零及时钟允许信号等控制接口。
 
启动MegaWizard Plug-In Manager工具后，依次选中“Arithmetic→LPM_MULT”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后，单击“Next”按钮后进入乘法器IP核参数设置界面，如图2-13所示。
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 图2-13　乘法器IP核参数设置页面（一）
 

 
在Multiply configuration部分可以设置实现两个操作数的乘法（Multiply ‘dataa’ input by ‘datab’input）或实现平方运算（Multiply ‘dataa’ input by itself）；可以设置输入数据的位宽（当输入数据位宽均不大于9比特时，FPGA采用9比特的乘法器IP核实现，否则采用18比特的乘法器IP核实现）；可以设置输出数据位宽（通常保持默认值即可）。单击“Next”进入下一步数据参数设置界面，如图2-14所示。
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 图2-14　乘法器IP核参数设置页面（二）
 

 
在Data Input部分可以设置乘法操作数是否为常数；可以设置数据为有符号数（Signed）或无符号数（Unsigned）；可以设置实现乘法运算的结构为专用乘法器IP核（Use the dedicated Multiplier circuity）或逻辑单元（Use logic elements）。设置完后，继续单击“Next”按钮进入第5个参数设置页面，如图2-15所示，在这一页面中，可以设置乘法运算的流水线级数（output latency），以及FPGA实现时的优化策略是速度（Speed）还是面积（Area）。至此，乘法器IP核的参数设置基本完成，持续单击“Next”按钮，进入第7步页面，如图2-16所示，在这个页面中，用户可以选择IP核所需生成的文件种类，一般保持默认值即可，只生成Verilog HDL语言的模块文件。
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 图2-15　乘法器IP核参数设置页面（三）
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 图2-16　乘法器IP核参数设置页面（四）
 

 
下面是乘法器IP核生成后的模块示例接口信息。
 
module mult (

    clock,

    dataa,

    datab,

    result);
 
2. 复数乘法器运算核
 
众所周知，两个复数的乘法运算，其实是四个定点数的相互运算结果，即
 
A=AR+AI×i
 
B=BR+BI×i
 
P=A×B=PR+PI×i
 
式中，
 
PR=AR×BR-AI×BI
 
PI=AR×BI+BR×AI
 
从上式可知，两个复数相乘，需要4个乘法器及两个加/减法器。Quartus II提供的复数乘法器IP核（LPM_COMPLEX）可根据用户的设置要求，设置输入数据的位宽及流水线等参数。
 
启动MegaWizard Plug-In Manager工具后，依次选中“Arithmetic→LPM_COMPLEX”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后，单击“Next”按钮后即进入复数乘法器IP核参数设置界面，如图2-17所示。
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 图2-17　复数乘法器核参数设置页面（一）
 

 
如图2-17所示，在General部分用户可以设置输入输出数据位宽，在Input Representation部分，用户可以设置输入数据是否为有符号数；单击“Next”按钮进入第4个设置页面，如图2-18所示。在这个页面，用户可以设置运算的流水线级数，以及选择是否需要产生清零及时钟允许等接口信号。复数乘法器IP核的参数设置主要使用以上两个页面，从上述可知，其参数设置是比较简单的。
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 图2-18　复数乘法器核参数设置页面（二）
 

 
下面是复数乘法器IP核生成后的示例模块接口信息。
 
module compx_mult_altmult_complex_42q (

    aclr,

    clock,

    dataa_imag,

    dataa_real,

    datab_imag,

    datab_real,

    ena,

    result_imag,

    result_real) ;
 
2.4.3 除法器模块
 
前面介绍加法器及乘法器运算时讲过，Verilog HDL中实现相应操作可以使用运算符和IP核两种方式。需要注意的是，这个规则在除法运算中是不成立的。在Verilog HDL中使用除法运算符“/”，综合工具会给出“错误”提示信息。
 
Quartus II提供了定点除法器运算IP核（LPM_DIVIDE）和浮点除法器运算IP核（ALTFP_DIV），接下来我们介绍LPM_DIVIDE运算IP核的使用方法。
 
启动MegaWizard Plug-In Manager工具后，依次选中“Arithmetic→LPM_DIVIDE”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后，单击“Next”按钮后即进入除法器IP核参数设置界面。
 
除法器IP核的参数设置界面主要有两个，如图2-19和图2-20所示。在图2-19所示的页面中用户可以设置输入数据的位宽，以及是否为有符号数；在图2-20所示的页面中用户可以设置运算的流水线级，以及选择是否需要产生清零及时钟允许等接口信号，同时还可以设置FPGA实现时的优化策略。如果选中Always return a postive remanider中的“Yes”单选按钮，则表示除法运算的余数始终保持为正数。从上述可知，除法器IP核的参数设置是比较简单的。
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 图2-19　除法器核参数设置页面（一）
 

 
 
 [image: ] 
 图2-20　除法器核参数设置页面（二）
 

 
下面是除法器IP核生成后的模块示例接口信息。
 
module div (

    aclr,

    clken,

    clock,

    denom,

    numer,

    quotient,

    remain);
 
2.4.4 浮点运算模块
 
前面讲述加法器、乘法器、除法器模块时，均针对的是定点数运算。正如2.1节所讲的那样，浮点运算的复杂度及所需的逻辑资源，相比定点运算来讲要成倍地增加，也正因为如此，FPGA设计时比较少使用浮点数据格式。当定点数据无法满足设计要求时，浮点数据格式依然是最好的，甚至是唯一的解决方式。使用浮点数据进行处理，难免会需要进行浮点格式的加、减、乘、除、开平方等基本的运算。前面所述的定点数据的乘、除、开平方等运算已经十分麻烦，所幸有Quartus提供的成熟IP核使用，否则真不知要耗费FPGA工程师多少汗水来实现这些基本的运算模块了！
 
Quartus II提供了多种浮点运算IP核，如ALTFP_ABS（浮点数据的取绝对值运算）、ALTFP_ADD_SUB（浮点数据加减法运算）、ALTFP_COMPARE（浮点数据比较运算）、ALTFP_DIV（浮点除法运算）、ALTFP_LOG（浮点取对数运算）、ALTFP_MULT（浮点乘法运算）等。
 
下面，我们以浮点加（减）法运算IP核为例，简要介绍浮点数据运算IP核的使用方法。启动MegaWizard Plug-In Manager工具后，依次选中“Arithmetic→ALTFP_ADD_SUB”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后，单击“Next”按钮后即进入浮点加（减）器IP核参数设置界面，如图2-21所示。
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 图2-21　浮点加法器核参数设置页面（一）
 

 
在“What is the floating point format”部分，用户可以设置浮点数据的格式：32比特的单精度数据（Single precision）、64比特的双精度数据（Double precision）或单精度扩展数据（Single extended precision）。在“What is the output latency in clock cycles”部分可以设置运算的流水线级数。在“Which operation mode do you want for the adder/subtractor”部分可以设置IP核只完成加法运算（Additional only）、只完成减法运算（Subtraction only）或可根据接口信号完成加（减）法运算（Create an ‘add_sub’ input port to do both）。
 
单击“Next”按钮进入下一步设置页面，如图2-22所示，这个页面仅用于设置用户所需的接口控制信号。继续单击“Next”按钮进入下一步设置页面，设置FPGA实现时的优化策略是速度优先（Speed）还是面积优先（Area）。
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 图2-22　浮点加法器核参数设置页面（二）
 

 
至此，浮点加法器IP核参数设置完毕。下面是浮点加法器IP核生成后的模块示例接口信息。
 
module floatadd (

    aclr,

    add_sub,

    clk_en,

    clock,

    dataa,

    datab,

    nan,

    overflow,

    result,

    underflow,

    zero)；
2.5 小结——四个过桥人
 
老子在《道德经》里讲到：祸兮，福之所倚；福兮，祸之所伏。孰知其极：其无正也。正复为奇，善复为妖。人之迷，其曰固久。是以圣人方而不割，廉而不刿，直而不肆，光而不耀。翻译成白话就是：灾祸中倚藏着福祉；福祉中伏藏着灾祸。谁能知晓其中的奥秘呢？没有标准参考。正常的变化为荒诞，良善的转化为邪恶。人们为此感到迷惑，时间已经久远了。所以圣人，动作方正而不生硬，语言锐利而不伤人，语气耿直而不放肆，光明正大而不耀眼。
 
不过我们引用得最多只是前面两句：祸兮，福之所倚；福兮，祸之所伏。再细想一下，就“熟知其极”，不知晓其中的奥秘了。
 
下面这则故事很有意思，因为故事将这其中的奥秘讲了一下。
 
有一处地势险恶的峡谷，涧底奔腾着湍急的水流，而所谓的桥则是几根横亘在悬崖峭壁间光秃秃的铁索。
 
一行四人来到桥头，一个盲人、一个聋子，以及两个耳聪目明的正常人。四个人一个接一个抓住铁索，凌空行进。
 
结果呢？盲人、聋子过了桥，一个耳聪目明的人也过了桥，另一个则跌下深渊丧了命。
 
难道耳聪目明的人还不如盲人、聋人吗？
 
是的！他的弱点恰恰源于耳聪目明。
 
盲人说：“我眼睛看不见，不知山高桥险，心平气和地攀索。”
 
聋人说：“我耳朵听不见，不闻脚下咆哮怒吼，恐惧相对减少很多。”
 
那个过了桥的耳聪目明的人则说：“我过我的桥，险峰与我何干？激流与我何干？只管注意落脚稳固就够了。”
第3章
锁相环为什么能够跟踪相位
 
■ 锁相环的组成
 
■ 从负反馈电路理解锁相环
 
■ 最简单的锁相环
 
■ 锁相环的基本性能参数
 
■ 分析一阶环的基本参数
 
■ 小结——千条路与磨豆腐
 
锁相环（Phase-Locked Loops，PLL）电路的发明者是法国的H.de Bellescize。为了简化当时广泛使用的超外差式无线接收机结构，消除因接收机本振频率漂移带来的噪声，Bellescize于1932年提出同步检波理论，首次公开发表了对锁相环路的描述，但当时并没有引起普遍的重视。直到20世纪50年代，随着电视机的实用化及普及，PLL电路才在电视机的垂直与水平同步电路中广泛采用。
 
锁相环电路的独特性能在于可以对输入信号的相位进行有效跟踪，从而可以在噪声之中提取出几乎完全纯净的信号，以及完成一些其他电路无法完成的功能，这正是锁相环电路的神奇之处。这一章，我们借用最简单的反馈电路等基础知识，来揭开锁相环跟踪信号相位的神秘面纱。
3.1 锁相环的组成
 
3.1.1 关注信号的相位分量
 
首先需要说明的是，根据不同的应用情况，实际工程设计中的锁相环路有很多种，如用于载波提取的窄带跟踪电路、用于解调器的解调环、用于提高本振频率稳定度的分频或倍频锁相环电路等。虽然存在各种形式的环路，但它们都是由三个基本部件组成：鉴相器（Phase Detector，PD）、环路滤波器（Loop Filter，LF）和电压控制振荡器（Voltage Controlled Oscillator，VCO），如图3-1所示。
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 图3-1　锁相环路的基本组成原理图
 

 
为便于后续对环路模型的深入讨论，首先有必要对图3-1中各节点信号之间的转换关系进行明确。其中θ1(t)为输入信号的瞬时相位，以弧度（rad）为单位；θ2(t)为VCO输出频率信号的瞬时相位，以弧度（rad）为单位；ud(t)为θ1(t)与θ2(t)的差值θe(t)（令θe(t)=θ1(t)-θ2(t)）的函数，是一个电压信号，单位为伏特（V）；uc(t)为ud(t)经LF滤波后的电压信号，单位为伏特（V）。
 
请读者注意，我们稍嫌啰嗦地对每个信号的单位进行说明，不仅是为了便于对模型进行更准确的描述，同时也是为了在工程设计时，更准确地对环路参数进行计算。这一点尤为重要，实际工作中，经常会发生因各种参数单位不统一的问题，导致环路设计结果与期望值相差甚远。其次，从图3-1可以看出，我们所关注的环路输入/输出信号不是电压或电流的幅值，而是电压信号的瞬时相位（由于对信号瞬时相位进行微分就可以得到瞬时频率，因此也可以说环路关注的是输入/输出信号的频率）。这一点，也请读者从现在开始，在阅读本书后续内容时，时刻在头脑里建立起来。当然，锁相环路本身也是一个闭环控制电路，也可以按照电路分析课程所学习的方法，对输入/输出信号的电压或电流的幅值建立传输函数进行分析。只不过，对于锁相环路来讲，信号幅值的变化没有什么意义，对环路的分析也没有什么帮助。实际上，VCO输出信号的幅值与输入信号幅值无关，完全由VCO本身的特性决定。
 
随着本章后续对环路的讨论，我们可以看到，如果环路中没有环路滤波器，锁相环路在一定条件下也能正常工作，但性能无法满足绝大多数工程设计要求，因此很少使用。
 
3.1.2 VCO是一个积分器件
 
初次接触到锁相环的读者，可能觉得把VCO当成一个积分器件有些莫明其妙。事实上，从VCO的功能来看，它是一个电压与频率的变换装置，在环路中作为压控振荡器，它的振荡频率随输入控制电压线性地变化，其变化关系为
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式中，ωv(t)是压控振荡器的瞬时角频率，单位为rad/s；ωo是压控振荡器的固有振荡角频率，即没有输入控制电压情况下的振荡角频率，单位为rad/s；K0为VCO的频率控制灵敏度或称增益系数，单位是rad/(s·V)。实际应用中，模拟压控振荡器的控制特性只有有限的线性控制范围，超出这个范围之后控制灵敏度将会下降。本书后面讨论数字锁相环电路时可以看到，对于数字频率控制振荡器来讲，其控制特性始终是线性的。
 
VCO的控制特性如图3-2所示。
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 图3-2　压控振荡器的控制特性
 

 
由图3-2可知，当VCO没有输入电压时，其振荡角频率为ωo；在线性控制区域，控制灵敏度越大，则线性区域的斜率越大。
 
为进一步认识VCO的控制特性，我们采用SystemView来仿真VCO输入信号与输出信号的时域波形关系。
 
例3-1：SystemView仿真VCO的控制特性
 
由于我们只需要仿真VCO的输入输出波形，因此仿真系统十分简单。
 
如图3-3所示，整个系统仅用到1个信源图符块（Token0：Main Libraries→Sources→Aperiodic→Time Function）、1个函数库图符块（Token2：Main Libraries→Functions→FM/VCO），以及2个用于观察信号波形的信宿图符块（Token3/Token4：Main Libraries→Sinks→Real Time（Plot））。输入信号为随时间线性增加的电压信号；VCO的固有振荡频率（Freq）为5 Hz，控制灵敏度（Mod Gain）为2 Hz/V。
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 图3-3　压控振荡器的控制特性仿真系统
 

 
在介绍图3-1时，我们讲过信号及参数的单位很重要。细心的读者已经发现，图符块VCO的参数与式（3-1）的单位不一致。这正是角频率（通常用符号ω表示）与频率（通常用符号f表示）之间的区别，它们之间的关系为ω=2πf。因此，对于VCO图符块来讲，换算成角频率单位，则VCO的固有振荡角频率ωo=31.4159 rad/s，控制灵敏度K0=12.5664 rad/(s·V)。
 
图3-4是采用SystemView仿真的VCO波形图，从图中可以看出，随着输入信号电压的增强，VCO输出信号的频率也随之增大，且VCO输出信号的相位是连续变化的。VCO信号的相位连续变化这一点，对于整个锁相环电路来讲也尤为重要。
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 图3-4　VCO输入电压与输出信号波形图
 

 
无论是对式（3-1）的解释，还是通过仿真来查看VCO的波形，似乎仍然没有看出VCO与积分器有什么联系。我们再回过头来看看图3-1的模型，记得3.1.1节讲过的关键问题：锁相环关注的是输入输出信号的相位。
 
因此，我们需要找到VCO输入电压uc(t)与输出信号的相位之间的关系。这并不难，因为对信号瞬时相位进行微分，就可以得到信号的瞬时频率；反之，对信号的频率进行积分，就可以得到信号的瞬时相位，即
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从式（3-2）可以看出，压控振荡器具有一个积分因子，这是由相位与角频率之间的积分关系形成的。式（3-2）除了一个积分因子外，还有一个线性乘法因子ωot，因此这个式子看起来还不是一个纯粹的积分器。
 
我们再分析一下，根据3.1.1节讨论的内容，鉴相器的输出ud(t)，为θ1(t)与θ2(t)的差值θe(t)的函数。也就是说，ud(t)不是与VCO的瞬时相位相关，而是与VCO和输入信号的瞬时相位差相关的。既然是相位差，因此完全可以人为任意设定一个基准相位（即参考相位），输入信号与输出信号的相位都与这个基准相位进行比较，再将比较的结果进行差值。这样，不仅对整个环路的模型分析不会造成任何影响，而且便于环路模型的讨论。
 
如何取这个基准相位呢？对于接收机来讲，我们对输入信号的频率通常仅知道一个大概的范围，无法确知其具体频率（获取输入信号的频率正是锁相环要完成的主要功能之一）；但对于本地VCO来讲，一旦VCO器件选定，其固有频率就确定了。因此，我们可以将VCO的自然振荡角频率产生的相位ωot作为基准相位。
 
再回过头来讨论式（3-2），VCO输出信号的相位以ωot为基准相位，则其瞬时相位
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式中，p是一个微分算子，1/p就相当于一个积分算子，式（3-3）从形式上看起来就是一个完美的积分器了。这样，VCO的输出信号就可以表示为
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式中，Uo为VCO输出信号的幅值，单位为V，θ2(t)是相对于ωot的相位值。
 
3.1.3 正弦鉴相器还是余弦鉴相器
 
经过前面的讨论，我们知道，鉴相器的输入是两路信号的相位差。因此我们有必要先弄清楚这个相位差的产生过程。
 
不失一般性，输入信号可以表示为
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式中，Ui为输入信号的幅值，单位为V；ωi为输入信号的频率，单位为rad/s；θi(t)为输入信号相对于ωit的瞬时相位，单位为rad。为便于求取输入/输出信号的相位差，可以将输入信号写成如下的形式
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令θ1(t)=Δωot+θi(t)，Δωo=ωi-ω0，其中Δωo为输入信号与VCO自然角频率之间的固有角频率差。因此，环路的瞬时相差和频差可以用下式表示
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确定了相差的表达式，接下来继续讨论鉴相器是如何工作的问题。
 
鉴相器，顾名思义，是一个相位比较装置，用来检测输入信号相位θ1(t)与反馈信号（VCO输出信号）相位θ2(t)之间的相位差θe(t)。输出的误差信号ud(t)是相差θe(t)的函数。也就是说，只要某个装置的输出信号电压值的变化，能够直接反映相差θe(t)的变化，就可以实现鉴相功能。当然，这种变化的转换最好具有线性的关系，否则分析和使用起来将十分复杂。实际上，鉴相器的特性可以是多种多样的，有正弦形特性、三角形特性、锯齿形特性等。最常用的是正弦形特性，在本章后续的讨论中，读者可以看到，正弦形特征的鉴相器具有十分优异的性能。本书所讨论的锁相环路均采用正弦形特性的鉴相器。
 
正弦鉴相器可用乘法器与低通滤波器的串接作为模型，实际工程应用中也多采用这种鉴相器结构，如图3-5所示。
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 图3-5　正弦鉴相器原理框图
 

 
设乘法器的相乘系数为Km（这是一个无量纲的系数），输入信号ui(t)与反馈信号uo(t)相乘后的输出为
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乘法器输出结果经过低通滤波器（Low Pass Filter，LPF）滤除频率为2ωo的高频分量之后，得到误差电压为
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式中
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为鉴相器的最大输出电压。
 
上面的推导过程使用到了中学时期学过的三角积化和差公式，大家还记得吗？本书将多次使用到各种三角公式进行推导。因此，如果读者对这些公式不熟悉的话，一定花费点时间温习一下。孔子说：“温故而知新，可以为师矣。”在通信技术领域，很多看似高深的理论，最终都可以由一些最基本的数学公式完美地表示出来。而一旦理解了这些一成不变的公式在锁相技术中的应用，原本枯燥的公式和定理似乎也一下子变得活泼起来。
 
式（3-10）为正弦鉴相特性。这是正弦鉴相特性吗？这明明是一个余弦函数。几乎所有的关于锁相环的著作和论文都会讲到，类似于图3-5的结构的鉴相器是一个正弦鉴相特性。细心的读者也许已经发现了，在一些经典的锁相技术原理教科书中，如由郑继禹老师等编著的《锁相技术》，在推导正弦鉴相特性时，VCO输出信号的表达式与（3-4）不同，为
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按照式（3-11）推导出鉴相特性，式（3-9）的形式变换为
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这就是标准的正弦鉴相特性表达式，其中[image: ]，为鉴相器的最大输出电压。
 
式（3-11）与式（3-4）相比，两者的相位相差90°，这样一来，整个环路中输入信号的相位与VCO输出信号相位的基准相位其实也相差了90°。正因为如此，在环路锁定后，与输入信号保持相位同步的信号，并不是VCO输出到鉴相器的一路信号，而是与其相差了90°的一路信号。
 
既然VCO输出信号的形式有正弦和余弦两种形式，我们再进一步考察一下，如果将输入信号的形式改写成余弦形式，按上述推导过程，则鉴相特性表达式可能变换为以下两种形式。
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对于三角函数来讲，式（3-9）、式（3-12）、式（3-13）的曲线形状并没有任何变化，可以统称为正弦函数，差异仅仅在于三条曲线的起始相位不同而已。对于本节讨论的模型，令θe1(t)=θe(t)+π/2，θ21(t)=θ2(t)-π/2，则式（3-9）变换为
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且有
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这样，在讨论锁相环路工作过程时，可以只考察鉴相器输出信号与θe1(t)的变化关系，再根据θe1(t)、θ1(t)、θ2(t)的关系，就可确定VCO输出信号相位与输入信号相位的关系。图3-6为正弦鉴相特性曲线。
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 图3-6　正弦鉴相特性曲线
 

 
前面讲过，我们总希望在分析问题时能够有更为简单的模型。对于鉴相器来讲，如果鉴相特性具有线性特性是最好的。正弦函数不是线性函数，所以后续分析起来会十分复杂。但对于工程设计来讲，对问题进行近似处理，往往可以得到极大的简化，并且不会影响到最终结果的正确性。仔细观察一下正弦曲线，在一个2π周期内，可以将线分为两段来处理：（-π/2，π/2）和（π/2，3π/2）。上升段可以近似成斜率为Ud的直线，下降段可以近似成斜率为-Ud的直线（实际上，只有当环路工作在锁定状态时，鉴相特性处在零度附近，正弦特性才具有最佳的线性特性）。当-π/2＜θe1(t)＜π/2时，式（3-14）可以近似为
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式中，令Kd=Ud，为鉴相器的鉴相增益，单位为V/rad。
 
同样的道理，如果令θe2(t)=θe(t)-π/2，θ22(t)=θ2(t)+π/2，则式（3-9）可变换为
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如果以θe2(t)为横坐标绘制鉴相特性曲线，相当于对图3-6左移π，此时在（-π/2，π/2）区间内，鉴相特性为斜率为的-Kd直线。
 
讲到这里，我们需要再讨论一下鉴相器的这个斜率（通常称为鉴相增益）的单位。根据式（3-12），由于θe的单位为rad，ud的单位为V，则鉴相增益的单位为V/rad。有读者会问，为什么θe的单位一定要用弧度表示呢，不是也可以用度来表示吗？确实，度也是最常用的角度单位，但将鉴相特性曲线近似成通过圆点斜率为Ud的直线时，就决定了角度的单位一定是rad，否则这个斜率值就要乘以一个常数了。查看图3-6，横坐标为角度θe1，纵坐标为电压ud，当θe1以rad为单位时，θe1=π/6=0.5236，ud=0.5≈θe1；如果θe1以度为单位，则θe1=π/6=30°，ud=0.5≠θe1。
 
根据前面的讨论，这里还涉及两个问题，我们把这两个问题整理一下，并在这里明确地提出来，先放在这里，请读者带着这两个问题阅读本章后续内容。
 
问题3-1：正弦鉴相器什么情况下工作在正斜率区间？什么情况下工作在负斜率区间？
 
问题3-2：如果输入信号为正弦（或余弦）形式，VCO进入鉴相器的信号为正弦（或余弦）形式，环路锁定后，VCO的哪一路信号是输入信号的同相支路？
 
3.1.4 环路滤波器的作用
 
简单说来，环路滤波器是将鉴相器输出含有纹波的信号平均化，将此变换为交流成分少的直流信号的低通滤波器。小学时，语文老师一定会让我们做“缩句”练习，上面一句话缩句后，就成了“环路滤波器是低通滤波器”。如果真是这样的话，环路滤波器的功能就与正弦鉴相器中的低通滤波器没有本质的差别了。
 
实际上，环路滤波器确实是一个低通滤波器，但不仅仅是普通的低通滤波器，除了完成低通滤波功能外，还有一种重要作用，即决定整个PLL电路的传输特性，进而决定PLL电路的稳定性、捕获带宽、捕获速度等几乎所有的重要特性。正因为如此，Flord.M.Gardner在《锁相环技术（第3版）》一书中以“评注”的方式专门讨论了一下环路滤波器的称呼问题：
 
在事后看来，选用环路滤波器这个名称有所不当，尽管在本书的前两版中传播过这个术语。我们可以特别地注意一下，这些例子并不是低通滤波器，尽管被有些作者错误地这样称呼了。一个比较合适的名称可以叫做环路控制器，这是我们控制系统的同行们使用的术语。这些电路的主要功能是建立反馈环路的动态特性，以及向VCO提供合适的控制信号。任何对不需要信号的滤除都是次要的任务，而且在后面将讲到，这个滤波任务是由另外的单元电路完成的。但环路滤波器这个词语已经家喻户晓而难于纠正了，所以本书仍沿用这个术语。
 
因此，环路滤波器的作用有两点：一是低通滤波器作用，且通带要远低于鉴相器的带宽，因为VCO只有在输入纹波小的直流信号时，才能输出寄生成分小的高质量正弦信号；二是控制环路特性，并且这才是环路滤波器的主要功能。
 
再进一步讲，对于电子工程师来讲，所谓锁相环电路设计，其实就是在设计环路滤波器而已。法国已故“老虎总理”乔治·克列孟梭（法语：Georges Clemenceau）讲过一句名言，他说：战争太重要了，不可以把它交给将军们。套用这句话，环路滤波器太重要了，不能只做简单讨论，我们在后续章节里专门论述。
3.2 从负反馈电路理解锁相环
 
现在我们来讨论本章的题目：锁相环为什么能够跟踪输入信号的相位？答案很简单，因为锁相环是一个相位控制系统，而且是一个相位负反馈系统。我们在大学里学过的“电子技术”课程对反馈电路进行了详细的分析，虽然电路分析的对象是电压或电流，但其分析方法、分析结论对理解锁相环有直接的帮助。
 
接下来先简单回顾一下负反馈电路的基本知识，了解一下负反馈电路为什么能够改善放大电路的稳定性；进而通过负反馈电路的工作机理，从概念上深入理解锁相环能够实现相位跟踪的原因。
 
3.2.1 反馈电路的概念
 
反馈又称回馈，是控制论的基本概念，指将系统的输出返回到输入端并以某种方式改变输入，进而影响系统功能的过程。反馈可分为负反馈和正反馈，前者使输出起到与输入相反的作用，使系统输出与系统目标的误差减小，系统趋于稳定；后者使输出起到与输入相似的作用，使系统偏差不断增大，使系统振荡，可以放大控制作用。对负反馈的研究是控制论的核心问题。
 
反馈放大电路的组成框图如图3-7所示，其中，将没引入反馈之前的放大电路记为基本放大电路，其放大倍数为A，它可以是单级或多级放大电路；反馈网络的放大倍数为F，在电子线路中大多由阻容元件组成；基本放大电路和反馈网络合起来就是引入反馈的放大电路，称为反馈放大电路。可以看出，基本放大电路和反馈网络构成了一个闭合环路，所以通常把基本放大电路称为开环放大电路，将反馈放大电路称为闭环放大电路。
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 图3-7　反馈放大电路的组成框图
 

 
Xi可以代表输入电流或电压信号，Xo为反馈放大电路的输出信号，Xf是反馈网络对输出信号取样后的输出，被送回到输入端和输入信号Xi叠加（也称为比较），Xdi表示经叠加后真正加入基本放大电路输入端的净输入信号：Xdi=Xi±Xf，式中的“±”表示反馈信号可以和输入信号极性相同或相反。“+”表示反馈信号与原输入信号极性相同，使净输入信号加强，相应的输出增加，增益也增加，所以称为正反馈；“-”表示反馈信号与原输入信号极性相反，使净输入信号减弱，相应的输出减小，增益也降低，所以称为负反馈。反馈的正负又称为反馈的极性。
 
3.2.2 负反馈电路的控制作用
 
负反馈的最初设想是应用于电话线中的高保真度放大器，这是Harold Stephen Black于1927年发明的，并取得了专利。其后，贝尔实验室的Hendrik W. Bode对负反馈进行了进一步的研究，并于1945年出版了“Network Analysis and Feedback Amplifier Design（网络分析与反馈放大器的设计）”，从此负反馈的理论就确立了。
 
根据3.2.1节的讨论，当反馈网络输出信号的极性与输入信号相反时（-Xf）时，为负反馈电路。我们现在来简单地定性分析一下负反馈电路对基本放大电路的控制作用。假设输出信号Xo因某种原因（如基本放大电路中的电子器件随温度变化而使得放大倍数发生变化，或者因为电子干扰的影响而使输出信号幅度发生变化）增加（↑），则反馈网络从输出端取样的信号Xf随之增加（↑），基本放大电路的输入信号Xdi（Xdi=Xi-Xf）随之减小（↓），则基本放大电路后的输出信号Xo随之减小（↓）。反之，当输出信号Xo因某种原因降低时（↓），环路的变化情况为：Xo↓→Xf↓→Xdi↑→Xo↑。也就是说，无论输出信号如何变化，经过反馈环路后都会把输出信号向其相反的拉回来，从而维持输出信号的稳定。
 
上面的控制过程，就是负反馈放大电路的基本工作原理。需要注意的是，图3-7中还隐含了一个条件，即反馈网络的放大增益F与基本放大电路的增益A的符号相同。
 
因此，构成负反馈放大电路的基本条件是：反馈网络输出信号的极性与输入信号的极性相反，且反馈网络的放大增益F与基本放大电路的增益A的符号相同。记得这一点尤为重要，这是我们分析锁相环鉴相特性形式的重要依据，也是回答“问题3-1”的重要线索。
 
根据图3-7，可以定义负反馈电路的几个增益表达式。
 
基本放大电路的增益（开环增益）为
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环路增益KA为反馈网络增益与开环增益的乘积，即
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反馈电路的增益KF（闭环增益）为环路输出信号与输入信号的比值，即
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需要说明的是，环路中各级电路的增益（A、F）均是频率的函数，在不同的频率有不同的响应特性。“电子技术”课程中还分析了诸如电压反馈、电流反馈、串联反馈、并联反馈等内容。对于锁相环技术来讲，掌握负反馈电路的基本工作原理，就足以分析一些简单锁相环的工作过程了。
 
3.2.3 锁相环与基本负反馈电路的区别
 
锁相环是一个相位负反馈电路。也只有当锁相环构成了一个相位负反馈电路后，环路才具有相位跟踪功能。
 
图3-1与图3-7如何对应起来呢？PLL中输入信号的相位θ1(t)能够对应反馈电路中的Xi吗？PLL中的基本放大电路和反馈网络分别是哪一部分电路呢？这些都是我们必须要理清的问题。
 
问题3-3：锁相环中的各组成部件与典型反馈电路中的部件是如何对应的？
 
我们先讨论一下开环状态。根据前面讨论的反馈电路结构，环路开环时，由反馈网络输出的信号反馈到输入端，相当于反馈网络处于断开状态。锁相环也是一个反馈电路，开环状态时，是否VCO的输出信号也需要完全断开？如果断开的话，则鉴相器会输出什么样的信号呢？将鉴相器类比于基本放大电路，放大增益如何计算呢？
 
问题似乎越来越多。我们现在来分析一下。首先假设锁相环在开环状态下，VCO输出也是断开的，根据图3-5的正弦鉴相器模型，此时鉴相器的输出信号相当于直接对输入信号ui(t)进行低通滤波后的信号。如果低通滤波器的带宽小于输入信号频率，则鉴相器没有输出；如果低通滤波器的带宽大于输入信号频率，可以近似认为鉴相器输出与输入信号相同，即
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得到这样的鉴相结果，一定大大出于我们的意料。因为，式（3-21）无论如何也无法近似成一个线性的放大器结构。
 
因此，对应于负反馈电路结构，锁相环的输入不能简单地看成输入信号的瞬时相位。回想一下鉴相器的功能是什么？鉴相器的输入是两路信号的相位差，鉴相器的输出是两路信号相位差的函数。
 
如何理解这个问题呢？锁相环开路状态时，是指VCO的输入控制电压为零，VCO完全处于自由振荡状态下，此时θ2(t)，但Uocos(ωot)这个信号仍然输入到鉴相器。因此，鉴相器输出为Kdsin[θ1(t)+π/2]。环路处于闭环状态时，VCO受环路滤波器滤波输出信号的驱动，不断调整θ2(t)的值，并反馈到鉴相器输入端。
 
如果一定要将锁相环与普通的反馈电路对应起来的话，则θ1(t)可以对应于反馈电路中的Xi；鉴相器、环路滤波器和VCO组成的整个电路共同对应于反馈电路中的基本放大电路；VCO输出的瞬时相位θ2(t)对应于Xo；同时，θ2(t)也对应于反馈网络的输出信号Xf；反馈网络可以理解为单位增益电路。
 
这就是“问题3-3”的答案。
 
因此，可以这样理解锁相环的工作过程：锁相环工作的过程是控制输入信号与VCO输出信号相位差的过程。即使开环状态下，θ1(t)也是输入信号相位与ωot之间的相位差。当环路输入信号与VCO输出信号的相位差改变时（这个相位差可以是零值，也可以是一个不为零的定值），在由鉴相器、环路滤波器、VCO组成的闭环电路的控制作用下，使得这个相位差维持不变。
 
3.2.4 分析锁相环的工作状态
 
根据3.2.2节讨论，构成负反馈放大电路的基本条件是：反馈网络输出信号的极性与输入信号的极性相反，且反馈网络的放大增益F与基本放大电路的增益A的符号相同；如果反馈网络输出信号的极性与输入信号的极性相同，反馈网络的增益与基本放大电路的增益符号相反，也可以构成负反馈电路。
 
由于锁相环只有工作在负反馈条件下，才能实现相位的跟踪功能，且鉴相器输出是两路输入信号相位差的函数。因此，如果VCO的控制灵敏度为正值，则鉴相器的鉴相特性必须为式（3-16）的形式，即鉴相增益必须为正值才能构成负反馈；如果VCO的控制灵敏度为负值，则鉴相器的鉴相特性必须为式（3-17）的形式，即鉴相增益为负值，环路才能实现相位跟踪功能。
 
上面这段话是对“问题3-1”的解答。
 
对于正弦鉴相曲线来讲，鉴相特性只可能沿着曲线轨迹滑动，环路为了保持稳定，最终一定会根据反馈网络的增益特性自动工作在合适的鉴相特性区间，达到锁相环路的稳定跟踪状态。这正是正弦鉴相特性的奇妙之处！
 
根据前面的分析，如果在锁相环路中去掉环路滤波器（设置其为单位增益电路），由于VCO控制灵敏度为正值，则鉴相器一定会工作在负斜率的鉴相特性上。关于这一点，在3.3.2节还会通过仿真来进一步验证。
 
大多数教科书在讨论二阶锁相环电路时，当分析由有源比例积分滤波器组成的环路滤波器时（本书将在第5章讨论这部分内容），由于有源放大器的放大倍数为负值，通常会交待这个负值会与鉴相特性相互抵消，因此在对环路分析时可以不予考虑。比如Flord.M.Gardner在《锁相环技术（第3版）》一书中以“评注”的方式专门讨论了一下这个问题。
 
请注意有源滤波器中的负号，它表示反相。我们将在后面略去这个负号；读者可以理解为这个负号被环路中某处的另一个负号所抵消，并由此实现总环路的负反馈，这对于反馈环路的稳定工作是必需的。在后面几章中将指出，某种类型的鉴相器可以使环路自动找到负反馈的工作点，而且不受各单元电路中任何反相操作的影响。但必须保证，在使用其他类型鉴相器的时候，环路的极点位置是正确的。
 
经过前面的分析，相信读者读到上面这段话时，可以清楚地理解“这个负号被环路中某处的另一个负号所抵消，并由此实现总环路的负反馈”这句话的真正含义。
3.3 最简单的锁相环
 
最简单的锁相环是完全没有环路滤波器的锁相环，或者说环路滤波器相当于一个单位增益部件。由于一阶环没有锁相环中决定环路特性的环路滤波器，因此这种电路的工作性能难以满足绝大多数设计需求，在实际工程中很少使用。然而，几乎所有讨论锁相环的著作都会先讨论一阶环的工作过程，这好比所有讨论软件编程语言的书都会讲解一个“Hello，world!”程序一样。一阶环虽然性能不足以在工程上直接应用，但分析简单，且分析得出的一些结论对于其他更高阶的环路同样适用。
 
例3-2：SystemView仿真一阶锁相环鉴相特性
 
采用SystemView仿真一阶锁相环各节点的工作波形。通过设置输入信号频率、VCO控制灵敏度、单位增益的符号、鉴相器中低通滤波器的截止频率等参数，分析一阶环工作过程，回答“问题3-1”和“问题3-2”。
 
3.3.1 一阶锁相环的SystemView模型
 
第1步：构建一阶锁相环SystemView系统模型。
 
我们先采用SystemView构建一个一阶锁相环仿真系统，如图3-8所示。
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 图3-8　一阶锁相环仿真系统结构图
 

 
系统用到1个信源图符块（Token0：Main Libraries→Sources→Periodic→Sinusoid）、1个乘法器图符块（Token1：Main Libraries→Multiplier）、2个操作库图符块（Token2：Main Libraries→Operator→Filter/Systems→Linear Sys Filters→Butterworth；Token3：Main Libraries→Operator→Gain/Scale→Gain）、1个函数库图符块（Token4：Main Libraries→Functions→Phase/Freq→Freq Mod），以及3个用于观察信号波形的信宿图符块（Token5/Token6/Token7：Main Libraries→Sinks→Real Time（Plot））。其中，信号源输入及VCO输入到乘法器的端口均为正弦支路（Sine），各图符块参数设置情况如表3-1所示。
 
 
 表3-1　一阶锁相环仿真系统参数表
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由表3-1可以看出，输入信号为100 Hz的正弦信号；鉴相器中的低通滤波器截止频率为150 Hz；环路滤波器为单位增益模块；VCO的自然频率为100 Hz，控制增益为100 Hz/V。设置系统采样频率为20 kHz，运行采样点数为2 000点。
 
3.3.2 确定VCO输出的同相支路
 
第2步：运行仿真系统，分析各节点波形。
 
图3-9为运行系统得到的仿真结果波形图。
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 图3-9　一阶锁相环仿真波形图（信号初始相位为0度）
 

 
从图3-9可以看出：①环路能够很快进入锁定状态；②锁定后，VCO输出信号的相位比输入信号相位超前90°。
 
我们接着进行仿真试验，并通过试验来回答“问题3-1”和“问题3-2”。
 
第3步：调整输入信号相位，以及VCO输出至鉴相器支路信号的相位，运行仿真系统。
 
修改输入信号的初始相位（Token0：Phase=90）和VCO的初始相位（Token4：Phase=60），运行仿真系统，查看仿真结果，如图3-10所示。
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 图3-10　一阶锁相环仿真波形图（修改信号初始相位）
 

 
从图3-10可以看出：①环路能够很快进入锁定状态；②锁定后，VCO输出信号的相位仍然比输入信号相位超前90°。
 
读者可以试着任意修改输入信号与VCO信号的初始相位参数，或者直接修改乘法器的输入信号为余弦支路信号，查看仿真结果，并确认锁定后VCO输出信号相位与输入信号相位的关系。
 
第4步：调整单位增益符号（模拟为环路滤波器增益符号），运行仿真系统。
 
修改单位增益的值为-1（图符块Token3：Gain=-1），运行仿真系统，如图3-11所示。
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 图3-11　一阶锁相环仿真波形图（改变环路滤波器增益符号）
 

 
从图3-11可以看出：①环路能够很快进入锁定状态；②锁定后，VCO输出信号的相位相对于输入信号相位不再是超前90°，而是变成了滞后90°。
 
同样，读者可以试着任意修改输入信号与VCO信号的初始相位参数，或者直接修改乘法器的输入信号为余弦支路信号，查看仿真结果，并确认锁定后VCO输出信号相位与输入信号相位的关系。
 
到此，我们可以得出明确的结论，可以清楚地对“问题3-2”进行回答。
 
（1）环路中，除鉴相器外的其他电路形成的增益大于零时，无论输入信号的初始相位是多少，无论输入信号是正弦形式还是余弦形式，VCO输出信号的相位比输入信号相位超前90°。如果VCO可以同时输出正弦（Sine）和余弦（Cosine）两路信号，则将余弦信号接入鉴相器，正弦支路即为输入信号的同相支路（cosθ=sin[θ+π/2]）。
 
（2）环路中，除鉴相器外的其他电路形成的增益小于零时，无论输入信号的初始相位是多少，无论输入信号是正弦形式还是余弦形式，VCO输出信号的相位比输入信号相位滞后90°。如果VCO可以同时输出正弦（Sine）和余弦（Cosine）两路信号，则将正弦信号接入鉴相器，余弦支路即为输入信号的同相支路（cosθ=sin[θ+π/2]）。
 
（3）当环路中某个节点的增益符号变化时，锁相环路能够自动调整鉴相特性，使整个环路工作在负反馈状态下，并保持稳定。
 
关于上面总结的第（3）点，我们有必要再进行一下分析。
 
当除鉴相器外的其他电路形成的增益大于零时，VCO输出信号的相位比输入信号相位超前90°，相当于
 
θ2(t)=θ1(t)+π/2
 
θe(t)=θ1(t)-θ2(t)=-π/2
 
θe1(t)=θe(t)+π/2=0
 
也就是说，此时鉴相器工作在式（3-16）的形式，工作在正斜率处。
 
反之，当除鉴相器外的其他电路形成的增益小于零时，VCO输出信号的相位比输入信号相位滞后90°，相当于
 
θ2(t)=θ1(t)-π/2
 
θe(t)=θ1(t)-θ2(t)=π/2
 
θe2(t)=θe(t)-π/2=0
 
也就是说，此时鉴相器工作在式（3-17）的形式，工作在负斜率处。
 
上面的仿真结果，以及分析过程再次验证了3.2.4节分析的结论。
 
根据前面的讨论，θe(t)、θe1(t)、θe2(t)之间有一个固定的相位关系，为叙述方面，无论鉴相器处于哪种鉴相特性状态下，本书后续章节统一使用θe(t)表示相位差，θ1(t)表示输入信号相位，θ2(t)表示VCO输入至鉴相器的信号相位。
3.4 锁相环的基本性能参数
 
前面我们讨论了锁相环的基本组成，分析了锁相环路的工作状态。对于工程设计来讲，必须清楚地了解所设计电路的性能参数。或者说，锁相环设计，就是依据环路的总体性能，合理地设计环路各组成部件的电路参数。
 
锁相环是一个相位跟踪电路，也可以称为相位捕获电路，因此，环路不可能一上电就处在稳定的锁定状态，这中间一定有一个过程，这个过程就是接下来要讨论的跟踪捕获过程，接下来在讨论跟踪过程中，我们还将引出锁相环的几个最基本的总体性能参数。
 
3.4.1 捕获及跟踪过程
 
一般来讲，输入信号的频率与本地振荡信号的初始频率（也叫作自由振荡频率，指无控制电压时的本地振荡器信号频率）是不同的，两者之差即为固有频差Δωo，若没有相位跟踪系统，两信号的相差θe(t)将随着时间的增加而不断增加。如果固有频差Δωo在一定范围之内，依靠锁相环路的相位跟踪作用，会迫使输出信号的相位跟踪输入信号相位的变化。两信号之间的相位差将不会随时间无限增长，而是最终使两者的相位差保持在一个有限的范围（2nπ+εθe）之内，其中的εθe是一个很小的量，这个过程就是锁相环路的捕获过程。捕获过程中瞬时相差θe(t)和瞬时频差[image: ]均会随时间变化，典型的变化曲线如图3-12所示。
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 图3-12　捕获过程中瞬时相差与瞬时频差曲线图
 

 
环路从起始状态[image: ]开始，由于存在频差[image: ]，相差θe(t0)将随着时间增长，跨越一个又一个2π（即一次又一次周期跳越），最终，瞬时相差θe(t)稳定在2nπ附近，频差接近于零。这就是锁相环路的同步状态，或称为跟踪状态。
 
设系统最初进入同步状态[2nπ±εθe，εΔω]的时间为ta，那么，从接收到信号时刻t=t0的起始状态到达t=ta进入同步状态的全部过程就称为锁相环路的捕获过程。捕获过程所需的时间Tp=ta-t0称为捕获时间。显然，捕获时间Tp的大小不但与环路的参数有关，而且与起始状态有关。
 
对于给定的环路来说，是否能通过捕获进入同步完全取决于起始频差[image: ]。若Δωo超过某一范围，环路就不能捕获了。这个范围的大小是锁相环路的一个重要性能指标，称为环路的捕获带Δωp。
 
捕获过程结束后，环路的状态稳定在
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这就是同步态的定义。
 
为进一步理解锁相环路的同步工作状态，我们假设输入信号是固定频率的单载波信号，即[image: ]的特殊情况。这也是环路分析中经常遇到的一种情况，此时
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式中，θi是常数，是输入信号的初始相位，而
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当环路经捕获过程进入同步之后，根据式（3-22），输出信号的瞬时频率及相位应满足下述关系。
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将式（3-25）代入式（3-4），得
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由此可见，当环路进入同步状态之后，环路被控振荡器的振荡频率已等于输入信号频率，也就是说输出信号已“锁定”在输入信号上。两信号之间只差一个固定的相位εθe，这就是锁定以后的稳态相差，是一个很小的值。锁定之后无频差，这是锁相环路的独特优点，也是其他控制系统通常不能实现的优良特性。
 
3.4.2 环路的基本性能要求
 
如上所述，环路有两种基本的工作状态：捕获状态和同步状态。
 
评价捕获过程的性能有两个主要指标：一是环路的捕获带Δωp，即环路能通过捕获过程而进入同步状态的最大固有频差｜Δωo｜max，若Δωo＞Δωp，环路就不能通过捕获进入同步状态；另一个指标是捕获时间Tp，它是环路由起始时刻t0到进入同步状态的时刻ta之间的时间间隔，即
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捕获时间Tp的大小除决定于环路参数之外，还与起始状态有关。一般情况下输入起始频差越大，Tp也就越大。通常以起始频差等于Δωp的初始状态，来计算最大捕获时间，并把它作为环路的性能指标之一。
 
环路的另一个基本工作状态是同步。环路锁定之后，稳态频差等于零，输入输出信号之间的相差虽然是一个很小的值，但总是存在的。定义稳态相差
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显然，稳态相差是一个固定的值，且这个值反映了环路的跟踪精度，也是一个重要的指标。此外，已经锁定的锁相环路，若再改变其固有频差Δωo，稳态相差θe(∞)也会随之改变。当Δωo增大到某一值时，环路将不能维持锁定。这个锁相环路能够保持锁定状态所允许的最大固有频率称为同步带ΔωH，也是环路的一个重要参数。
 
上面提及的几项（捕获带Δωp、同步带ΔωH、捕获时间Tp、稳态相差θe(∞)）指标是对环路最基本的性能要求。锁相环路作为一个控制系统，要全面衡量它的性能尚有一系列的指标，诸如稳定性、响应速度、对干扰和噪声的过滤能力等。尤其是在噪声作用下的性能研究更是一个复杂的问题，恰恰又是电子技术应用中不可避免的问题。在进一步研究这些问题之前，我们还需要对锁相环路的组成有进一步的了解，并建立起基本的环路动态方程。相关内容将在后续章节中讨论。
 
接下来我们继续采用一阶锁相环实例来讨论上面提到的这几个参数。
3.5 分析一阶环的基本参数
 
3.5.1 数学方法求解一阶环
 
由于没有了环路滤波器，一阶环的分析就简单得多，下面就采用数学的方法对一阶环参数进行求解。
 
根据前面的分析，一阶锁相环的相位模型可由图3-13表示。
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 图3-13　一阶锁相环相位模型
 

 
由于只考虑捕获带、稳态相差等参数，为简化分析，可假设输入信号为固定频率信号，即输入信号与VCO自然频率之间只存在一个固有频差，即
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令K=K0Kd，为环路增益，单位为rad/s，则式（3-31）变为
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方程（3-32）建立了环路瞬时频差[image: ]与瞬时相差θe(t)之间的简单关系。接下来的工作就需要对这个方程进行分析求解。
 
根据3.4节的分析，当输入信号与VCO输出信号只存在固有频差时，环路锁定时频差为零，则根据式（3-32），可求得锁定后的环路稳态相差
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分析式（3-33）可以得出以下几条结论。
 
（1）当时｜Δωo｜＜｜K｜，环路的稳态相差仅与固有频差Δωo和环路增益K有关，且Δωo越大，稳态相差越大，K越大，稳态相差越小。
 
（2）当时｜Δωo｜=｜K｜，环路稳态相差达到最大（±π/2）。
 
（3）当时｜Δωo｜＞｜K｜，式（3-33）无解，因此环路的捕获带与同步带相同，即Δωp=ΔωH=K。
 
根据上面的分析，当Δωo=0时，稳态相差θe(∞)=0。回想一下前面的仿真实例，环路锁定后，输入至鉴相器的两路信号（环路输入信号和VCO输出至鉴相器的信号）之间的相位实际是相差固定的±π/2，这不是与式（3-33）的分析结果相矛盾吗？
 
问题3-4：如何计算一阶锁相环的稳态相差？
 
实例3-2分析一阶环工作过程时，实例中的输入信号固定频差为0，环路锁定后VCO输出至鉴相器的信号的相位比输入信号超前（或滞后）π/2，这个固定的π/2与鉴相特性曲线的形式（正斜率或负斜率）相关，与输入信号的初始位及固有频差无关。也就是说，这个π/2的固定相位差是一个与频率无关的量，是可以预知的，可以通过预先调整VCO信号相位完全消除，因此与稳态相位差无关；对于式（3-33）来讲，这个相位差是与固有频差相关的值，与输入信号频率相关的值，在接收端是无法预知的，也就无法预先消除。因此，式（3-33）是一阶锁相环路的稳态相位差计算公式。
 
例3-3：计算一阶环的稳态相位差
 
对于图3-8所示的一阶锁相环路，已知输入为ωi=125×2π(rad/s)的频率信号，VCO的固有角频率ωo=100×2π(rad/s)，控制灵敏度K0=100×2π(rad/(s·s))，输入信号及VCO输出信号的幅度均为1V。计算环路锁定后VCO输入至鉴相器的信号的相位θo与输入信号相位θi之间的关系。
 
计算过程：
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由于环路总增益K＞0，鉴相器工作在正斜率处，环路稳定后θ2=θ1+π/2，因此有
 
θo-θi=90°-30°=60°
 
即，VCO输入至鉴相器的信号相位θo比输入相位θi超前60°。
 
在实例3-2的基础上，设置输入信号的频率值（Token0：Freq=125）和初始相位（Token0：Phase=0），运行仿真系统，查看仿真结果，如图3-14所示。
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 图3-14　有固定频差情况下一阶锁相环锁定状态曲线
 

 
从图3-14可以看出：
 
（1）环路能够很快进入锁定状态。
 
（2）锁定后，VCO输出信号的频率与输入信号的频率相同，均为125 Hz。
 
（3）锁定后，VCO输出信号的相位比输入信号相位超前60°。
 
3.5.2 图解法分析一阶环工作过程
 
为更形象地分析锁相环的工作过程，我们将式（3-32）在平面[image: ]内作图，如图3-15所示。
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 图3-15　一阶环瞬时相差与频差关系曲线图（K＞0）
 

 
根据式（3-32）很容易知道，如果｜Δωo｜＞｜K｜，曲线与横轴没有交点；如果｜Δωo｜=｜K｜，则曲线在正好与横轴相切；图3-15为｜Δωo｜＜｜K｜时的状态，此时在每个周期内，曲线与横轴有两个交点。
 
曲线上的一个点表示了环路在某个时刻的状态，称为相点。随着时间的变化，环路状态会发生变化，反映在[image: ]平面上就是这个相点的移动。平面上相点的移动形成一个轨迹，称为相轨迹，这条轨迹就反映了环路状态的变化过程。
 
现在我们进一步考察一下这条相轨迹。当环路处于横轴的上半部分，[image: ]，也就是说频差大于0时，则相差一定随着时间的推移逐渐增加。这里需要注意的是，无论曲线处于正斜率处还是负斜率处，只要频差大于0，相差均为逐渐增加。因此，在这种情况下，环路的相轨迹必定是向右转移；反之，当环路处于横轴的下半部分，[image: ]时，随着时间的推移，环路的相轨迹必定向左转移，所以平面上的相轨迹是一条有方向的曲线，如图3-15中曲线上的箭头所示。
 
从图3-15可以看出，相轨迹与横轴有很多交点。每一个2π范围之内则有两个交点A和B。这两个交点对应的频差均等于零，相差等于常数，这是环路的平衡态。A点是稳定平衡点，因为不论什么原因使状态偏离A点之后，状态都会按箭头指示的方向朝A点转移，最终仍稳定到A点。B点则是不稳定平衡点，一旦状态偏离了B点，就会沿着箭头的所指示的方向进一步偏离B点，最终稳定到邻近的A点，而不可能再回到B点。因此，不论初始状态处于轨迹上的任何一点，随着时间的变化，状态一定会沿着轨迹上箭头所指的方向朝稳定平衡点转移。在转移过程中，越接近于A点，[image: ]就越小，θe(t)变化得越慢，就这样逐渐向A靠拢，最终稳定在A点，环路锁定。
 
因为每一个2π范围之内都有一个稳定平衡点，所以不论起始状态处于相轨迹上的哪一点，在其达到A的过程中，θe(t)的变化量都不会超越2π，即不会发生周期性跳越，且锁定时间的长短与初始状态有关。
 
3.5.3 工程设计与理论分析的差异
 
理论分析总会有很多假设条件，一些假设条件可能在实际工程应用中根本无法实现，而在进行工程设计时，完全按照理想条件进行设计，设计出来的系统很可能与设计者的愿望相差甚远，甚至系统都不能稳定地工作。或许正因为如此，才愈加体现出优秀工程师的价值，要设计一个满足需求，稳定工作的成熟系统，需要结合现实条件，不断调整优化参数以实现最佳设计。
 
例3-4：SystemView仿真一阶环的捕获带宽
 
本章最后一个实例仍然采用图3-8所示的一阶环模型，通过修改输入信号频率、VCO增益、低通滤波器带宽等参数，仿真验证一阶环的实际捕获带宽。需要说明的是，与实际工程相比，VCO的控制灵敏度的线性范围是有限的，环路中还存在各种干扰和噪声。仿真过程中，VCO的控制特性在仿真范围内均当作是线性的，且环路不存在干扰和噪声的影响。
 
第1步：在表3-1的基础上，仅修改输入信号的频率参数，测试环路捕获带宽。
 
修改输入信号的频率参数（Token1：Fequency=100 Hz），观察仿真波形情况。根据上节对一阶环捕获带宽的分析，其捕获带宽Δωp与环路总增益K相等。对于图3-8所示的模型，很容易计算得出环路增益K=50Hz=314.159 rad/s，因此理论上环路捕获带宽Δωp=50 Hz。事实上，实例中的环路只能在输入信号为[62 Hz，147 Hz]的频率范围内才能锁定，略小于理论计算的[50 Hz，150 Hz]范围。
 
图3-16、图3-17分别是输入信号频率为147 Hz、62 Hz时的仿真波形。从波形看，图3-16处于锁定状态，大家很容易理解，但图3-17就不太像锁定状态的波形了。
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 图3-16　一阶环锁定波形图（fi=147 Hz，fo=100 Hz，K=50 Hz）
 

 
 
 [image: ] 
 图3-17　一阶环锁定波形图（fi=62 Hz，fo=100 Hz，K=50 Hz）
 

 
图3-17中的VCO输出信号波形明显发生了畸变，根本就不是一个纯净的正弦波。但简单考察一下信号的频率和相位就可以确定，VCO输出信号的频率严格与输入信号频率相同（均为62 Hz），此时的相位差（按例3-4的方式计算）达到了139.464°。而VCO输出信号之所以明显发生了畸变，我们可以先简单理解为：由于输入至VCO的控制电压（鉴相输出信号）的纹波较大，VCO产生了较大的寄生分量。
 
第2步：在表3-1的基础上，仅修改VCO的控制灵敏度，测试环路捕获带宽。
 
修改输入信号的频率参数（Token4：Mod Gain=200 Hz/V），调整输入信号频率，观察波形情况，测试环路捕获带宽。
 
在这种情况下，我们会惊奇地发现，环路即使在输入信号频率为100 Hz（ωi=ωo）的情况下也不能锁定了！如图3-18所示。
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 图3-18　一阶环失锁波形图（fi=100 Hz，fo=100 Hz，K=100 Hz）
 

 
这如何解释呢？从实例的仿真过程可以看出，仅仅是增加了VCO的控制灵敏度就导致了环路的失锁状态，因此问题一定出在VCO的控制灵敏度参数上。
 
确实如此，VCO的控制灵敏度过大，实际上相当于增加了环路的增益，相当于增加了鉴相增益，加之一阶环没有环路滤波器的控制作用，较小的相位差也会产生较大的VCO输入电压值，也相当于增加了VCO频率的变化速度。这个变化速度过快，反而使得环路不稳定了。
 
上面这个解释似乎是合理的，但我们还需要再深入探讨一下：环路增益过大导致鉴相增益过大，那么鉴相增益是相对于什么参数来讲太大呢？是其绝对值过大吗？
 
显然不是，因为我们在工程中实际接触到的大多锁相环路，鉴相增益的绝对值很多都是大于100 Hz/V的。
 
一阶环只有环路增益这一个可调参数，增加环路增益后，即使输入频率与VCO频率相同，环路也无法锁定。在整个实例中，除了环路增益外，另外一个可调参数就只剩下VCO固有频率了。
 
因此，锁相环是否能够正常锁定，与VCO的固有频率（即输入信号频率）有关。
 
第3步：修改VCO的固有频率和输入信号频率，查看环路锁定状态。
 
还是上面这个例子，我们将环路参数调整一下，提高VCO固有频率为400 Hz，设置输入信号频率为400 Hz，其他参数不变，环路增益仍为100 Hz，再仿真测试环路工作情况，如图3-19所示。
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 图3-19　一阶环失锁波形图（fi=400 Hz，fo=400 Hz，K=100 Hz，fc=150 Hz）
 

 
事实再次使我们感到惊奇，环路仍然没有锁定！虽然VCO输出信号的平均频率与输入信号相同，但无论从VCO输出信号的频率波动，还是VCO输入信号（控制电压信号）的波动情况看，显然离我们期望的锁定状态相去甚远。
 
什么原因？这是我们需要继续探讨的问题。环路中还有一个参数是可以调整的，鉴相器的低通滤波器带宽（或者是低通滤波器的截止频率）。我们几乎遗忘了这个参数，理论上这个滤波器只要能够将输入信号与VCO输出信号相乘后产生的高频分量滤除即可，因此，滤波器的截止频率必须低于VCO固有频率的2倍，VCO固有频率的2倍只是滤波器截止频率的上限，其下限如何确定？滤波器的带宽对一阶环路的性能有什么影响？
 
3.5.4 遗忘的参数——鉴相滤波器截止频率
 
正如大家看到的那样，一阶环只有环路增益K这一个可调参数，环路的捕获带Δωp、同步带ΔωH、捕获时间Tp、稳态相差θe(∞)都由K决定，因此，鉴相滤波器的带宽fc显然也应该与K相关。
 
我们继续未完成的仿真实验。
 
第4步：修改鉴相滤波器截止频率，查看环路锁定状态。
 
我们还是用仿真实验来直观地了解fc与环路锁定性能的关系。保持其他参数不变，仅修改鉴相滤波器的带宽fc参数，查看环路锁定状态及捕获带宽。
 
我们分析一下图3-18～图3-23的仿真波形，可以得出以下几条结论。
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 图3-20　一阶环锁定波形图（fi=480 Hz，fo=400 Hz，K=100 Hz，fc=250 Hz）
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 图3-21　一阶环锁定波形图（fi=302 Hz，fo=400 Hz，K=100 Hz，fc=400 Hz）
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 图3-22　一阶环锁定波形图（fi=302 Hz，fo=400 Hz，K=100 Hz，fc=550 Hz）
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 图3-23　一阶环锁定波形图（fi=310 Hz，fo=400 Hz，K=100 Hz，fc=750 Hz）
 

 
（1）一阶环路正常锁定，环路增益必须小于VCO固有频率，即K＜fo。
 
（2）一阶环路正常锁定，鉴相器低通滤波器截止频率远大于K，即fc＞＞K，一般来讲需要满足：2.5K＜fc＜2fo。
 
（3）在其他参数不变的情况下，鉴相器低通滤波器截止频率fc越小，则VCO输入电压纹波越小，VCO输出信号的寄生频率成分越小。
 
（4）一阶环路工作正常时，当时fc＞4K，环路捕获带宽接近理论值，即-K～K。
3.6 小结——千条路与磨豆腐
 
在网上查阅资料时，看到下面这篇故事，本意是要教人脚踏实地，不要只空想而不付诸行动。阿里集团总裁马云先生在一次演讲时也提到过类似故事。在写作本章时，感觉与学习的过程有很多相似之处：
 
很久以前听一个故事：从前有个小伙子，少时有大志，长大后却无好营生，开了个豆腐作坊，每天磨豆腐累得腰酸背疼。每到夜深人静，小伙子辗转反侧，总想找条更好的“事业之路”，可是想过千百条、尝试过几十条路，都走不通。夜不成寝，白天干活更累，小伙子不由慨叹：“晚上想过千般路，白天还得磨豆腐”。
 
中国的故事通常都有圆满的结局，现在接着说“磨豆腐”的故事。过了很长时间，小伙子终于面对现实，不再沉迷于不切实际的空想，用心磨好豆腐，闲时琢磨些个窍门，慢慢地，他的豆腐质量越来越好，每天产量也越来越多，作坊越开越大，成了远近闻名的“豆腐老板”。后来，他做起了别的生意，发现年轻时的空想，其实很多都是可行的，因为现在“能力”和“财力”都不同了。
 
孟子在《劝学》中说：吾尝终日而思矣，不如须臾之所学也。记得在读研究生时，一位师弟在闲聊时说，今年要学很多东西，VC++编程要学，电路板设计要学，FPGA要学，MATLAB要学，嵌入式系统要学，这么多的知识不学都不行啊！到了毕业的学期，他仍在继续唠叨着初入学时的计划，但却未见其深入掌握什么技术。
 
对于数字通信技术来讲，具体到锁相环技术而言，了解一些基本的概念是很容易的，就好像用任何一种设计语言编写一个“Hello，World!”都是一件很容易的事一样。但随着学习的深入，发现很快就被一些纷繁复杂的概念和公式搞得晕头转向。究其原因，在于“Hello，World!”还有很多没有学深学细的地方。一些最基本的概念，那些看似最习以为常的概念，需要反复从原理上琢磨、理解透彻，通过各种手段仿真、测试、验证，不放过任何一个疑点，最终这些疑问转变为自己的知识。在这个基础上，采用同样的方法不断吸收新的知识，随着稳固的积累，知识的滚雪球效应自然会初见端倪。当有一天成为“豆腐老板”时，会发现原来的那些似是而非的概念和公式，原来是如此真实，如同可以用手触摸一般。
第4章
一阶锁相环的FPGA实现
 
■ 一阶环的数字化模型
 
■ 数字鉴相滤波器设计
 
■ Verilog HDL代码风格
 
■ 一阶环的Verilog HDL设计
 
■ 一阶环的ModelSim仿真测试
 
■ 小结——科学的方法
 
经过前面几章的学习，我们已积累了设计锁相环电路的一些基本技能。根据作者的学习经验，这个阶段最期望的一定不是再去理解什么原理公式，学习什么方法思路。好比初次接触到羽毛球时，在网上看了一段中规中矩的教学视频，又刚好买回一支炫丽的球拍，走进球场，实在没有心情再听老师讲什么挥拍动作和击球技巧，只想痛痛快快地上球场打几拍了。这一章，我们将完成一个完整的一阶锁相环电路的FPGA设计及仿真测试过程。
4.1 一阶环的数字化模型
 
4.1.1 工程实例需求
 
一般来讲，电路的数字化模型通常用Z域变换模型来描述。由于本章仅讨论一阶锁相环电路，环路中没有环路滤波器部件，锁相环路的模型得到了很大的简化，为便于讲述和理解，本章在讨论一阶环的设计时，仍采用模拟锁相环路设计方法，参数含义与模拟锁相环路相同。锁相环路的完整数字化模型将在本书后续章节进行讨论。
 
设计任何一个电路，首要的是弄清设计需求。为便于比较分析，本章对第3章最后讨论的一阶锁相环电路进行FPGA实现。采用数字方式实现的一阶环的原理图如图4-1所示。
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 图4-1　一阶锁相环的数字方式实现框图
 

 
这个框图如此简单，似乎只需要几行代码就可以完成。读者在实现过程中可以看到，编写一阶锁相环的代码并不是一件困难的事，关键问题是分析理解各模块参数的设计及实现方法。
 
例4-1：一阶锁相环的FPGA设计
 
• FPGA系统工作时钟速率=系统采样频率fs=8 kHz；
 
• 数字振荡器固有频率fo=400 Hz；
 
• 环路增益K=50 Hz；
 
• 输入为10比特二进制补码数据；
 
• 输出为10比特二进制补码数据。
 
在上面的设计需求中，系统采样频率及FPGA工作时钟为输入信号频率（数字振荡器固有频率）的20倍。根据采样定理，理论上只需要大于输入信号最高频率的2倍即可，工程上一般要求5～8倍。本实例选用较高的采样频率，便于更准确地查看输入输出信号波形，减小因采样造成的波形失真。
 
细心的读者可能已经注意到，需求中没有说明数控振荡器（Numerically Controlled Oscillator，NCO）的频率控制灵敏度K0。根据第3章的讨论，这个参数（K0与环路增益K直接相关）对一阶环路起着关键性作用。在讨论数控振荡器工作原理及参数设计之前，先了解一下数字鉴相器的数字化设计方法。
 
4.1.2 数字鉴相器
 
根据第3章的讨论，通常用正弦形式鉴相器，这种形式的鉴相器由乘法器与低通滤波器组成，如图4-2所示。
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 图4-2　数字鉴相器实现框图
 

 
在数字域中的乘法器与模拟乘法器相似，FPGA中也有相对应的乘法器IP核，直接使用即可。第3章SystemView实例选用的滤波器模型只考虑了截止频率及阻带衰减因素，在数字域设计滤波器相对来讲要复杂些，涉及滤波器的结构问题，相关内容在4.2节专门讨论。
 
数字鉴相器涉及鉴相增益Kd（相当于鉴相器的最大输出电压Ud）。在模拟电路中，这个参数的确定十分简单，物理意义也十分明确，即输出的最大电压值。在数字域中，这个参数的确定涉及二进制数据有效字长、小数点位数、二进制数据格式等问题。
 
根据前面讨论的设计实例需求，输入数据为10比特位宽的二进制补码数据。也就是说，无论工程中模拟输入信号的电压是多少，采样后均转换成了有效位宽为10比特的二进制补码数据。请大家注意“有效位宽”的概念，这里的有效位宽可以理解为，数据中的最大绝对值一定是511（10比特可表示的最大正值为29-1=511）或512（10比特可表示的最小值为-29=-512），即达到了10比特补码数据所能表示的最大数据值，这个最大值就是输入信号的幅值。如何保证采样后的数据能够达到这个“最大值”呢？这通常由电路中A/D采样器与采样前端的自动控制增益（Auto Gain Control，AGC）器件配合完成，读者可以查阅相关资料了解其工作原理。
 
信号的幅值取511 V还是512 V？这会影响到后续计算的环路增益等参数，工程上一般取512 V即可（对于二进制数据来讲，取2的整数次方更便于计算），如果A/D采样后确实没有出现-512，这就会造成一定的计算误差，这也是数字信号处理中有效字长效应带来的计算误差，好在这样的误差一般不会影响到工程设计的正确性。
 
幅值取512 V，就相当于将定点数的小数点默认地设置在了最低位右边。根据第2章的讨论，对于二进制补码数据来讲，我们可以将小数点的位置人为任意设定，只要保证在运算过程中考虑小数点位置的运算规则即可。比如，将小数点定在最高位与次高位之间，则二进制补码数据的幅值就确定为1，且与数据位宽无关。如何确定小数点位置，取决于如何便于计算系统所有参数。事实证明，对于锁相环电路来讲，将小数点设置在最低位右边，更有利于理解并设计其他部件的参数。
 
根据设计需求，NCO的输出（即锁相环路的输出信号）位宽也是10比特，同样取小数位置为最低位右边，则其输出信号幅度也是512 V。根据二进制乘法运算规则，输入信号与NCO输出信号相乘后，需要采用20比特来无失真地表示乘法结果。根据2.2.4节的讨论，只有当两个乘数均出现负的最大值时，才需要用20比特来表示最终的乘法结果，也就是说此时的有效位数才是20比特。反过来讲，只要两个乘数不同时出现负的最大值，则乘法结果的有效位数为19比特。并且，由于这一级的乘法结果没有达到最大的负值，则后级的所有乘法运算就都不可能出现最大负值的情况。
 
FPGA设计的重要原则是速度（系统最高运行速度）与面积（占用硬件资源）权衡问题。一比特数据，其实就是1位寄存器资源，如果每级运算均增加1位寄存器，当系统规模较大时，整个系统所增加的资源就比较可观了。因此，工程上通常的做法，可以对第一级乘法运算结果进行限幅处理，即判断出第一级乘法器出现两个乘数均取最大负值的情况时，直接将运算结果减1作为输出值。具体来讲，当输入信号及NCO输出信号均为“10_0000_0000”时，设置运算结果为“0100_0000_0000_0000_0000”减1所得到的值“0011_1111_1111_1111_1111”，最终用19比特表示即可（“011_1111_1111_1111_1111”）。或者对输入数据进行限幅处理，当判断出输入数据为“10_0000_0000”时，将其限幅为“10_0000_0001”，这样乘法运算结果只需采用19比特有效数据位宽。
 
如果不考虑数字滤波器的作用，根据第3章的讨论，此时鉴相增益很容易计算，即
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根据本书第2章的讨论，鉴相增益是有单位的，为V/rad。
 
4.1.3 数控振荡器
 
数字控制振荡器（简称数控振荡器或NCO）是数字锁相环电路中的重要组成部分，相当于模拟电路中的VCO器件。NCO也是软件无线电、直接数据频率合成器（Direct Digital Synthesizer，DDS）、快速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT）等的重要组成部分，同时也是决定其性能的主要因素之一，用于产生可控的正弦波或余弦波。随着芯片集成度的提高、在信号处理、数字通信领域、调制解调、变频调速、制导控制、电力电子等方面得到越来越广泛的应用。
 
如何计算及设计NCO的控制灵敏度、频率分辨率等参数是工程师必须掌握的知识，要了解这些，先要理解其工作原理。数控振荡器的作用是产生正交的正弦和余弦样本。最简单的方法是采用查表法（Look-Up-Table，LUT），即事先根据各个正余弦波相位计算好其对应的正余弦值，并按相位角度作为地址存储该相位的正余弦值，构成一个幅度-相位转换电路（即波形存储器）。在系统时钟的控制下，由相位累加器对输入频率字不断累加，得到以该频率字为步进的数字相位，再通过相位相加模块进行初始相位偏移，得到要输出的当前相位，将该值作为取样地址值送入幅度-相位转换电路，查表获得正余弦信号样本。
 
估计只是通过阅读上面的介绍，仍然难以理解NCO的工作原理，我们还是以图示进行说明。
 
图4-3是三角函数的相位字与幅值对应关系图。读者可以想象右侧的圆盘以速率fclk的频率逆时针旋转。圆盘中的每个相位值对应一个幅值，幅值向左在纵坐标上投影，横纵标为时间轴，时间轴的单位间隔Tclk=1/fclk。圆盘每旋转一周，在左侧就形成一个周期的正弦波。显然，圆盘旋转的速度越快，正弦波的频率越高。我们来计算一下图4-3中的正弦波频率。
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 图4-3　三角函数相位字与幅值的对应关系图
 

 
由图可知，整个圆盘被分成了16个相位间隔（每个相位点用4比特表示）。由于旋转时钟频率为fclk，即每个相位间隔的旋转时间Tclk=1/fclk，则旋转一周需要的时间为16/fclk，则正弦波的频率f=fclk/16。推而广之，如果相位点用Bnco比特（通常称为相位累加字位宽）来表示，一个圆周内分成[image: ]个相位间隔，则形成的正弦波频率
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由前面的分析可知，正弦波的频率完全由圆盘旋转一周的时间决定。控制圆盘旋转一周的时间除了改变fclk外，还可以改变每次旋转的相位步长。式（4-1）是每次旋转一个单位相位间隔时的正弦波频率，如果每次跳变2个相位间隔，则形成的正弦波频率就是式（4-1）的两倍，也就是说，我们可以通过控制跳变的相位步长来改变正弦波的频率。由于相位点只是存储幅值的地址信息，因此可以很方便地通过控制读取相位地址的顺序和方式来实现改变输出信号频率的目的。
 
由于式（4-1）是顺序读取每个最小相位间隔点产生的信号频率，也是系统所能输出的最小频率。这个频率也称为NCO的频率分辨率。假定每次读取最小相位间隔数为Fcw，则形成的正弦波频率为
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当NCO驱动时钟频率fclk及相位字位宽Bnco确定后，输入信号的频率完全由Fcw决定。因此，通常将Fcw称为NCO的频率控制字。Fcw一定是自然数，且小于等于[image: ]。实际上，根据奈奎斯特定理，NCO输出信号的最高频率为fclk/2，此时[image: ]。大家可以想一下，此时的正弦波是一个什么样的形状？每个波形周期只有两个采样点！这样的正弦波显然无法满足设计需要。系统时钟频率越高、频率分辨率越低，Fcw越小则产生的信号频率越小，且波形的连续性越好。
 
NCO的输出信号频率表达式（4-2）与第3章介绍的VCO特性似乎不完全一致，我们将式（4-2）简单变换一下，得到
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式中，uc(n)为鉴相器输出的数字电压信号，作为NCO的频率控制信号；NCO的频率控制灵敏度[image: ]，转换为角频率单位为[image: ]；fo设置为NCO的固有输入频率（本实例中为400 Hz），根据式（4-2）可以计算得到此时对应的NCO频率字
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将式（4-3）转换成角频率单位，则
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4.1.4 计算环路增益
 
前面讨论了数字鉴相器的增益（不考虑鉴相滤波器对增益的影响）、NCO的控制灵敏度，根据一阶环工作原理，以及第3章讨论的内容，容易得到数字一阶锁相环的环路增益
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式中，Bpd为鉴相器输出的有效数据位宽，环路增益K的单位为Hz，如果转换成角频率单位，则需乘以2π。
 
将Bpd=19，fclk=8 000 Hz，K=50 Hz代入式（4-6），可得到最接近整数的NCO相位累加字位宽N=24。
 
综上，NCO的相位累加字位宽Bnco=24、鉴相器输出的有效数据位宽Bpd=19、系统时钟频率fclk=8 000 Hz，此时一阶锁相环的增益
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至此，如果不考虑鉴相滤波器的影响，一阶环路的主要参数就设计完成了。乘法器和NCO都可以采用Quartus工具提供的IP核进行设计，根据上面的分析就可以着手实现。接下来需要对滤波器的设计问题进行讨论。第3章讨论环路的SystemView仿真时，滤波器的设计十分容易，只需设计带宽等几个参数就行了。在FPGA实现时，这才是设计的重点。
4.2 数字鉴相滤波器设计
 
FIR滤波器与IIR滤波器是最常用的数字滤波器，大多数常规通信中的滤波器都可以采用这两种滤波器来实现对噪声或干扰的滤除。这两种滤波器有一个共同的特点，即均是在时域对信号进行各种处理的，以实现滤除干扰获取有用信号的功能。读者如果有兴趣了解更多与滤波器的FPGA实现相关的内容，可以参考《数字滤波器的MATLAB与FPGA实现》一书。
 
4.2.1 FIR与IIR滤波器
 
1. FIR滤波器原理
 
FIR滤波器，即有限脉冲响应滤波器，顾名思义，指单位脉冲响应的长度是有限的滤波器。具体来讲，FIR滤波器的突出特点是其单位取样响应h(n)是一个N点长的有限长序列，0≤n≤N−1。滤波器的输出y(n)可表示为输入序列x(n)与单位取样响应h(n)的线性卷积。
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其系统函数为
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从系统函数很容易看出，FIR滤波器只在原点上存在极点，这使得FIR系统具有全局稳定性。FIR滤波器是由一个“抽头延迟线”加法器和乘法器的集合构成的，每一个乘法器的操作系数就是一个FIR系数。因此，FIR的这种结构也被人们称为“抽头延迟线”结构。
 
FIR滤波器的一个突出优点是具有严格的线性相位特性。是否所有FIR滤波器均具有这种严格的线性相位特性呢？事实并非如此，只有当FIR滤波器单位取样响应满足对称条件时，FIR滤波器才具有线性相位特性。
 
2. IIR滤波器原理
 
IIR滤波器，即无限脉冲响应滤波器，其单位脉冲响应是无限长的，其系统传递函数为
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系统的差分方程可以写成
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从系统函数很容易看出，IIR滤波器有以下几个显著特性。
 
（1）IIR滤波器同时存在不为零的极点和零点。要保证滤波器为稳定的系统，需要使系统的极点在单位圆内，也就是说系统的稳定性由系统函数的极点决定。
 
（2）由于线性相位滤波器所有的零点和极点都是关于单位圆对称的，所以只允许极点位于单位圆的原点。由于IIR滤波器存在不为零的极点，因此只可能实现近似的线性相位特性。也正是因为IIR滤波器的非线性相位特性限制了其应用范围。
 
（3）在FPGA等数字硬件平台上实现IIR滤波器，由于存在反馈结构，因此受限于有限的寄存器长度，无法通过增加字长来实现全精度的滤波器运算，滤波器运算过程中的有限字长效应是工程实现时必须考虑的问题。
 
3. IIR与FIR滤波器的比较
 
IIR滤波器与FIR滤波器是最常见的数字滤波器，两者的结构及分析方法相似。为更好地理解两种滤波器的异同，下面对其进行简单的比较，以便在具体工程设计中更合理地选择滤波器种类，以更少的资源获取所需的性能。
 
（1）通常在满足同样幅频响应设计指标情况下，FIR滤波器的阶数等于5～10倍IIR滤波器的阶数。
 
（2）FIR滤波器能得到严格的线性相位特性（当滤波器系数具有对称性时），IIR滤波器在相同的阶数情况下，具有更好的幅度特性，但相位特性是非线性的。
 
（3）FIR滤波器的单位脉冲响应是有限长的，一般采用非递归结构，必是稳定的系统，即使在有限精度运算时，误差也较小，即受有限字长效应影响较小。IIR滤波器必须采用递归结构，极点在单位圆内时才能稳定。这种具有反馈的结构，由于运算的舍入处理，易引起振荡现象。
 
（4）FIR滤波器的运算是一种卷积运算，它可以利用快速傅里叶变换和其他快速算法来实现，运算速度快。IIR滤波器无法采用类似的快速算法。
 
（5）在设计方法上，IIR滤波器可以利用模拟滤波器现成的设计公式、数据和表格等资料，FIR滤波器不能借助模拟滤波器设计成果。由于计算机设计软件的发展，FIR、IIR滤波器的设计均可以采用现成的函数，因此在工程设计中两者的设计难度均已大大降低。
 
（6）IIR滤波器主要用于设计规格化的、频率特性为分段恒定的标准滤波器，FIR滤波器要灵活得多，适应性更强。
 
（7）在FPGA设计中，FIR滤波器可以采用现成的IP核进行设计，工作量较小，IIR滤波器的IP核很少，一般需要手动编写代码，工作量较大。
 
（8）当给定幅频特性，而不考虑相位特性时，用IIR滤波器较好。当要求严格线性相位特性时，或幅度特性不同于典型模拟滤波器特性时，通常选用FIR滤波器。
 
本章中的实例采用FIR滤波器设计。
 
4.2.2 MATLAB滤波器函数
 
MATLAB提供了丰富的FIR滤波器设计函数，如fir1()、fir2()、kaiserord()、firpm()等，合理使用这些函数几乎可以设计出任意满足工程要求的滤波器。接下来，我们先对这些函数功能及用法进行简单介绍，最后用一个实例展示综合应用各种函数进行最优FIR滤波器的设计方法。
 
1. fir1()函数
 
MATLAB可以使用fir1()函数设计低通、带通、高通、带阻等多种类型的具有严格线性相位特性的FIR滤波器。需要清楚的是，fir1()函数设计滤波器实际上是采用了窗函数设计方法。fir1()函数的语法形式有以下几种。
 
b=fir1(n,wn)

b=fir1(n,wn,’ftype’)

b=fir1(n,wn,’ftype’,window)

b=fir1(…,’noscale’)
 
其中各项参数的意义及作用如下所述。
 
（1）b：返回的FIR滤波器单位脉冲响应，脉冲响应为偶对称，长度为n+1。
 
（2）n：滤波器的阶数，需要注意的是，设计出的滤波器长度为n+1。
 
（3）wn：滤波器截止频率。需要注意的是，wn的取值范围为0＜wn＜1，1对应为信号采样频率一半。如果wn是单个数值，且ftype参数为low，则表示设计截止频率为wn的低通滤波器，如ftype参数为high，则表示设计截止频率为wn的高通滤波器；如果wn是由两个数组成的向量[wn1 wn2]，ftype为stop，则表示设计带阻滤波器，ftype为bandpass，则表示设计带通滤波器；如果wn是由多个数组成的向量，则表示根据ftype的值设计多个通带或阻带范围的滤波器，ftype为DC-1，表示设计的第一个频带为通带，ftype为DC-0，表示设计的第一个频带为阻带。
 
（4）window：指定使用的窗函数向量，默认为海明窗（Hamming），最常用的窗函数有汉宁窗（Hanning）、海明窗（Hamming）、布拉克曼窗（Blackman）和凯塞窗（Kaiser）。可以在MATLAB界面中输入“help window”命令查询各种窗函数的名称。
 
（5）noscale：指定是否归一化滤波器的幅度。
 
从fir1()函数的语法形式也可以知道，使用窗函数设计方法只能选择滤波器的截止频率及阶数，而无法选择滤波器通带、阻带衰减、过渡带宽等参数，而这些参数与所选择的窗函数种类密切相关。
 
fir1()函数的使用方法十分简单，例如，要设计一个归一化截止频率为0.2，阶数为11、采用海明窗的低通滤波器，只需在MATLAB命令窗口中依次输入以下几条命令，即可获得滤波器的单位脉冲响应，以及滤波器的幅频响应图。
 
b=fir1(11,0.2)

plot(20*log(abs(fft(b)))/log(10))
 
2. kaiserord()函数
 
从fir1()函数的用法可以看出，fir1()函数设计的滤波器无法准确选择过渡带、纹波等参数。凯塞窗具有可调参数选项，因此在实际工程设计中，可根据相关算法，先选择过渡带、纹波参数，并根据这些参数计算出凯塞窗的β值，以及滤波器阶数。MATLAB已经提供了现成的设计函数，使用起来十分方便。
 
kaiserord()函数的语法形式为
 
[n,wn,beta,filtype]=kaiserord(f,a,dev,fs)
 
其中各项参数的意义及作用如下所述。
 
（1）f及fs：如果f是一个向量，其中的元素为待设计滤波器的过渡带的起始点和结束点。如果没有fs参数，f中元素的取值范围为0～1，即相对于采样频率一半的归一化频率；如果有fs参数，则fs为信号采样频率，f中元素即为实际的截止频率。例如，需要设计滤波器的过渡带宽为1 000～1 200 Hz、2 000～2 100 Hz，信号采样频率为8 000 Hz，如没有设置fs参数，则f=[0.25 0.3 0.5 0.525]，如设置fs为8 000，则f=[1 000 12 000 2 000 2 100]。
 
（2）a：a是一个向量，参数f确定了待设计滤波器的过渡带，向量a用于指定这些频率段的理想幅度值。例如，要求某个频带为通带，则设置为1，阻带则设置为0。a与f的对应关系为：a的第一个参数a1对应为f中的0～f1频段，第二个参数a2对应f中的f2～f3频段，后续对应关系以此类推。对于上面讲述f及fs参数的例子，设置a=[1 0 1]，则表示需要设计带阻滤波器。可以看出，由f及a可以表示滤波器的类型。
 
（3）dev：dev是一个向量，用于指定通带或阻带内的容许误差。同样是上述例子，要求通带容许误差为0.01，阻带容许误差为0.02，则dev=[0.01 0.02 0.01]。
 
（4）n：返回值n为kaiserord()函数根据滤波器要求，得到满足设计的最小阶数。
 
（5）wn：返回值wn是一个向量，kaiserord()函数计算得到的滤波器截止频率。
 
（6）beta：返回值beta是根据滤波器要求，kaiserord()函数计算得到的β值。
 
（7）ftype：返回值ftype是根据设计要求获得的滤波器类型参数。
 
3. fir2()函数
 
采用fir1()函数及kaiserord()函数已经能完成多带滤波器设计，但还有一种比较特殊的情况是前面两种函数无能为力的，即任意响应滤波器的设计。所谓任意响应滤波器，是指滤波器的幅度频率响应在指定的频段范围内有不同的幅值，如在0～0.1的理想幅值为1，以0.2～0.4频段内的幅值为0.5，在0.6～0.7频段内的幅值为1等。MATLAB提供的fir2()函数能够完成这种滤波器的设计。fir2()函数的算法是：首先根据要求的幅频响应的向量形式进行插值，然后进行傅里叶变换得到理想滤波器的单位脉冲响应，最后利用窗函数对理想滤波器的单位脉冲响应进行截短处理，由此获得FIR滤波器的系数。fir2()函数的6种语法形式如下。
 
b=fir2(n,f,m)

b=fir2(n,f,m,window)

b=fir2(n,f,m,npt)

b=fir2(n,f,m,npt,window)

b=fir2(n,f,m,npt,lap)

b=fir2(n,f,m,npt,lap,window)
 
其中各项参数的意义及作用为如下所述。
 
（1）n及b：滤波器的阶数，与fir1()函数类似，返回值b为滤波器系数，其长度为n+1。同时，根据FIR滤波器的结构特点，当设计的滤波器在归一化频率为1处的幅度值不为0时，n不能为奇数。
 
（2）f及m：f是一个向量，取值为0～1之间，对应为滤波器的归一化频率。m是长度与f相同的向量，用于设置对应频段范围内的理想幅值。例如，要求设计的滤波器在0～0.125范围内幅度为1，在0.125～0.25范围内幅度为0.5，在0.25～0.5范围内幅度为0.25，在0.5～1范围内幅度为0.125，则f可以表示为[0 0.125 0.125 0.25 0.25 0.5 0.5 1]，m可以表示为[1 1 0.5 0.5 0.25 0.25 0.125 0.125 ]。
 
（3）window：window是一个向量，用于指定窗函数的种类，其长度为滤波器长度n+1，当没有指定窗函数时，默认为海明窗。
 
（4）npt：npt是一个正整数，用于指定在对幅度响应进行插值时的插值点个数，默认值为512。
 
（5）lap：lap是一个正整数，用于指定对幅度响应进行插值时，对于不连续点转变成连续时的点数，默认值为25。
 
4. firpm()函数
 
我们知道，所有的设计均是为了得到更逼近理想滤波器的滤波器，而衡量逼近程度的准则有多种，其中最常用的是最大误差最小准则。采用这种准则进行滤波器设计的函数即接下来介绍的firpm()函数。对于工程设计来说，所谓最优设计当然要用实际的设计效果来体现，我们先对该函数的使用方法进行介绍，而后以实例来讲述函数的使用方法，以及与窗函数法设计的滤波器的性能比较。Firpm()函数的语法形式主要有以下5种。
 
b=firpm(n,f,a)

b=firpm(n,f,a,w)

b=firpm(n,f,a,'ftype')

b=firpm(n,f,a,w,'ftype')

[b,delta]=firpm(...)
 
先让我们来看看firpm()函数语法中各项参数的意义及作用。
 
（1）n及b：滤波器的阶数，与fir1函数类似，返回值b为滤波器系数，其长度为n+1。
 
（2）f及a：f是一个向量，取值为0～1之间，对应为滤波器的归一化频率。a是长度与f相同的向量，用于设置对应频段范围内的理想幅值。对于f及a之间的关系用图形表示更为清楚，设置f=[0 0.3 0.4 0.6 0.7 1]，a=[0 1 0 0 0.5 0.5]，则f及a所表示的理想幅频响应如图4-4所示，firpm实际上也可以设计任意幅频响应的滤波器。
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 图4-4　firpm()函数中的f与a参数所定义的幅度频率响应
 

 
（3）w：w是长度为f一半的向量，表示设计滤波器时，实现对应频段幅度值的权值。用下标表示向量的元素，则w0对应的是f0～f1频段，w1对应的是f2～f3频段，以此类推。权值越高，则实现时相应频段的幅值越接近理想状态。
 
（4）ftype：ftype用于指定滤波器的结构类型，如没有设置该参数，则表示设计偶对称脉冲响应的滤波器；如设置为hilbert，则表示设计奇对称结构的滤波器，即具有90°相移特性；如设置为differentiator，则表示设计奇对称结构的滤波器，且设计时针对非零幅度的频带进行了加权处理，使滤波器的频带越低，则幅值误差越小。
 
（5）delta：delta为返回的滤波器最大纹波值。
 
经过上面的介绍，我们发现firpm()函数好像是万能的，既能设计出最优滤波器，又能设计任意幅频响应的滤波器，还能设计出90°相移的滤波器。
 
4.2.3 FIR滤波器的MATLAB设计
 
前面介绍了不同的FIR滤波器函数，在工程应用中如何选择呢？滤波器的设计原则有两条：一是获得最优的滤波器性能，即通带纹波小，阻带衰减大；二是滤波器阶数尽量小，使其占用的寄存器资源少。下面的实例展示了作者总结的工程上设计滤波器的一般方法。
 
根据实例4-1的要求，我们设计FIR低通滤波器的过渡带为300～600 Hz，采样频率为8 000 Hz，通带纹波最大为0.04，阻带纹波最大为0.04。利用海明窗及firpm()函数设计相同的低通滤波器，截止频率为600 Hz，滤波器阶数为凯塞窗函数求取的值。绘出三种不同方法设计的幅度频率响应曲线。
 
该实例的M程序文件“\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\FilterCompare.m”的源代码如下。
 
%FilterCompare.m程序清单

%用kaiserord计算满足性能要求的最小滤波器阶数；

%用firpm和fir1分别设计最优滤波器，以及窗函数滤波器，并绘制其幅频响应

%输出最优滤波器系数



function h_pm=FilterCompare

fs=8000; %采样频率

fc=[300 600]; %过渡带

mag=[1 0]; %窗函数的理想滤波器幅度

dev=[0.04 0.04]; %纹波

[n,wn,beta,ftype]=kaiserord(fc,mag,dev,fs) %获取凯塞窗参数

fpm=[0 fc(1)*2/fs fc(2)*2/fs 1]; %firpm函数的频段向量

magpm=[1 1 0 0]; %firpm函数的幅值向量



%设计凯塞窗及海明窗滤波器

h_kaiser=fir1(n,wn,ftype,kaiser(n+1,beta));

h_hamm=fir1(n,fc(2)*2/fs);

%设计最优滤波器

h_pm=firpm(n,fpm,magpm);



%求滤波器的幅频响应

m_kaiser=20*log10(abs(fft(h_kaiser,1024)));

m_hamm=20*log10(abs(fft(h_hamm,1024)));

m_pm=20*log10(abs(fft(h_pm,1024)));



%设置幅频响应的横坐标单位为Hz

x_f=[0:(fs/length(m_kaiser)):fs/2];

%只显示正频率部分的幅频响应

m1=m_kaiser(1:length(x_f));

m2=m_hamm(1:length(x_f));

m3=m_pm(1:length(x_f));



%绘制幅频响应曲线

plot(x_f,m1,'-',x_f,m2,'-.',x_f,m3,'--');

xlabel('频率(Hz)');ylabel('幅度(dB)');

legend('凯塞窗','海明窗','最优滤波器');

grid;
 
程序运行结果如图4-5所示，程序运行后输出的最优滤波器系数为：
 
0.0162 -0.0027 -0.0049 -0.0080 -0.0117 -0.0151 -0.0175 -0.0179 -0.0158

-0.0105 -0.0019 0.0101 0.0248 0.0415 0.0591 0.0761 0.0911 0.1029

0.1105 0.1131 0.1105 0.1029 0.0911 0.0761 0.0591 0.0415 0.0248

0.0101 -0.0019 -0.0105 -0.0158 -0.0179 -0.0175 -0.0151 -0.0117 -0.0080

-0.0049 -0.0027 0.0162
 
 
 [image: ] 
 图4-5　不同方法设计的低通滤波器
 

 
使用kaiserord()函数获得滤波器的阶数为38，截止频率为0.1125，凯塞窗的，值为1.8181。从几种滤波器的幅频响应曲线可以看出，与其他两种窗函数滤波器相比，最优滤波器的第一旁瓣电平略低（阻带衰减约为30 dB），且阻带纹波相同，窗函数滤波器的阻带纹波却逐渐减小。
 
本实例其实演示了采用窗函数设计低通滤波器的一般方法，即采用kaiserord()函数根据设计要求获取滤波器阶数等信息，然后通过firpm()函数设计满足需求的最小阶FIR滤波器。
 
4.2.4 量化滤波器系数
 
我们知道，FPGA只能对二进制数据进行运算，程序FilterCompare.m计算出的滤波器数是实数形式，无法直接用硬件语言实现，因此必须对其进行量化处理，并转换成二进制补码数据。虽然Quartus II中的FIR核可以直接读取实数形式的滤波器系数（Xilinx公司的ISE工具必须读取量化后的二进制滤波器系数），其内部实现时仍然对其进行了量化处理。了解量化处理的方法及过程，对于理解计算环路增益等参数具有重要意义。
 
第2章讲过数据量化会带来量化误差，详细定量分析系数的量化效应不仅繁杂，且对工程设计没有多大实际效果。最有效的方法依然是通过仿真来确定系数的字长。
 
本书在讲述字长效应时说过，对FPGA等硬件处理平台来讲，为防止运算时数据溢出，通常将输入数据及中间变量限制在绝对值小于1的范围内。FPGA中处理的数据均是以二进制形式存放的数据，数据的小数点位置完全是由人为定义的，当定在紧靠在最高位右边时，数据的表示范围即绝对值小于1的小数。那么具体量化系数时该如何进行呢？对于一组数据，要求其绝对值小于1，是指量化后的数据小数点定在最高位右边的时候。稍为转换一下思路，如果设置量化后的数据均为整数，则量化过程就要相对简单得多，只需将一组数据先进行归一化处理，而后乘以一个整数因子，再进行四舍五入截位处理即可。经过上述处理后的数据，将小数点移至最高位的右边，即满足要求的量化后的数据。最后可以利用MATLAB的进制转换函数，方便地将整数类型的数据转换成二进制或十六进制数据，供FPGA设计使用。
 
我们接下来用MATLAB编写一个量化程序，对FilterCompare.m程序生成的滤波器系数进行量化处理，程序需要完成以下几项功能，
 
（1）将FilterCompare.m生成的滤波器系数，按照Quartus II软件需求的格式写入外部文件中（D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\lpf.txt）。
 
（2）分别对滤波器系数进行4比特、8比特、10比特量化，绘制量化前后的滤波器幅频响应曲线；
 
（3）输出8比特量化后的滤波器系数。
 
该实例的M程序文件“\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\FilterCoeQuant.m”的源代码如下。
 
%FilterCoeQuant.m程序清单

%调用FilterCompare函数生成滤波器系数

h_pm=FilterCompare;



%将生成的滤波器系数数据写入FPGA所需的txt文件中

fid=fopen('D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\lpf.txt','w');

fprintf(fid,'%12.12f\r\n',h_pm);

fclose(fid);



%量化滤波系数

qm=8; %量化位宽为8比特

q8=round(h_pm/max(abs(h_pm))*(2^(qm-1)-1))

%求系数绝对值之和

s_q8=sum(abs(q8))

%将十进制转换成二进制

q8_bin=dec2bin(q8+2^qm*(q8<0))

qm=10; %量化位宽为10比特

q10=round(h_pm/max(abs(h_pm))*(2^(qm-1)-1));

qm=4; %量化位宽为4比特

q4=round(h_pm/max(abs(h_pm))*(2^(qm-1)-1));



%获取量化前后滤波器的幅频响应数据

q_pm=20*log10(abs(fft(h_pm,1024))); q_pm=q_pm-max(q_pm);

q_pm8=20*log10(abs(fft(q8,1024))); q_pm8=q_pm8-max(q_pm8);

q_pm10=20*log10(abs(fft(q10,1024))); q_pm10=q_pm10-max(q_pm10);

q_pm4=20*log10(abs(fft(q4,1024))); q_pm4=q_pm4-max(q_pm4);



%设置幅频响应的横坐标单位为MHz

x_f=[0:(8000/length(q_pm)):8000/2];

%只显示正频率部分的幅频响应

m_pm=q_pm(1:length(x_f));

m_pm8=q_pm8(1:length(x_f));

m_pm10=q_pm10(1:length(x_f));

m_pm4=q_pm4(1:length(x_f));



%绘制幅频响应曲线

plot(x_f,m_pm,'-',x_f,m_pm4,'.',x_f,m_pm8,'-.',x_f,m_pm10,'--');

xlabel('频率(Hz)');ylabel('幅度(dB)');

legend('未量化','4位量化','8位量化','10位量化');

grid;
 
程序运行结果如图4-6所示。量化位数对滤波器的阻带纹波有较大的影响，且量化位数越高，则影响越小。对于该实例来讲，8位量化即可满足设计需求。
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 图4-6　滤波器系数量化效应对滤波器幅频特性的影响
 

 
程序运行后输出的最优滤波器系数为：
 
18 -3 -5 -9 -13 -17 -20 -20 -18 -12 -2 11 28 47 66 85 102 116 124 127 124 116 102 85 66 47 28 11 - 2 -12 -18 -20 -20 -17 -13 -9 -5 -3 18
 
由量化后的滤波器系数可知，系数最大绝对值为127，是8位二进制数所能表示的最大正值。程序还给出了系数绝对值之和为1 559，也就是说，经过FIR滤波后，如果取全精度运算，最大值是输入信号的1 559倍，输出数据需要增加11比特（210＜1 559＜211），扩展到30比特。
 
由于MATLAB的滤波器函数设计的滤波器自动进行了增益归一化处理，使其通带内的增益为0 dB，对滤波器系数进行量化处理后，实际上是对所有原始滤波器系数乘了一个增益系数。量化前的系数最大值为0.1131（见程序FilterCompare.m运行结果），量化后的最大值为127，则增益扩大了127/0.1131=1 122.9倍。
 
需要说明的是，在作者出版的几本数字通信的MATLAB与FPGA实现系列图书中，讨论数字锁相环的FPGA设计时，将FIR滤波器的增益均近似成2的整数次幂形式。这种近似虽然会带来一定的误差，但不会影响程序运行的正确性。实际上，由于有效字长效应的影响，工程设计时通常需要根据仿真测试结果对环路参数进行适当调整。
 
经过前面的分析，此时的环路增益不再是62.5 Hz而是扩大到K=Kd×K0×Klpf≈70.19 Hz。考查一下NCO的工作原理，NCO输入频率字位宽增加到30比特，而相位累加字位宽仅为23比特。显然，NCO频率字的值必须小于相位累加字所能表示的最大值，因为NCO不可能产生比其驱动时钟频率更高的载波信号。
 
完善设计的方法有两种：一是降低滤波器的增益，降低输入至NCO的频率字位宽；二是增加NCO的相位累加字位宽，降低NCO的控制灵敏度。
 
为提高运算精度，我们采用第二种方法，增加NCO的相位累加字位宽（增加11位，达到35位），相当于降低NCO控制灵敏度，FIR滤波器可以保持全精度运算，其滤波性能与量化后的MATLAB仿真结果相同。此时NCO的相位累加字位宽Bnco=35，控灵敏度为K0=fclk/235。此时，环路总增益
 
K=Kd×K0×Klpf≈217×8 000×2-35×1 123≈34 Hz
 
细心的读者已经发现，实例要求的环路总增益为50 Hz，根据上面的设计结果，总增益仅为34 Hz。根据环路增益的计算方法，我们也可以对环路的某个增益环节再乘以一个系数，比如对FIR滤波器系数再乘以一个系数，并重新量化，即可灵活调整环路总增益。由于数字有效字长效应的影响，以及工程上设计的方便，通常采用2的整数次幂的数值进行设计。在本章后续讨论中读者会看到，上式中的环路增益计算方法仍然需要进行调整。相关问题在FPGA电路的设计及仿真测试过程中再详细说明。
 
至此，我们根据4.1节提出的工程实例要求，已经完成FPGA实现之前的相关参数设计。
 
• 鉴相乘法器输出位宽：19比特。
 
• 鉴相滤波器系数位宽：8比特。
 
• 鉴相滤波器系数文件：D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\lpf.txt。
 
• 鉴相滤波器输出数据位宽：30比特。
 
• 环路增益K=34 Hz。
 
• NCO频率字位宽：30比特。
 
• NCO相位累加字位宽：35比特。
 
• NCO初始频率字：1 717 986 918（400 Hz），根据式（4-4）计算。
4.3 Verilog HDL代码风格
 
在动手编写一阶锁相环的Verilog HDL代码之前，再简单介绍一下Verilog HDL的代码风格。众所周知，良好代码风格的好处不言而喻，如便于代码在项目团队之间的交流，便于维护管理，同时也可以促进工程师自身水平的不断积累。通常来讲，一些规模稍大的工程都需要多个工程师分模块编写，程序的交流不可避免，没有风格统一的代码，没有规范的编写要求，无疑会给项目的开发带来极大的阻碍，因此，保持自己的代码符合统一的规范是一个编码者的基本素质。
 
通常，当项目的规模达到一定程度之后，在项目开发之前，小到三五个人组成的团队，大到整个公司内部，都会事先制定好代码的编写规范，内容包括项目文件组织结构、文件命名格式、变量命名格式、常用功能电路编写要求等。
 
本节仅简单介绍本书Verilog HDL代码的编写方式，便于读者阅读理解各FPGA实例程序代码。
 
4.3.1 文件接口声明
 
本书中，一个Verilog HDL文件一般只包含一个模块（module），模块名称与文件名称完全相同。模块名由多个单词组成时，一般仅将每个单词的第一个字母大写，以示区分，如“BitSync.v”。
 
文件接口采用以下示例模块编写方式。
 
module BitSync (

    rst,clk,din,                //输入接口信号

    sync);                      //输出接口信号



    input rst;                  //复位信号，高电平有效

    input clk;                  //FPGA系统时钟：32 MHz

    input signed [7:0]  din;    //输入数据

    output  sync;               //位同步脉冲输出
 
紧接模块名往下依次写输入接口名，如果输入接口数量较多，则分两行书写；紧接输入接口下一行书写输出接口名，输出接口数量较多，则分两行书写。
 
输入输出接口名之后空一行，依次书写输入输出接口信号定义，先写输入的单比特信号，再写多比特信号，每个接口定义单独占一行，输入与输出接口定义之间空一行。
 
4.3.2 变量的命名方式
 
所有信号及变量中，不允许将大小写字母混用来表示词的间隔，用下横线来表示词间隔，例如，ddr_address_bus。
 
• 所有端口、信号、变量均采用小写n结尾的下横线表示低电平有效，例如，rst_n。
 
• 声明总线宽度的语句必须用[n:0]，而不能用[0:n]，标记0表示LSB，标记n表示MSB。
 
• 未连接的输出信号以“_nc”结尾作为名字的后缀，其他情况一律不允许使用“_nc”。
 
• 时钟信号的名字中若没有“clk”时，则必须使用后缀“_clk”为该时钟信号命名。
 
• DEFINE和参数必须用大写字母定义。
 
4.3.3 模块对齐方式
 
在module的具体实现中，begin和end的对齐方式有很多种。本书的实例程序规定的格式如下所示。
 
always @( posedge clk or negedge rst_n )

   begin

   if ( !rst_n )

      begin

          cur_state <= dint;

      end

   else

      begin

          cur_state <= next_state;

      end

   end
 
在书写module内部代码时，begin重新开一行，end与begin对齐。这种方式在出现end else begin时，会占用额外的两行。可以将begin与end理解为C语言的大括号，只是纯字母方式毕竟没有大括号直观。一些代码风格中，为简化代码长度，通常将只有一条语句的分支结构中的begin和end语句省略掉。这种做法虽然不影响代码执行的正确性，但建议还是养成完整编写begin和end的习惯。这样，于后续代码维护过程中，在分支结构中增加语句时，可以减少因忘记添加begin和end而产生问题的概率。
 
4.3.4 阻塞赋值和非阻塞赋值
 
Verilog语言的赋值方式有两种，阻塞赋值“=”和非阻塞赋值“<=”。之所以会出现这两种赋值方式，是由时序逻辑和组合逻辑的特性所决定的。
 
在组合逻辑中，由于所有的赋值操作都在当前clock内完成，因此我们认为其赋值操作会立即生效。阻塞赋值的含义正好与其吻合。
 
在时序逻辑中，由于所有的赋值操作都在下一个clock内生效，因此我们认为其赋值操作在当前时刻不能生效。这与非阻塞赋值的含义相同。
 
有鉴于此，任何在组合逻辑中使用非阻塞赋值，或者在时序逻辑中使用阻塞赋值的写法都是有悖于硬件实现的。但对Verilog HDL语言进行综合实现时，在时序逻辑功能模块中的阻塞赋值“=”也能综合成电路，且容易生成与设计者意愿不符的电路，在可综合的Verilog HDL语言中，在同一个功能模块中，需要避免这种混合使用方式。
 
需要说明的是，在另一种HDL语言VHDL中，相应的也有阻塞赋值“:=”和非阻塞赋值“<=”，两种语言对两种赋值语句的定义是相同的。在对相同电路功能模块进行语言转换的过程中，常常会发现在转换时序逻辑电路（always模块）中的阻塞赋值“:=”语句时，电路功能发生一些变化。因此，从程序代码的可转换性来看，也很有必要遵守两种赋值语句的使用限制。
 
4.3.5 注释语句
 
在程序中添加必要的注释，有利于对代码的维护。尤其对于Verilog HDL等硬件描述语言来讲，大部分代码采用结构性描述方法，程序语句的直接语义无法直观反映程序功能，如不添加注释，难以在团队之间进行交流。因此，对于一段完整的程序来讲，合理的注释已经成为不可缺少的组成部分。
 
每一个Verilog HDL源文件头上通常需要添加注释，详细说明文件名、作者姓名及联系方式、程序版本号、程序功能描述、版本修改历史等信息，如下所示。
 
//--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

//文 件名：CountPulse.v

//创 建者：杜勇，duyongcn@sina.cn，http://duyongcn.blog.163.com/

//程序版本：v1.0，2015.5.15

//功能描述：对输入信号中的高电平脉冲计数，每检测到脉冲宽度大于1 ms且小于2 ms时对计数器加

// 1，当连续检测到10个脉冲时，输出一个1 ms的高电平脉冲信号，作为后续的控制信号。

//修改历史：2015.6.1日，将输出控制信号宽度由0.5 ms调整为1 ms。

//--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
 
对每个文件的IO端口进行注释，说明端口作用。
 
在每一个代码的功能段之前必须要有描述代码内容和功能的注释。
 
文件中嵌入其他模块时，对模块功能进行注释说明。
 
采用单行注释，必须采用以“//”开头的单行注释方法，避免采用“/*….*/”形式的注释方法。
 
另外，错误的注释比没有注释更糟糕。因此，在维护代码时，首先考虑更新的，应该是代码的注释。
 
当代码注释无法清晰地表达出该段代码的意义时，建议使用另外的文档来说明，并在代码处注明链接关系。
4.4 一阶环的Verilog HDL设计
 
4.4.1 新建FPGA工程
 
经过前期的准备，现在开始正式在Quartus II平台下，利用Verilog HDL语言进行一阶锁相环路的FPGA设计。
 
依次单击“开始→所有程序→Altera 12.1→Quartus II 12.1”打开Quartus II软件的工作主界面，在工作主界面中依次单击“File→New Project Wizard”菜单，打开New Project Wizard（新建工程向导）对话框（见图4-7）。
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 图4-7　工程向导功能说明页面
 

 
新建项目向导菜单首先弹出一个说明（Introduction）框，提示该向导所能完成的主要工作。选中对话框左下角的“Don't show me this introduction again”单选按钮，在下次利用向导新建项目时不再显示该说明框。
 
单击“Next”按钮进入项目路径、项目名称及顶层实体设置对话框（Directory，Name，Top-Level Entity），如图4-8所示。
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 图4-8　工程路径及名称设置页面
 

 
在这个页面中的三个编辑框中，依次编辑输入工程的存放路径（What is the working directory for this project?）、工程名称（What is the name of this project?）和工程顶层实体名称。其中，工程顶层实体名称通常与工程名称保持一致。本实例的FPGA工程目录设置为“D:/PllPrograms/Chapter_4/E4_1/PllOneOrder”。如果我们需要采用以前设计过的工程设置（主要包括器件型号等信息），则可以单击“Use Existing Project Settings…”按钮，并在弹出的对话框中选中相应工程即可，这样可以快速完成工程基本信息的设置。
 
单击“Next”按钮进入添加文件对话框，如图4-9所示。如果我们需要将已编写的工程文件添加到当前工程中，可以通过对话框中的“Add”、“Remove”等按钮进行添加和删除操作。由于我们还没有编写任何工程文件，因此直接单击“Next”按钮，进入目标器件设置页面，如图4-10所示。
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 图4-9　添加工程文件设置页面
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 图4-10　器件型号设置界面
 

 
选择器件型号的方式有两种：一是选中页面中的“Auto device selected by the Filter”单选按钮，通过设置“Show in‘Available devices’list”中的器件封装（Package）、引脚数量（Pin count）、速度等级（Speed grade）、Name filter（器件名称）等信息来逐步选定具体的器件型号；或者另一种是选中页面中的“Specific device selected in ‘Available device’list”单选按钮，直接在“Available device”列表中选择器件型号。
 
选中“EP4CE15F17C8”器件后，单击“Next”按钮，进入“EDA Tool Settings”页面，设置EDA工具信息，如图4-11所示。设置仿真工具（Simulation）为“Modelsim-Altera”，仿真语言（Format）为“Verilog HDL”，其他参数保持默认。
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 图4-11　EDA工具设置页面
 

 
单击“Next”按钮进入项目信息概览页面，如图4-12所示，该页面显示了前面步骤所设置的项目信息。用户可以单击“Back”按钮回到前面各个设置页面，对设置参数进行修改。设置完成后，单击“Finish”按钮完成项目信息设置，软件自动回到Quartus II的主工作界面，且主工作界面中已经显示了所选中的器件型号、顶层文件名等信息。
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 图4-12　项目设置概览信息页面
 

 
这样我们就在Quartus II平台下新建了名为PllOneOrder的FPGA工程项目。为兼顾本书各章节前后内容的一致性，本书中所涉及的工程实例通常选用Altera公司比较典型的Cyclone IV系列芯片EP4CE15F17C8作为目标器件。
 
4.4.2 数字乘法器设计
 
在FPGA设计中，一个基本的方法是尽量采用平台提供的IP核进行设计，这些IP核都是经过优化设计且验证过的功能模块，不仅可以节约工程师的时间，而且也可以有效提高系统的性能。锁相环中的鉴相器（乘法器、滤波器）、数控振荡器都可以用Quartus II提供的IP核来实现。我们所要做的仅仅是根据需求设置各IP核的参数而已。
 
接下来开始完成乘法器的设计。乘法器是FPGA设计中大量使用的运算单元之一。FPGA设计中最简单、最常用的方法是在程序文件中直接使用运算符“*”来完成相应的运算，但使用符号运算只能使用简单的乘法功能，不利于设置输入输出寄存器、流水线操作等功能。
 
在新建的FPGA工程中，依次单击Quartus II主界面的“Tools→MegaWizard Plug-In Manager”菜单，启动IP核管理工具，如图4-13所示。
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 图4-13　IP核管理工具设置页面
 

 
IP核管理工具提供了3种生成IP核的方法：新建IP核（Create a new custom megafunction variation）、编辑一个已有的IP核（Edit an existing custom megafunction variation）、复制一个已有的IP核（Copy an existing custom megafunction variation）。我们选择第一个选项，新建IP核。单击“Next”按钮，进入IP核类型设置页面，如图4-14所示。
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 图4-14　IP核类型选择页面
 

 
在这个页面中可以看出，Quartus II提供了各种可用的IP核。可用IP核的种类与所选目标器件有关，因此在进行系统设计时，工程师十分有必要了解所选目标器件所能提供的IP核，以便于后续的工程实现。由于本实例采用Verilog HDL编程实现，因此选中输出文件格式（Which type output file do you want to create?）中的Verilog HDL单选框。单击页面左侧的“Arithmetic”文件夹按钮，打开运算类型的IP核目录，可以看到Quartus II提供了多种乘法器运算IP核。ALTFP_MULT（浮点数据的乘法运算）、ALTMEMMULT（基于存储器结构的常系数乘法运算）、ALTMULT_ACCUM（乘法累加运算）、ALTMULT_ADD（乘加运算）、ALTMULT_COMPLEX（复数乘法运算），以及LPM_MULT（常规乘法运算）。
 
单击“Arithmetic→LPM_MULT”，选择生成常规乘法运算IP核。在“What name do you want for the output file”编辑框中输入IP核配置文件路径及名称。编辑框中已将当前工程路径自动作为IP核存放路径，我们只需在路径后面再输入IP核名称即可。输入pd_mult，单击“Next”按钮，进入乘法器IP核参数设置界面，如图4-15所示。
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 图4-15　乘法器IP核参数设置页面3
 

 
在Multiply configuration部分可以设置实现两个操作数的乘法（Multiply‘data’input by‘data’input）或实现平方运算（Multiply‘data’input by itself）；可以设置输入数据的位宽（当输入数据位宽均不大于9比特时，FPGA采用9比特的乘法器IP核实现，否则采用18比特的乘法器IP核实现）。设置两个数据位宽均为10比特，输出数据位宽保持默认值（20比特）。单击“Next”按钮进入下一步数据参数设置界面，如图4-16所示。
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 图4-16　乘法器IP核参数设置页面4
 

 
在Data Input部分可以设置乘法操作数是否为常数，选中“No”选项。在“Multiplication Type”中设置数据为有符号数（Signed）或无符号数（Unsigned），选中“Signed”。可以设置实现乘法运算的结构为专用乘法器IP核（Use the dedicated multiplier circuitry）或逻辑单元（Use logic elements），选中“Use the dedicated multiplier circuitry”。设置完后，继续单击“Next”按钮进入第5个参数设置页面，如图4-17所示。
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 图4-17　乘法器IP核参数设置页面5
 

 
在这一页面中，可以设置乘法运算的流水线级数（Output Latency），以及FPGA实现时的优化策略是速度（Speed）还是面积（Area）。为提高系统运行速度，设置流水线级数为1，优化策略是速度（Speed）。至此，乘法器IP核的参数设置基本完成，单击“Next”按钮，在第6个页面中选中“Generate netlist”按钮。单击“Next”按钮，进入第7步页面，如图4-18所示。在这个页面中，用户可以选择IP核所需生成的文件种类，一般保持默认值即可，生成Verilog HDL语言的模块文件。单击“Finish”按钮，完成乘法IP核的设置工作，并返回Quartus II主界面。
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 图4-18　乘法器IP核参数设置页面7
 

 
单击主界面中“Project Navigator”窗口的“Files”标签，可以看到窗口中已列出了“pd_mult.qip”条目，这正是我们刚才生成的乘法器模块。双击“pd_mult.v”条目，打开乘法器IP核的源文件，可以查看该模块的接口。
 
module pd_mult (

    clock,

    dataa,

    datab,

    result);
 
4.4.3 低通滤波器设计
 
根据前面的讨论，本例中的低通滤波器采用FIR滤波器实现。Quartus II 12.1提供了两种功能十分强大的FIR核：FIR Compiler v12.1和FIR Compiler II v12.1，可适用于Altera公司的Arria II GX、Arria II GZ、ArriaV、Arria V GZ、Cyclone III、Cyclone III LS、Cyclone IV GX、Cyclone V、Stratix III、Straix IV、Straix IV GX、Straix IV GT、Straix V系列器件。FIR Compiler v12.1核最多可同时支持256个通路；抽头系数从2到2 048，输入数据位宽及滤波器系数最多可支持32比特；支持滤波器系数动态更新功能。FIR Compiler v12.1核的数据手册详细描述了该IP核功能及技术说明。
 
启动“MegaWizard Plug-In Manager”工具后，依次选中“DSP→Filters→FIR Compiler v12.1”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后（pd_filter），单击“Next”按钮后即进入fir核工具界面，单击“Step1: Parameterize”选项，进入图4-19所示参数设置界面。
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 图4-19　FIR滤波器的IP核用户界面
 

 
设置滤波器系数量化方式（Coefficient Scaling）为“Auto”，位宽（Bit Width）为8比特，目标器件（Device Family）为Cyclone IV E，流水线级数（Pipline Level）为1，输入数据及滤波器系数的存储资源保持默认值为Logic Cells。单击滤波器结构列表框（Structure）可以看到，该IP核提供了4种不同的实现结构：Distributed Arithmetic:Fully Serial Filter（全串行分布式算法结构）、Distributed Arithmetic:Multi-Bit Filter（多比特分布式算法结构）、Distributed Arithmetic:Fully Parallel Filter（全并行分布式算法结构）、Variable/Fixed Coefficient:Multi-Cycle（多时钟周期结构）。不同结构所需的芯片资源不同，运算速度也不同，数据速率与时钟速率之间的时序关系也不同，有关滤波器的详细讨论请参考《数字滤波器的MATLAB与FPGA实现》。本实例选用全并行分布式算法结构。
 
设置输入数据位宽（Input Bit Width）为19比特（乘法器输出的有效数据位宽），单速率（Single Rate）单通道（Number of input Channels:1）模式，输出满精度数据（Full Resolution）格式（输出数据位宽与输入数据位宽、滤波器系数长度、滤波器系数位宽有关，本实例中为30比特）。
 
接下来我们需要设置滤波器系数。FIR Compiler v12.1提供的滤波器系数设计功能十分丰富，单击图4-19中的“Edit Coefficients Set”按钮，进入系数编辑界面，如图4-20所示。系数设置有两种方法：一是直接在IP核中根据通带、阻带等特性设计滤波器；二是直接装载已经设计好的滤波器系数文件（文本文件TXT格式）。为便于模块的通用性，以及滤波器系数的继承性，我们采用第二种方法。
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 图4-20　FIR滤波器核的滤波器系数设置界面
 

 
滤波器系数文件lpf.txt由FilterCoeQuant.m、FilterCompare.m程序产生。选中“imported coefficient Set”单选按钮，单击“Browse”按钮，并选中已准备好的滤波器系数文件lpf.txt，单击“Apply”按钮应用此滤波器系数，可以在图4-20界面的左上部分查看滤波器系数，右上部分查看滤波器的幅频响应。
 
至此，我们已完成FIR核的设计工作。单击主界面中“Project Navigator”窗口的“Files”标签，可以看到窗口中已列出了“pd_filter.qip”条目，这正是我们刚才生成的滤波器模块。双击“pd_filter.v”条目，打开滤波器IP核的源文件，可以查看该模块的接口。
 
module pd_filter (

    clk,

    reset_n,

    ast_sink_data,

    ast_sink_valid,

    ast_source_ready,

    ast_sink_error,

    ast_source_data,

    ast_sink_ready,

    ast_source_valid,

    ast_source_error);
 
4.4.4 数控振荡器设计
 
Quartus II 12.1提供了功能丰富的NCO核：NCO v12.1，可适用于Altera公司的Arria II GX、Arria II GZ、ArriaV、Arria V GZ、Cyclone III、Cyclone III LS、Cyclone IV GX、Cyclone V、Stratix III、Straix IV、Straix IV GX、Straix IV GT、Straix V系列器件。
 
启动“MegaWizard Plug-In Manager”工具后，依次选中“DSP→Signal Generation→NCO v12.1”，并设置好目标器件簇、输出文件中的语言模型、IP存放路径及名称后（nco），单击“Next”按钮后即进入nco核工具界面，单击“Step1: Parameterize”选项，进入图4-21所示参数设置界面。
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 图4-21　NCO核的参数设置页面
 

 
在参数设置页面（Parameters）的左侧可以设置产生NCO的算法结构（Generation Algorithm）：小规模ROM（Small ROM）、大规模ROM（ROM）、CORDIC、乘法结构（Multiplier-Based）。通常选用CORDIC结构，不需要乘法器和ROM资源。设置相位累加字位宽（Phase Accumulate Precision）为35比特，角分辨率（Angular Resolution）为16比特，幅度位宽（Magnitude Precision）为10比特。设置NCO的驱动时钟频率（Clock Rate）为8 kHz，输出频率（Desired Output Frequency）为400 Hz。
 
单击“Implementation”标签，进入实现参数设置页面，如图4-22所示。选中“Frequency Modulation Input”单选按钮，使NCO工作在调频模式状态（输出频率由输入信号控制），设置调制分辨率（频率字位宽）“Modulator Resolution ”为30比特。选中“Dual Output”单选按钮，使NCO具备同时输出正、余弦信号的能力。单击“Finish”按钮，即可完成NCO核的设置工作。
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 图4-22　NCO核的实现参数设置页面
 

 
4.4.5 顶层文件设计
 
设计好各一阶环路的各功能模块后，顶层文件的设计变得十分简单，只需将各功能模块连接起来即可。
 
在FPGA工程界面中依次单击“File→New”菜单，在弹出的界面中依次选中“Design Files→Verilog HDL File”选项，生成Verilog HDL类型的空文件。为便于管理，本书所有实例均将Verilog HDL源文件存入在工程目录下的source文件夹下。
 
下面是顶层文件的程序清单。
 
//PllOneOrder.v程序清单

module PllOneOrder (

    rst,clk,din,

    dout);



input rst;                     //复位信号

input clk;                     //系统时钟：8 kHz

input  signed[9:0] din;        //输入信号



output signed[9:0] dout;       //相干载波输出



//NCO初始频率常量(400Hz)

parameter START_FREQUENCY = 35'd1717986918;



//输入信号同步及限幅处理后的信号

reg  signed[9:0] din_d;

//NCO核接口

wire signed[9:0]  nco_sin;

wire signed[9:0]  nco_cos;

wire  nco_rst_n;

wire  nco_clken;



//鉴相乘法器输出

wire signed[19:0] pd_mult_out;

//鉴相滤波器接口

wire  pd_filter_rst_n;

wire  pd_filter_sink_valid;

wire  pd_filter_source_ready;

wire  pd_sink_ready_nc;

wire  pd_filter_source_valid_nc;

wire [1:0]  pd_filter_sink_error;

wire [1:0]  pd_filter_source_error_nc;

wire signed [29:0] pd_filter_out;     //滤波输出



//对输入信号同步及限幅处理

always @(posedge clk)

    if (din==10'b1000000000)

        din_d <= 10'b100000001;

    else

        din_d <= din;



//实例化鉴相乘法器IP核

pd_mult u1 (

    .clock (clk),

    .dataa (din_d),

    .datab (nco_cos),

    .result (pd_mult_out));



//设置鉴相滤波器接口信号状态

assign pd_filter_rst_n = !rst;

assign pd_filter_sink_valid = 1'b1;

assign pd_filter_source_ready = 1'b1;

assign pd_filter_sink_error = 2'b00;



//实例化鉴相滤波器IP核

pd_filter u2(

    .clk (clk),

    .reset_n (pd_filter_rst_n),

    .ast_sink_data (pd_mult_out[18:0]),  //取乘法结果的低19位

    .ast_sink_valid (pd_filter_sink_valid),

    .ast_source_ready (pd_filter_source_ready),

    .ast_sink_error (pd_filter_sink_error),

    .ast_source_data (pd_filter_out),

    .ast_sink_ready (pd_sink_ready_nc),

    .ast_source_valid (pd_filter_source_valid_nc),

    .ast_source_error (pd_filter_source_error_nc));



//设置NCO核接口信号状态

assign nco_rst_n = !rst;

assign nco_clken = !rst;



 //实例化NCO核

nco u3(

    .phi_inc_i (START_FREQUENCY),

    .clk (clk),

    .reset_n (nco_rst_n),

    .clken (nco_clken),

    .freq_mod_i (pd_filter_out),

    .fsin_o (nco_sin),

    .fcos_o (nco_cos),

    .out_valid (nco_out_valid_nc));



//NCO的正弦支路为相干载波信号

assign dout = nco_sin;



endmodule
 
到此，已经基本完成了FPGA程序的输入工作。如果要将程序下载到电路板上进行实验，还需编写一个用户约束文件，用于指定目标器件的引脚分配。约束文件扩展名为.tcl，为便于对工程文件的管理，首先在工程目录下新建文件夹tcl，并在tcl文件夹下新建类型为“Tcl Script File”的资源文件PllOneOrder.tcl，我们仅在该文件中输入复位和时钟引脚约束语句。
 
set_global_assignment -name RESERVE_ALL_UNUSED_PINS "AS INPUT TRI-STATED"

set_global_assignment -name ENABLE_INIT_DONE_OUTPUT OFF

#复位引脚

set_location_assignment PIN_M1 -to rst



#时钟引脚

set_location_assignment PIN_R9 -to clk
 
为便于提高FPGA实现后系统的工作性能，还需要对设计的时钟信号进行时序约束。时序约束是FPGA实现的重要环节，尤其对大规模及速度要求高的设计而言，好的时序约束往往可以较大地提高系统的设计性能。有关时序约束的技巧请读者参考其他相关资料，本书中的实例大多只对最重要的全局时钟信号进行简单约束。
 
单击Quartus II软件工作界面菜单Tool下的“TimeQuest Timing Analyzer”选项，打开时序分析工具，如图4-23所示。
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 图4-23　时序分析工具工作界面
 

 
单击工作界面中“Tools（工具）”菜单项下面的“TimeQuest Timing Analyzer Wizard”选项，打开时序设计向导对话框，并单击“Next”按钮进入时钟约束界面，如图4-24所示。在“Clock name”编辑框中输入自定义的约束名称Ts_clk；“Input Pin”列表框中选中clk信号，表示对此信号进行约束；“Period”编辑框中输入所要约束的时钟周期，由于本实例时钟频率8 kHz，我们设置约束条件为5 MHz，因此周期为200 ns。持续单击“Next”按钮，进入时序设置概览界面，如图4-25。确保选中“Add this output SDC file to the current project”，单击“Finish”按钮完成时钟约束。
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 图2-24　时钟约束工作界面
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 图4-25　时钟约束概览界面
 

 
单击Quartus II软件工作界面菜单Tool下的“Tcl Scripts”选项，打开TCL脚本文件设置界面，选中我们前面已编辑完成的“PllOneOder.tcl”文件，如图2-26所示。单击“Run”按钮，加载引脚约束。
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 图4-26　TCL脚本文件选择界面
 

 
完成了设计输入后，可进行程序的综合、实现及仿真过程。需要注意的是，在进行综合实现时，需要依次单击“Settings→EDA Tool Settings→Simulation”，将仿真工具（Tool name）设置为“none”。
 
Quartus II软件提供了很多FPGA设计综合、实现的工具。对于一般规模的设计来说，直接双击编辑状态显示区中的“Compile Design”可自动完成设计的综合、布局布线及实现过程。完成综合实现后，可以查看工程综合后的RTL原理图，如图4-27所示。工作过程区中自动显示整个设计所占用的器件资源情况。Logic Elements（逻辑单元）使用了4 809个，占31％；Registers（寄存器）使用了4 613个，占30％；Memory Bits（存储器）使用了230位，占1％；Embedded Multiplier 9-bit elements（9 bit嵌入式硬件乘法器）使用了2个，占2％。从“TimeQuest Timing Analyzer”工具中可以查看系统最高工作频率为99.3 MHz，显然满足系统设计要求的8 kHz工作频率。
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 图4-27　一阶锁相环电路RTL原理图
 

4.5 一阶环的ModelSim仿真测试
 
4.5.1 MATLAB生成测试数据
 
完成FPGA设计输入及综合实现之后，必须对设计的电路进行测试，以检验其功能及性能是否满足设计要求。对于本实例来讲，需要输入一个400 Hz的单频信号作为测试数据。我们采用MATLAB仿真生成这个测试信号，并将其存放在文件（D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\din.txt）中，在ModelSim仿真时，通过读取这个文件中的数据，产生输入信号，测试一阶环电路的工作情况。MATLAB程序比较简单，首先产生8 kHz采样的400 Hz单频信号，而后对其进行10比特量化处理，并将量化后的数据转换成二进制数据写入din.txt文件中。
 
%Sin400hz.m程序清单

%设置系统参数

fi=400;                         %输入信号的频率

Fs=8000;                        %采样频率

L=10024;                        %数据长度

N=10;                           %量化位数



%产生400 Hz正弦信号

t=0:1/Fs:(1/Fs)*(L-1);          %产生采样频率的时间序列

si=sin(2*pi*fi*t);



%归一化处理

f_s=si/max(abs(si));

%10 bit 量化

Q_s=round(f_s*(2^(N-1)-1));



%将生成的输入正弦信号数据，写入外部文本文件(din.txt)中

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%新建文本文件前，必须建好文件存放的目录文件夹，否则出现提示信息:

%??? Error using ==> fprintf

%Invalid file identifier

fid=fopen('D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\din.txt','w');

for k=1:length(Q_s)

    B_s=dec2bin(Q_s(k)+(Q_s(k)<0)*2^N,N);

    for j=1:N

       if B_s(j)=='1'

           tb=1;

       else

           tb=0;

       end

       fprintf(fid,'%d',tb);

    end

    fprintf(fid,'\r\n');

end

fprintf(fid,';');

fclose(fid);


 
4.5.2 编写测试激励文件
 
仿真过程主要分为行为仿真及时序仿真，无论何种仿真均需要设计测试激励文件。测试激励文件有波形文件及HDL代码文件两种，本实例采用HDL代码文件，且需要在激励文件中将部分仿真结果数据写入外部的文本文件中，以方便使用MATLAB软件读取数据，并进一步分析仿真结果。
 
依次单击“Settings→EDA Tool Settings→Simulation”，将仿真工具（Tool name）设置为“Modelsim-Altera”。不选中“Run gate-level simulation automatically after compilation”按钮（如选中，则启动ModelSim时自动进行门级仿真，不选中则进行行为级仿真）。设置“Format for output netlist”为“Verilog HDL”语言，即生成Verilog HDL的激励文件。
 
单击Quartus II软件工作界面菜单“processing→start→start Test Bench Template Writer”选项生成模块测试文件（PllOneOrder.vt），该文件自动存储在“工程目录\simulation\modelsim”路径下。在工作区中打开该文件，并根据仿真需求编写该文件。下面直接给出了该文件的源代码。
 
//测试激励文件PllOneOrder.vt的程序清单

//设置仿真时间单位为ns

`timescale 1 ns/ 1 ns

module PllOneOrder_vlg_tst();

reg clk;

reg [9:0] din;

reg rst;

wire [9:0]  dout;



PllOneOrder i1 (

     .clk(clk),

     .din(din),

     .dout(dout),

     .rst(rst));



//设置时钟信号频率为8 kHz

parameter clk_period = 125000;

parameter clk_half = clk_period/2;

//仿真数据长度

parameter data_num = 10000;

//仿真时间

parameter time_sim = data_num * clk_period;



initial

    begin

    //设置时钟信号初值

    clk = 1'b1;

    //设置复位信号初值

    rst = 1'b1;

    #1000 rst = 1'b0;

    //设置仿真时间

    //#time_sim $finish;

    //设置初次仿真时间为200 ns

    #200 $finish;

    //设置输入信号初值

    din = 10'd0;

    end



//产生时钟信号

always

    #clk_half clk = ～clk;



//从外部TXT文件（din.txt）读入数据作为测试激励

integer pattern;

reg [9:0] stim_data[1:data_num];

initial

    begin

    //文件必须放置在“工程目录\simulation\modelSim”路径下

    $readmemb("din.txt",stim_data);

    pattern = 0;

    repeat(data_num)

        begin

        pattern = pattern + 1;

        din = stim_data[pattern];

        #clk_period;

        end

    end



endmodule
 
4.5.3 环路为什么不能锁定
 
行为仿真用于检查程序的语法功能，时序仿真可真实地反映程序运行情况，两种仿真过程中的使用及操作方法本身没有区别，下面以行为仿真为例讲解仿真过程及ModelSim的使用方法。
 
在采用ModelSim仿真之前，还需要对仿真工具及参数进行简单设置。
 
单击Quartus II软件工作界面菜单“Assignments→settings”选项，打开设置对话框，如图4-28所示。选中“EDA Tool Settings”选项，设置“Simulation”的“Tool Name”为Modelsim-Alrtera，“Format（s）”为Verilog HDL；选中“EDA Tool Settings→Simulation”选项，打开仿真界面设置，如图4-29所示。在“Simulation”设置界面中将“Tool name”设置为Modelsim-Altera，在“NativeLink settings”中单击“Test Benches…”按钮，新建Test Bench文件，打开图4-30所示的TestBench设置界面。
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 图4-28　仿真工具设置界面
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 图4-29　Simulation设置界面
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 图4-30　激励文件设置界面
 

 
单击“Test bench and simulation files”右侧的浏览按钮，选中编写好的激励文件PllOneOrder.vt，单击“Add”按钮添加进当前环境中。选中“Use test bench to perform VHDL timing simulation”，设置“Design instance name in test bench”为“i1”（i1是PllOneOrder.vt中的PllOneOrder实例的名称）。在“Test bench name”中填入激励名称“PllOneOrder”，在“Top level module in test bench”中填入“PllOneOrder_vlg_tst”，单击“OK”按钮完成激励参数设置。
 
单击Quartus II软件工作界面菜单“Tools→Run Simulation Tool→RTL Simulation”选项，启动ModelSim软件进行功能仿真（行为仿真）。程序自动调用ModelSim软件进行仿真，且很快弹出一个选择对话框“Are you sure you want to finish?”。这是因为在PllOneOrder.vt文件中我们将仿真结束时间设置为200 ns，因此很快就完成了200 ns的仿真，程序弹出对话框，询问是否需要结束仿真。选择“No”，继续回到ModelSim的仿真界面。
 
这时，我们会发现波形窗口（wave）中， 仿真波形只运行了200 ns时间，且输入数据（din）的信号显示为一条红线。这是因为ModelSim读取的外部测试数据，必须放置在工程目录中的modelsim目录下“D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\PllOneOrder\simulation\modelsim”。将din.txt文件复制到这个目录下，重新运行仿真程序，可以发现此时波形界面中显示的顶层文件接口信号rst、clk、din、dout和pattern（激励文件中定义的读数据序号）都显示确定的数据值。
 
对于一阶锁相环电路来讲，上面这几个信号不足以方便地查看环路的锁定情况。我们希望看到对输入信号同步及限幅后的信号（din_d）、NCO输出信号（dout）之间的相位变化情况，还要查看鉴相乘法器输出的信号（pd_mult_out）和鉴相滤波器后的信号（pd_filter_out）的变化情况。ModelSim提供了非常方便的波形信号添加功能。
 
单击ModelSim界面中的“Sim”标签，选中“i1”模块；单击“Objects”标签，此时窗口中显示出所有i1模块中的信号变量，如图4-31所示。选中所要观察的信号（pd_mult_out、pd_filter_out），在单击右键弹出的菜单中选中“Add Wave”选项，将相应信号添加到波形窗口中。
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 图4-31　Objects窗口中的信号变量
 

 
返回波形显示界面后，单击工具栏上的“[image: ]”（Rull-all）按钮继续仿真，而后单击“[image: ]”（Break）按钮停止仿真，单击工具栏上的“[image: ]”（Zoom In、Zoom Out、Zoom Full）调整波形的显示区域。分别右键单击din_d、pd_mult_out、pd_filter_out信号，在弹出的菜单中依次选中“Radix→Decimal”设置数值显示为十进制格式；重新分别右键单击din_d、pd_mult_out、pd_filter_out信号，在弹出的菜单中依次选中“Format→Analog（automatic）”将信号显示为模拟波形，如图4-32示。
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 图4-32　一阶环仿真波形图（K=34 Hz，未锁定）
 

 
看到图4-32波形，多少有些出乎意料，从鉴相滤波器输入输出信号波形可以看出，鉴相滤波器明显滤除了高频分量，且输出信号的频率受鉴相滤波器输出信号的控制。但环路没有如我们预想的那样锁定！反复检查一下FPGA工程设计代码，以及各IP核的参数设计，实在找不出错在哪里。
 
回想一下第3采用SystemView仿真一阶环的内容，造成环路不锁定的原因，最可能是鉴相滤波器带宽或环路增益设置不合理。鉴相滤波器带宽过渡带设计为300～600 Hz应该没有什么问题，因此最有可能的是环路增益过大的原因。在模拟一阶锁相环中，根据第3的仿真结论，只要环路增益小于VCO的固有振荡频率即可，但在本实例设计的数字一阶锁相环中，这个结论仍然适合吗？按照这个思路，我们修改一下环路增益参数，看看结果如何？
 
改变一阶数字锁相环的增益的方法很多，可以通过增加NCO的相位字位宽来降低增益，或者降低乘法器、低通滤波器的有效位宽来降低总增益。根据前面的讨论，鉴相乘法器输出有效位宽为19比特，即取的是低9比特。我们将乘法结果向右移一位，即直接取高19比特，则相当于增益降低了一倍。这样，在程序代码上的更改更小一些。具体来讲，将程序PllOneOrder.v中的
 
.ast_sink_data (pd_mult_out[18:0]),//取乘法结果的低19位
 
修改为
 
.ast_sink_data (pd_mult_out[19:1]),//取乘法结果的高19位
 
重新进行仿真测试，得到图4-33、图3-34所示的波形图。
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 图4-33　一阶环仿真波形图（K=17 Hz，锁定，全局图）
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 图4-34　一阶环仿真波形图（K=17 Hz，锁定，局部放大图）
 

 
环路完美锁定！
 
从图中可以看出，图4-33鉴相滤波器输出的信号很快收敛成一条近似直线，从图4-34可以看出，锁定后din_d与dout完全同频同相（观察两路信号的峰值点是否对齐）。
 
为什么一阶数字锁相环路的最大环路增益相比模拟环有明显下降呢？可以简单地解释为，数字环路中的乘法器、低通滤波器等环路部件具有明显的处理时延。好在最大增益值是相对于NCO的固有频率而言的，也就是说，一阶环路的最大增益与NCO的固有频率成一定比例关系（在本例中，最大增益约为固有频率的4％）。随着NCO固有频率的增加，比如达到1 MHz，则最大增益可达40 kHz（捕获带宽），这已经是一个很大的范围。本书后面章节还会讲到，通常来讲，锁相环更关注锁定后的稳态相差，在需要较大捕获带宽的情况下，通常采用其他的频率辅助捕获手段。
 
4.5.4 继续仿真分析环路性能
 
经过我们的努力，一阶锁相环电路已能够正确地锁定。其中的环路增益（K=17 Hz）是我们通过理论设计出来的结果，接下来我们还需要通过进一步仿真来实际测试一下这个增益值。如何测试呢？根据一阶环的工作原理，锁定后的相差
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在MATLAB仿真测试数据时，输入信号为400 Hz的单频信号，采样频率为8 000 Hz，因此每个波形周期采样20个点，每两个点之间的相位为18°。因此，我们可以通过设定不同的初始频差，通过观察ModelSim波形中的相差，测试环路增益值。需要注意的是，式（4-11）中，如果频差用rad/s为单位，则增益值也必须采用rad/s。
 
首先来测试一下环路锁定的极限频差，即当频差与增益相同时，环路中的输入信号与NCO信号的相位相差为90°。
 
为此，我们调整顶层FPGA文件PllOneOrder.v中的部分代码， 改变NCO初始频率常量（START_FREQUENCY）的值，来实现改变初始频差的目的。根据式（4-4），当NCO输出频率为417 Hz时，START_FREQUENCY=1 791 001 362。
 
修改初始频率值后，重新仿真，如图4-35所示。
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 图4-35　一阶环仿真波形图（df=17 Hz，失锁）
 

 
从波形图看，环路竟然不能稳定地锁定！但对比一下图3-32与图3-35可以看出，图4-35明显有一个更长的锁定过程。这并不是什么错误，仅仅是一点误差罢了。将初始频差减小一点，设置成16 Hz，START_FREQUENCY=1 791 001 362。再重新仿真，环路稳定锁定！调整仿真波形大小，观察din_d与dout信号之间的相位差，如图4-36、图4-37所示。
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 图4-36　一阶环仿真波形图（df=16 Hz，锁定，全局图）
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 图4-37　一阶环仿真波形图（df=16 Hz，锁定，局部放大图）
 

 
从图中可以看出，din_d与dout信号之间的相位差刚好为5个采样点，每个采样点相差18°，正好相差90°。据此，可以初步确定环路增益在16～17 Hz之间。
 
再进一步，根据确定出的环路增益（取16 Hz），分别设置频差为15.2 Hz、9.4 Hz，查看仿真结果是否分别出现相差4个采样点（相差为72°）和2个采样点（相差为36°）。
 
从图4-38、图4-39可以看出，仿真结果与设计值完全一致。这样，我们可以确切地认为环路的增益为16～17Hz。
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 图4-38　一阶环仿真波形图（df=15.2 Hz，锁定，局部放大图）
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 图4-39　一阶环仿真波形图（df=9.4 Hz，锁定，局部放大图）
 

4.6 小结——科学的方法
 
著名的自然语言处理和搜索专家，吴军博士，在他的《文明之光（第2册）》中探讨为什么西方近代以来在科学上一直领先，为什么中国GDP已经是世界第二，却还没有一个科技诺贝尔奖获得者。他讲到，这其中主要的原因在于我们过去忽略了科学的方法，而科学的方法在现代文明中起了巨大的作用。一旦急功近利，人们就很容易盲从一个正确的结论而忽视得到这个结论的方法和过程。
 
什么是科学的方法？吴军博士在书中介绍了笛卡尔（Descartes，1596—1650）的《方法论》和卡乐·波普尔（Sir karl Raimund Popper，1902—1994）的《客观的知识》中的观点。
 
笛卡尔在书中系统地阐述了科学的研究方法，他指出，研究问题的方法分为四个步骤。
 
（1）不盲从，不接受任何自己不清楚的真理。对一个命题要根据自己的判断，确定有无可疑之处，只有那没有任何可疑之处的命题才是真理。这就是笛卡尔著名的“怀疑一切”的观点。不管有什么权威的结论，只要没有经过自己的研究，都可以怀疑。例如亚里士多德曾说，重的物体比轻的物体下落速度快，但事实并非如此。
 
（2）对于复杂的问题，尽量分解为多个简单的小问题来研究，一个一个地分开解决。这就是我们常说的分析，或者说化繁为简，化整为零。
 
（3）解决这些小问题时，应该按照先易后难的次序，逐步解决。
 
（4）解决每个小问题之后，再综合起来，看看是否彻底解决了原来的问题。
 
波普尔在他的重要著作《客观的知识》一书中，用这样一个模式来描述科学知识的积累过程：
 
（1）从发现问题一
 
（2）到提出假说尝试解决（tentative solution）
 
（3）通过证伪来消除错误（error elimination）
 
（4）最后，产生新的问题二，如此循环反复
 
随着问题的深入，尝试解决问题的理论正确性越来越高。科学知识的积累不仅仅是数量上的增长，而更应该是新理论代替旧理论的质变。
 
从上面的叙述中可以看出，科学的方法并不复杂，问题的关键是严格地按照这个规律来做研究。好比人生的大道理往往朴实无华，只有历经万千波折后才能真正领悟。
第5章
从线性方程到环路模型
 
■ 线性时不变系统
 
■ 信号的线性分解
 
■ 从傅里叶级数到Z变换
 
■ 锁相环路的模型
 
■ 小结——乔布斯的演讲
 
前几章，我们主要从环路基本概念的角度，对环路进行了分析和仿真，从而初步建立起对锁相环路工作机理的认识。要深入研究锁相环技术，必须建立环路的系统模型，而后采用数学方法对模型进行精确的分析。一讲到数学分析，估计很多读者就开始感觉“头大”了。但是，要想深入掌握它，无论多“头大”的事，除了想办法克服它，并没有什么其他的捷径可走。回想一下小学时学过的一句谚语：“困难像弹簧，你强它就弱，你弱它就强。”先给自己鼓下劲，也许那些看似复杂的分析，并没有想象得那么难以理解。就好比已经发展到无比复杂的计算机科学，其最基本的原理仅仅是由“0”和“1”为元素而形成的布尔代数一样。
 
这一章我们从最基本的线性时不变系统知识开始，逐步建立起锁相环路的数学模型，为后续的分析打下坚实的基础。在建立模型的过程中，我们会发现，所有的知识，所有的公式其实都是在大学的一些基础课程中学习过的。
5.1 线性时不变系统
 
5.1.1 线性系统的概念
 
我们在3.1.3节讨论鉴相器特性时，提到过，我们总希望在分析问题时能够有更为简单的模型，对于鉴相器来讲，如果鉴相特性具有线性特性是最好的。为什么具有线性特性的模型是最好分析的模型呢？
 
我们先从最简单的问题入手。什么是线性？其实线性的概念是我们在中学的数学课上学习到的。所谓“线性”，就是具有直线的特性。线性方程，就是方程中任一个变量都为一次幂的代数方程，如y=2x+3。因为这种方程的图形为一条直线，所以称为线性方程。
 
对于一个系统来讲，线性系统（连续时间或离散时间）是指满足可加性和齐次性的系统。用数学方式表示出来，可以简单地写成
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式中，a和b是任何复常数。从线性系统的定义可直接证明出：如果xk[n],k=1,2,3…，是某个离散时间线性系统的一组输入，其相应的输出为yk[n],k=1,2,3…，那么对于由这一组输入的线性组合
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的响应就是
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这个很重要的事实就称为叠加性质，对连续时间和离散时间线性系统都成立。
 
按照线性系统的定义，我们来考察一下前面提到的线性方程y=2x+3所表示系统，这个系统可写成
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也就是说，y(n)≠ay1(n)+by2(n)。因此，这个系统不是线性系统。
 
可以用线性方程表示的系统，不一定是线性系统？是的。这个系统之所以不是线性系统，是因为方程中有一项与输入量无关的常量（常数3）。这样的系统可以表示为一个线性系统与另一个等于该系统零输入响应的信号之和。对于前面考察的这个系统，可以用图5-1来表示。
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 图5-1　增量线性系统结构
 

 
事实上，在连续时间和离散时间系统中存在着大量的一类系统，也就是系统的总输出由一个线性系统的响应与一个零输入响应的叠加来组成，这样的系统相当于一类增量线性系统（Incrementally Linear Systems），即在连续或离散时间系统中，其响应对输入中的变化是线性的。换句话说，对增量线性系统而言，对任意两个输入的响应的差是两个输入差的线性函数（可加的，且齐次性的）。
 
我们再回想一下第3章讨论鉴相器特性时，如果将环路输入相位与VCO信号相位采用相同的参考相位，当鉴相器工作在线性区间时，θ1(t)与θ2(t)之间会相差一个π/2固定值，因此，锁相环可以用图5-2所示的增量线性系统结构表示。
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 图5-2　锁相环线性系统结构
 

 
与线性系统相比，增量线性系统只是在输出端增加了一个常数，因此可以将增量线性系统用线性系统的方法进行分析，得出线性系统的输出响应后，加上一位常量即可。
 
5.1.2 时不变系统的概念
 
什么是时不变系统？顾名思义，就是指系统的特性不因时间变化而变化的系统。例如我们用来学习过的绝大多数电路实验板，其中的电阻、电容、电感等元件的特性是不随时间而变化的（实际上，这些元件的特性值会因为使用时间、环境温度等条件产生变化，但在我们使用的很长一段时间内，这种变化是可以忽略不计的），这个电路系统就是时不变的。我们会预期到：今天用这个电路做一个实验所取得的结果与明天来做同一个实验所取得的结果是相同的。另一方面，如果这个系统中的元件参数随时间产生明显的变化，每次做同样的实验都会产生不同的结果，我们就很难对这个系统进行实验分析了。
 
用“信号与系统”课程中学过的语言来描述，如果一个系统的参数和特性不随时间变化，即系统的运算关系在整个运算过程中不随时间变化，则该系统为时不变系统。也就是说，如果系统的输入序列移动n0个取样点，则输出也跟着移动n0个取样点，且数值保持不变，即满足
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考察连续时间系统
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令x1(t)是系统的任一输入，并令
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为其相应输出。将x1(t)的时移信号x1(t-t0)作为另一个输入，即x2(t)=x1(t-t0)。对于这个输入的输出
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容易得出，这个系统是时不变的。
 
按照同样的方法考察系统
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容易得出，这个系统不是时不变的。
 
考察一下时变及时不变系统的差别，可以看出，因为式（5-15）中有一个时变的增益因子，因此构成一个时变系统；式（5-13）只有一个常数增益因子，因此构成一个时不变系统。
 
5.1.3 为什么研究线性时不变系统
 
从前面的分析可知，线性系统不一定是时不变系统，时不变系统不一定是线性系统。比如，式（5-5）表示的系统是时不变系统，但不是线性系统（是增量线性系统）；式（5-12）表示的系统是时不变系统，但不是线性系统（也不是增量线性系统）；式（5-15）表示的系统既不是线性系统，也不是时不变系统。
 
现在，我们用类似的方法对第3章讨论过的一阶锁相环进行一下简单的分析。根据式（3-30）、式（3-32），可得到θ1(t)与θ2(t)之间的时域关系，即
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这是一个一阶微分方程，是一个时不变系统，但并不是一个线性系统。第1章讨论过，锁相环锁定时工作在正弦特性的零点附近。在函数过零点附过，可以用过零点的曲线的切线近似，这样不会引起明显的误差。根据正弦函数的特点，θe(t)在±30°之内的误差不大于5％。因为
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因此，式（5-16）可以近似表示为
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这样，一阶锁相环就可以用一阶线性微分方程来进行描述。一阶线性微分方程的求解方法是“高等数学”课程中的一个基本知识点，相信工科专业的同学都能熟练地对其进行解析求解。
 
现在我们来回答这个问题：为什么研究线性时不变系统呢？因为，由定义这类系统的线性和时不变性所引出的一套概念和分析方法，在实践上具有重要意义，在理论上也是完整的；而且许多不具备线性时不变特性的系统，在限定的范围内与一定的条件下仍遵循线性时不变系统的规律，从而也能用线性时不变系统的分析方法进行研究。
 
上面的回答好像还不够全面充分。系统的时不变特性比较容易理解，因为绝大多数现实中的电路系统都具有这个性质。对于系统的线性特性来说，关键就在于系统的叠加性和齐次性。因为，系统的输入往往是比较复杂的，直接分析系统的输出响应几乎不可能。但只要我们将输入信号分解成一些具有简单形式信号的线性组合形式，并依次分析每种简单信号的输出响应，再根据叠加性和齐次性就可以很容易得到系统的输出响应。
 
接下来，我们从信号线性分解的角度，阐述信号的频域、复频域、Z域分析的概念。
5.2 信号的线性分解
 
5.2.1 信号的常用分解方法
 
对于一个系统来讲，输入信号的形式越简单，则分析系统的输出响应就越容易。因此，在对系统进行分析时，基本的方法是对输入信号分解成基本信号分量之和，分别求出每个分量的响应，再根据叠加和齐次性质求出系统的完整响应。这种分解可以按信号的时间函数进行分解，也可以按信号的不同频率进行分解，或按照其他方式进行分解。接下来介绍几种常用的信号分解方法。
 
1. 信号的交直流分解
 
一连续信号f(t)可以分解为直流分量fD(t)和交流分量fA(t)之和，即
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信号直流分量fD(t)是信号的平均值，从原信号中减去直流分量即得到信号的交流分量fA(t)。
 
2. 信号的奇偶分解
 
任何信号总可以分解成奇分量和偶分量两部分之和，因为任何信号总可以写成
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显然，式（5-20）右边第一项是偶信号，而后一项是奇信号。故任一信号的偶部fe(t)和奇部fo(t)可分别写成
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3. 信号分解为基本信号的有限项之和
 
首先我们需要弄清基本信号的概念。常见的普通信号是直流信号、实指数信号、虚指数信号、正余弦信号等。这类信号可以用一个复指数信号统一概括，即
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式中，s=σ+jω，Ks一般为实数，也可以为复数。根据σ和ω的不同取值，式（5-23）就可以表示前面提到的各种基本信号。如，当σ和ω均为零时，fb(t)=Ks，表示直流信号；当σ≠0，ω=0时，s为实数，此时，fb(t)=Ksest，即实指数信号。
 
因此，信号分解为基本信号的有限项（假设项数为n）之和的形式，可以用下式表示
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4. 信号分解为相互正交的信号
 
连续信号可以分解成一系列正交分量之和，例如，一个对称矩形脉冲信号可以用各次谐波的正弦与余弦信号的叠加近似表示，各次谐波的正弦、余弦信号就是此矩形脉冲信号的正交分量。除了各种正余弦谐波分量具有相互正交的性质外，还有其他具有相互正交性质的分量。但在电子通信信息技术中，通常会讨论这种正余弦谐波分解方式。
 
与前面介绍的基本信号的有限项之和不同，对于现实中存在的信号，如果要用相互正交的信号来表示，很可能需要用无限多项的线性组合来表示。
 
讲到这里，读者或许已经联想到每个电子通信类专业的工程师都必须透彻掌握的概念——频谱，以及由此展开的信号频域分析。
 
信号频域分析中涉及两个最为基本的概念——指数和傅里叶变换。在讨论信号频域分析之前，我们先了解一下发现自然对数的底“e”这个神奇数字的伟大科学家的故事。
 
5.2.2 分析的化身——欧拉
 
莱昂哈德·欧拉（Leonhard Euler，1707年4月15日-1783年9月18日），瑞士数学家和物理学家，近代数学先驱之一（见图5-3）。
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 图5-3　莱昂哈德·欧拉（1707-1783）
 

 
1707年欧拉生于瑞士的巴塞尔，13岁时入读巴塞尔大学，15岁大学毕业，16岁获硕士学位。欧拉是数学史上最多产的数学家之一，平均每年写出八百多页的论文，还写了大量的力学、分析学、几何学等课本，《无穷小分析引论》、《微分学原理》、《积分学原理》等都成为数学中的经典著作。欧拉对数学的研究如此广泛，因此在许多数学的分支中也可经常见到以他的名字命名的重要常数、公式和定理。历史学家把欧拉同阿基米德、牛顿、高斯并列为数学史上的“四杰”。
 
“欧拉进行计算看起来毫不费劲儿，就像人进行呼吸，像鹰在风中盘旋一样”，法国物理学家阿拉戈（Arago）说。这句话对欧拉那无与伦比的数学才能来说并不夸张，他是历史上最多产的数学家。与他同时代的人们称他为“分析的化身”。欧拉撰写长篇学术论文就像一个文思敏捷的作家给亲密的朋友写一封信那样容易，甚至在他生命最后几年间的完全失明也未能阻止他的无比多产，如果说视力的丧失有什么影响的话，那倒是提高了他在内心世界进行思维的想象力。
 
在谈到欧拉平静而有趣的生活之前，我们先简单了解一下他那个时代的生活和工作环境。
 
在18世纪的欧洲，大学不是学术研究的主要中心。数学对于古代人足够严密，受到重视；而物理学比较新，受到人们的怀疑。此外，在当时的大学里，人们希望数学家把他的大部分力量放在基础教学上。至于学术研究，如果搞的话，那将是毫无益处的奢侈，就像今天在一般的美国高等学校里那样。那时候英国大学的研究员本应该把他们选择的课题搞得相当好，然而，他们很少愿意选择什么课题，反正搞成了什么或没搞成什么都不会对他们的面包和黄油产生影响。在如此的松弛的环境下，根本没有什么好理由来解释为什么那些大学本来应该在科学发展中起带头作用，而事实上却没有起到。
 
这个带头的责任由得到慷慨或有远见的统治者所资助的各个皇家科学院承担了。普鲁士腓特烈大帝和俄国叶卡捷琳娜女皇慷慨地给了数学以无法报偿的资助，他们使得数学的发展有可能在整整一个世纪之中处于科学史上一个最活跃的时期。对欧拉来说，是柏林和圣彼得堡提供了数学创作的力量。而这两个创造力的中心都应当把它们对欧拉的激励归功于莱布尼茨（Leibniz）不断进取的雄心。莱布尼茨起草规划的这两个科学院给欧拉提供了成为历史上最多产的数学家的机会。
 
这两个科学院不像今天一些科学院那样以鉴定精心撰写的优秀著作，授予院士资格为主要职责。它们是研究机构，雇用院士进行科学研究，薪水和津贴金很优厚，使人足以保证本身家庭的舒适生活。欧拉的家属一度不少于18个人，他还是足以维持他们都过着丰裕的生活。
 
接下来我们就会看到对欧拉的丰硕数学成果具有决定性影响的第二个因素。提供财政支持的统治者很自然地会希望他们的金钱除开抽象的文化之外再多换到些东西。但必须强调的是，一旦统治者的投资得到了适当的报偿，他们就不再坚持要受雇用的人把剩余时间也花到“生产性”工作上了。欧拉、拉格朗日和其他院士们都可以自由地做他们乐意做的工作。没有任何明显的压力来迫使谁搞出点什么能被政府直接利用的实际成果，18世纪统治者们比今天许多研究院院长更明智地让科学按自己的规律发展，只不过偶尔提到他们眼前需要什么。他们似乎本能地意识到了，只要不时做个恰当的暗示，所谓的“纯粹”研究就会把他们期待的紧迫实际问题作为副产品搞出来。
 
刚巧在欧拉的时代，数学研究中悬而未决的问题正好与海洋霸权这个当时也许是第一等的实际问题联系在一起。航海技术胜过所有其他对手的国家必然会控制海洋。而航海的首要问题是在离岸数百海里的大海中精确地确定舰船的位置，以使之比敌手更快地航抵海战的地点（不幸，只是为了这个）。正如众所周知的，英国控制了海洋。它能做到这一点，在很大程度上是由于它的航海家在18世纪能够把天体力学中的纯数学研究成果加以实际应用。这样一项实际应用正与欧拉直接有关。
 
在这一项很实用的事业中，月亮引出了特别棘手的问题，即牛顿定律彼此吸引的三个星体的问题。欧拉不曾具体解答这个问题，但他的近似计算方法（今天被更好的方法代替）具有充分的实用价值，足以使英国的计算人员为英国海军部算出实用的定位信息。为此，计算者获得5 000英镑（当时这是相当大的一笔款子），欧拉因其方法而得到300英镑的奖金。
 
1733年，丹尼尔·伯努利吃够了神圣俄罗斯的苦头后，回自由的瑞士去了。26岁的欧拉坐上了科学院的第一把数学交椅，他感到自己以后的生活要固定在圣彼得堡，便决定结婚，定居下来，并随遇而安。夫人凯瑟琳娜（Catharina），是彼得大帝带回俄国的画家格塞尔（Gsell）的女儿。后来政治形势变得更糟了，欧拉曾经绝望得想逃走，但随着孩子一个接一个地很快出生，他又感到被拴得越来越牢了，只好到不休止的工作中去寻求慰藉。
 
欧拉是能在任何地方、任何条件下进行工作的几个伟大数学家之一。他很喜欢孩子，他写论文时常常把一个婴儿抱在膝上，而较大的孩子都围着他玩。他写作最难的数学作品时也令人难以置信的轻松。
 
许多关于他才思横溢的传说流传至今。有些无疑是夸张的，但据说欧拉确实常常在两次叫他吃晚饭的半小时左右的时间里赶出一篇数学论文。文章一写完，就放到给印刷者准备的不断增高的稿子堆儿上。当科学院的学报需要材料时，印刷者便从这堆儿顶上拿走一打。这样一来，这些文章的发表日期就常常与写作顺序颠倒。由于欧拉习惯于为了搞透或扩展他已经做过的东西而对一个课题反复搞多次，这种恶果便显得更严重，以至有时关于某课题的一系列文章发表顺序完全相反。
 
欧拉整个一生都幸运地具有非凡的记忆力。作为他心算能力的一个例证，孔多塞（N.C.deCondorcet）谈到，欧拉的两个学生对一个复杂的收敛级数（就变量的一个特定值）做前17项的求和，结果只是在第50位上相差一个单位数。为了判定哪个对，欧拉整个心算了一遍，人们肯定他的答案是正确的。这种能力现在帮助了欧拉，使他少受失明之苦。但即使如此，他失明期间有一个成就也是令人难以置信的。这就是月球运行的理论——唯一的一个使牛顿都感到头疼的问题，在欧拉手里第一次得到透彻的研究。整个复杂的分析过程完全是在他的头脑中进行的。
 
欧拉始终保持着充沛的精力和清醒的头脑，直到临死的那一秒。那是在1783年9月18日，他77岁的时候。这天下午他当成消遣地推算了气球升高的定律——照例是在他的石板上。而后，与雷克塞尔和家人吃了晚饭。赫歇耳的行星（天王星）那时刚刚被发现，欧拉写出了他对这个行星轨道的计算。过了一会儿，他让他的孙子进来。就在喝着茶跟孩子玩的时候，他中风发作。手中烟斗掉了，只说出一句话“我要死了”，欧拉便停止了生命和计算。
 
阅读完欧拉的故事之后，我们接着讲有关信号分解的话题。众所周知，信号的频域分析，实际上就是将时域信号变换到频域进行分析，而频域分析中最基本的概念是什么？是自然对数的底——“e”这个常数，以及由这个常数构成的指数。
 
5.2.3 “e”是一个函数的极限
 
我们先来回忆一下一个广为人知的关于“e”的笑话。为了帮助学生记忆一个很特别的微分公式，老师们常会这样讲道：在一家精神病院里，有个病患整天对着别人说，“我微分你，我微分你。”也不知为什么，这些病患都有一点简单的微积分概念，总以为有一天自己会像一般多项式函数般，被微分到变成零而消失，因此对他避之不及。然而某天他却遇上了一个不为所动的人，他很意外，而这个人淡淡地对他说：“我是e的x次方（ex）。”这个微分公式就是：ex不论对x微分几次，结果都还是ex。难怪数学系学生会用e比喻坚定不移的爱情！
 
这个特别的数是欧拉发现的。根据高等数学知识，e是下面这个函数的极限
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证明这个函数的极限存在并不复杂，其依据是一个无须证明即成立的准则：单调有界数列必有极限。
 
 
 [image: ] 
 图5-4　艾萨克·牛顿（1643-1727）
 

 
设[image: ]，我们来证明数列｛xn｝单调增加并且有界。这里又要用到我们中学数学课上学过的二项式定理（Binomial theorem）。二项式定理，又称牛顿二项式定理，由艾萨克·牛顿于1664—1665年期间提出。该定理给出两个数之和的整数次幂，展开为类似项之和的恒等式。二项式定理可以推广到任意实数次幂，即广义二项式定理。根据牛顿二项公式对这个序列进行展开，得到
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比较xn、xn+1的展开式，可以看到除前两项外，xn的每一项都小于xn+1的对应项，并且xn+1还多了最后一项，其值大于0，因此xn＜xn+1。这就说明数列｛xn｝是单调增加的。
 
如果xn的展开式中各项括号内的数用较大的数“1”代替，得
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这就说明数列｛xn｝是有界的。根据前面的准则，这个数列的极限一定存在，通常用字母“e”来表示，即
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容易证明，当x取实数而趋于+∞或-∞时，函数[image: ]的极限都存在，且都等于e，这就是式（5-25）的完整证明过程。这个数是无理数，它的值是2.718 281 828 459 045…
 
接下来，我们再证明前面提到的那个笑话中的函数的微分结果。先求另一个函数的极限[image: ]。
 
令ax-1=t，则x=loga(1+t)，当x→0时t→0，于是
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根据微分的定义，可得
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5.2.4 泰勒、麦克劳林与牛顿
 
现在，我们都知道欧拉公式是欧拉发现的，但要理解这个公式的证明过程，离不开泰勒（见图5-5）和麦克劳林（见图5-6）发现的数学公式。在查阅资料的过程中，才发现泰勒、麦克劳林与牛顿之间原来也是相互联系的。
 
 
 [image: ] 
 图5-5　布鲁克·泰勒（1685—1731）
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 图5-6　科林·麦克劳林（1698—1746）
 

 
1701年，布鲁克·泰勒（Brook Taylor）进入剑桥大学圣约翰学院，1709年他获得法学学士，1714年法学博士学位。他也学习数学。1708年他获得了“振荡中心问题”的一个解决方法，但是这个解法直到1714年才被发表，因此导致约翰·伯努利与他争谁首先得到解法的问题。他1715年发表的《Methodus Incrementorum Directa et Inversa》为高等数学添加了一个新的分支，今天这个方法被称为有限差分方法。除其他许多用途外，他用这个方法来确定一个振动弦的运动。他是第一个成功地使用物理效应来阐明这个运动的人。在同一著作中他还提出了著名的泰勒公式。直到1772年约瑟夫·拉格朗日才认识到这个公式的重要性并称之为“导数计算的基础”。
 
在1715年发表的《Linear Perspective》中，泰勒将这个原理应用到比任何他的前任都要广泛的范围。但是由于他的写作风格非常简短不清晰，因此需要后人注释后才能读得懂。
 
1712年泰勒被选入皇家学会，同年他加入判决艾萨克·牛顿和戈特弗里德·莱布尼茨就微积分发明权的案子的委员会。从1714年1月13日至1718年10月21日他任皇家学会的秘书。从1715年开始他的研究开始转向哲学和宗教。虽然泰勒是一名非常杰出的数学家，但是由于不喜欢明确和完整地把他的思路写下来，因此他的许多证明没有遗留下来。
 
科林·麦克劳林（Colin Maclaurin）是一位牧师的儿子，半岁丧父，9岁丧母，由其叔父抚养成人。叔父也是一位牧师。麦克劳林是一个“神童”，为了当牧师，他11岁考入格拉斯哥大学学习神学，但入校不久却对数学发生了浓厚的兴趣，一年后转攻数学。17岁取得了硕士学位并为自己关于重力做功的论文做了精彩的公开答辩；19岁担任阿伯丁大学的数学教授并主持该校马里歇尔学院数学工作；两年后被选为英国皇家学会会员；1722—1726年在巴黎从事研究工作，并在1724年因写了物体碰撞的杰出论文而荣获法国科学院资金，回国后任爱丁堡大学教授。
 
1719年，麦克劳林在访问伦敦时见到了牛顿，从此便成为牛顿的门生。1724年，由于牛顿的大力推荐，他继续获得教授席位。麦克劳林21岁时发表了第一本重要著作《构造几何》，在这本书中描述了作圆锥曲线的一些新的巧妙方法，精辟地讨论了圆锥曲线及高次平面曲线的种种性质。1742年撰写的《流数论》以泰勒级数作为基本工具，是对牛顿的流数法做出符合逻辑的、系统解释的第一本书。此书之意是为牛顿流数法提供一个几何框架的，以答复贝克来大主教等人对牛顿的微积分学原理的攻击。他以熟练的几何方法和穷竭法论证了流数学说，还把级数作为求积分的方法，并独立于奥古斯丁·路易斯·柯西（Cauchy，Augustin Louis）以几何形式给出了无穷级数收敛的积分判别法。他得到数学分析中著名的麦克劳林级数展开式，并用待定系数法给予证明。
 
他在代数学中的主要贡献是在《代数论》（1748，遗著）中，创立了用行列式的方法求解多个未知数联立线性方程组。但书中记叙法不太好，后来由另一位数学家克莱默（Cramer）又重新发现了这个法则，所以现今称之为克莱默法则。
 
麦克劳林也是一位实验科学家，设计了很多精巧的机械装置，他不但学术成就斐然，而且关心政治，1745年参加了爱丁堡保卫战。
 
麦克劳林终生不忘牛顿对他的栽培，并为继承、捍卫、发展牛顿的学说而奋斗。他曾打算写一本《关于伊萨克·牛顿爵士的发现说明》，但未能完成便去世了。死后在他的墓碑上刻有“曾蒙牛顿推荐”，以表达他对牛顿的感激之情。
 
5.2.5 上帝创造的公式——欧拉公式
 
根据在高等数学课程中学到的知识，当函数f(x)在点x0的某一领域内具有各阶导数，且在该领域内的泰勒公式中的余项极限为零，则f(x)一定可以在该领域内展开成泰勒级数，即
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如果取x0=0，则泰勒级数的展开式称为麦克劳林展开式，即
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考察一下麦克劳林展开式，很容易得到，这个公式其实就是将函数f(x)展开成幂级数的方法。
 
按照麦克劳林展开式，将ex、sin x和cos x分别展开成幂级数的形式
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再进一步，对于式（5-29），我们用ix代替x，就可以得到
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因此
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这就是欧拉公式。如果令x=π，则有
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这个公式是数学里最令人着迷的一个公式，它将数学里最重要的几个数字联系到了一起：两个超越数——自然对数的底e和圆周率π，两个单位——虚数单位“i”和自然数单位“1”，以及被称为人类伟大发现之一的“0”。数学家们评价它是“上帝创造的公式”。
 
欧拉公式以无比美妙的方式建立了指数、复数和三角函数之间的关系。傅里叶级数可以将现实中的各种信号用三角函数的级数形式展开，三角函数又可以用虚指数函数表示。最后，信号可以分解成无穷多个虚指数信号的和，而这个分解过程所用的工具，即是接下来要介绍的分析信号最重要的工具——傅里叶变换。
5.3 从傅里叶级数到Z变换
 
5.3.1 温室效应的发现者——傅里叶
 
在讨论傅里叶变换之前，我们先了解一下发现这个变换的科学家——傅里叶的故事。
 
让·巴普蒂斯·约瑟夫·傅里叶（Jean Baptiste Joseph Fourier），1768年3月21日生于法国奥克斯雷（Allxerre），法国著名数学家、物理学家，1817年当选为科学院院士（见图5-7）。
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 图5-7　傅里叶1807年提出了傅里叶级数
 

 
傅里叶早在1807年就写成关于热传导的基本论文“热的传播”。傅里叶在论文中推导出著名的热传导方程，并在求解该方程时发现解函数可以由三角函数构成的级数形式表示，从而提出任一函数都可以展开成三角函数的无穷级数。傅里叶级数（即三角级数）、傅里叶分析等理论均由此创始。傅里叶向巴黎科学院呈交论文后，当时指定了4位著名的数学家来评审这篇论文，其中3位，即拉克劳克斯（S.F.Lacrolx）、孟济（G.Monge）和拉普拉斯（P.S.Laplace）均赞成发表傅里叶的论文，而拉格朗日仍然顽固地坚持他于48年前就已经提出过的关于拒绝接受三角级数的论点。由于拉格朗格日的强烈反对，傅里叶的论文从未公开露面过。为了使他的研究成果能让法兰西研究院接受并发表，在经过了多次其他的尝试以后，傅里叶才把他的成果以另一种方式出现在《热的分析理论》这本书中。这本书出版于1822年，比他首次在法兰西研究院宣读他的研究成果时晚了整整15年。
 
在《热的分析理论》这本书中，他推理的基础是牛顿冷却定律，即两相邻分子的热流和它们之间非常小的温度差成正比。56年后，于1878年，这本书被Freeman翻译与校正成英文版本。让·加斯东·达布又将这本书加以编辑校对，于1888年重新以法文出版。
 
傅里叶变换的基本思想首先由傅里叶提出，所以以其名字来命名以示纪念。从现代数学的眼光来看，傅里叶变换是一种特殊的积分变换。它能将满足一定条件的某个函数表示成正弦基函数的线性组合或者积分。在不同的研究领域，傅里叶变换具有多种不同的变体形式，如连续傅里叶变换和离散傅里叶变换。
 
傅里叶变换属于调和分析的内容。分析二字，可以解释为深入的研究。从哲学上看，“分析主义”和“还原主义”，就是要通过对事物内部适当的分析达到增进对其本质理解的目的。比如近代原子论试图把世界上所有物质的本源分析为原子，而原子不过数百种而已，相对物质世界的无限丰富，这种分析和分类无疑为认识事物的各种性质提供了很好的手段。
 
在数学领域也是这样，尽管最初傅里叶分析是作为热过程的解析分析的工具，但是其思想方法仍然具有典型的还原论和分析主义的特征。“任意”的函数通过一定的分解，都能够表示为正弦函数的线性组合的形式，而正弦函数在物理上是被充分研究而相对简单的函数类，这一想法跟化学上的原子论想法何其相似！奇妙的是，现代数学发现傅里叶变换具有非常好的性质，使得它如此的好用和有用，让人不得不感叹造物的神奇。
 
除了他在数学方面的研究外，傅里叶还有一段活跃的政治生涯。事实上，就在法国大革命后的那些年代里，他的一些活动几乎导致他的垮台。其后，傅里叶又成为波拿巴（Naplelon Bonaparle）的伙伴而跟随着他远征埃及（在此期间，傅里叶搜集了后来作为他的“埃及学”论文基础的有关资料）。1802年傅里叶被波拿巴任命为某一地区行政长官，就在他任职行政长官的期间，他构思了关于三角级数的想法。
 
除了在傅里叶级数上的伟大贡献，傅里叶还是“温室效应”的发现者。1820年，傅里叶计算出，一个物体，如果有地球那样的大小，以及到太阳的距离和地球一样，如果只考虑太阳辐射的加热效应，那这物体应该比地球实际的温度更冷。他试图寻找其他热源。虽然傅里叶最终建议，星际辐射或许占了其他热源的一大部分，但他也考虑到另一种可能性：地球大气层可能是一种隔热体。这被广泛认为是人类首次提出了“温室效应”的观点。
 
5.3.2 傅里叶级数是一篇美妙的乐章
 
前面讲过，现代数学发现傅里叶变换具有非常好的性质，已经成为现代信号处理的基本分析方法。遗憾的是，傅里叶分析公式看起来太复杂了，并且长期应试教育的结果，导致很多同学又难以将学过的数学知识相互联系起来思考，因此对这种分析方式深恶痛绝，进而始终难以深入理解信号分析的方法，对电子通信理论的知识也仅停留在模糊的认识层面。
 
所有讲解信号与系统的教科书中都会详细讨论傅里叶变换的原理，但公式的理解实在不够直观。对于初学者来讲，需要更直观的方式来理解时域信号与傅里叶变换后（频域）的关系。
 
在查阅资料的过程中，于电子发烧友网站上发现Heinrich写的一篇博文“深入浅出讲解傅里叶变换”，其中提到用乐谱来类比信号的频域。他在博文中写到，这个比喻是他所上大学（大连海事大学）的吴楠老师，在大三教授《通信原理》时讲的。正是因为吴老师的讲解，才使Heinrich对课程的理解豁然开朗。所以说，遇到一位好老师是多么重要的事情。
 
接下来，我们就来看看这个例子是怎样讲的。
 
在常规的理解中，一段音乐是什么呢？是图5-8所示样子。
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 图5-8　一段音乐的时域波形
 

 
众所周知，对于一段音乐来讲，我们通常用图5-9所示的乐谱来记录并据此演奏。也就是说，可以这样来理解音乐的表现形式：图5-8是音乐在时域的样子，图5-9是音乐在频域中的样子。
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 图5-9　一段音乐的乐谱
 

 
傅里叶告诉我们，任何周期函数，都可以看成不同振幅、不同相位正弦波的叠加。
 
上面这个例子中可以理解为，利用不同琴键不同力度（振幅）、不同时间点（相位）的敲击，可以组合成任何一首乐曲。
 
美妙的音乐，如果采用时间波形进行记录，没有人能够根据图5-8的波形进行演奏；如果用乐谱的形式记录，动听的音乐就变成了静止的音符，如果懂得一些乐谱知识，看着这些静止的音符就可以回想起美妙的音乐了。
 
接下来再继续看一个更接近傅里叶变换的例子。
 
例5-1：用MATLAB仿真周期矩形信号的形成过程
 
对于一个周期为8 s（T=8 s），宽度为1 s（τ=1 s），幅度为1 V（A=1 V）的矩形脉冲信号，仿真观察其采用不同幅度不同相位的正弦波叠加形成的过程。
 
实例中的矩形脉冲可以用下式表示
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其时域波形如图5-10所示
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 图5-10　周期矩形脉冲的时域波形
 

 
将f(t)用傅里叶级数展开（具体的展开方式稍后再介绍）可以得到
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式中，[image: ]，是一个很常用的函数；[image: ]为函数的基波角频率；[image: ]是一个直流分量，可以看作频率无限大的基波分量。这样，由式（5-36）可以看出，周期性的脉冲信号完全可以由不同幅值、不同角频率的三角函数叠加而成的。再分析一下，可以看出，式（5-36）中，各频率分量的相位均相同，等于零。但各频率分量的幅度[image: ]存在大于零和小于零两种情况。因此，如果取[image: ]的绝对值为各频率分量的幅值，当[image: ]时，频率分量的相位为零，当[image: ]时，相应频率分量的相位为π。也就是说：这个周期函数，可以看作不同振幅、不同相位正弦波的叠加。
 
我们很容易用MATLAB来仿真不同数量频率分量的正弦波叠加时，最终形成信号的波形情况，下面是MATLAB仿真程序（RectangleDecompose.m）代码。
 
%RectangleDecompose.m

tao=1;         %矩形脉冲的宽度为1 s

T=8;           %矩形脉冲的周期为8 s

E=1;           %矩形脉冲的幅度为1 V

w0=2*pi/T;     %矩形脉冲的基波角频率

N=100;         %基波的倍频的数量

M=2000;        %数据点数

fs=100;        %采样频率



%形成时间变量

t=1:M;

t=(t-M/2)/fs;



%求取基波倍频分量的幅值

c0=E*tao/T;   %分解后的直流分量

for i=1:N

    A(i)=2*E*tao/T*sin(i*w0*tao/2)/(i*w0*tao/2);

end



%求取基波倍频分量

bw=zeros(N,M);

for i=1:N

    bw(i,:)=A(i)*cos(i*w0.*t);

end



%绘图%%%%%%%%%%%%%%%

%绘制3个基波倍频分量的叠加波形

subplot(311);

num=3;

sw=zeros(1,M);

for i=1:num

    sw=sw+bw(i,:);

end

plot(t,c0+sw);



%绘制20个基波倍频分量的叠加波形

subplot(312);

num=20;

sw=zeros(1,M);

for i=1:num

    sw=sw+bw(i,:);

end

plot(t,c0+sw);



%绘制100个基波倍频分量的叠加波形

subplot(313);

num=100;

sw=zeros(1,M);

for i=1:num

    sw=sw+bw(i,:);

end

plot(t,c0+sw);



%绘制前40个频率分量的幅值

figure(2)

stem(A(1:40));

xlabel('w/w0');

ylabel('v');
 
由图5-11可以看出，随着叠加的递增，所有正弦波中上升的部分逐渐让原本缓慢增加的曲线不断变陡，而所有正弦波中下降的部分又抵消了上升到最高处时继续上升的部分使其变为水平线。一个矩形就这么叠加而成了。但是要多少个正弦波叠加起来才能形成一个标准90°的矩形波呢？不幸的告诉大家，答案是无穷多个。
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 图5-11　不同数量频率分量的正弦波叠加波形
 

 
对比一下图5-12与图5-9，是不是有几分神似？
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 图5-12　前40个频率分量正弦波的幅值
 

 
不仅仅是矩形，你能想到的任何波形都可以用如此方法用正弦波叠加起来。这是没有接触过傅里叶分析的人在直觉上难以理解的第一个难点，但是一旦接受了这样的设定，傅里叶分析的概念就开始建立起来了。
 
我们知道，傅里叶级数其实是用不同频率的正弦信号来表示各种信号（或曲线）。为什么我们要用正弦曲线来代替原来的曲线呢？比如我们也还可以用方波或三角波来代替呀。分解信号的方法是无穷多的，但分解信号的目的是为了更加简单地处理原来的信号。用正余弦来表示原信号会更加简单，因为正余弦拥有原信号所不具有的性质：正弦曲线保真度。一个正余弦曲线信号输入后，输出的仍是正余弦曲线，只有幅度和相位可能发生变化，但是频率和波的形状仍是一样的。由于只有正余弦曲线才拥有这样的性质，我们才不用方波或三角波来表示。
 
5.3.3 负频率信号是什么信号
 
这一节我们需要解决几个问题：
 
问题一：傅里叶级数是如何获得的？
 
在介绍傅里叶级数之前，先复习一下中学时学过的矢量分解。所谓矢量分解，就是先选一组正交基底，再找出待分解矢量在各基底上的投影。由于基底正交，各投影分量将互不影响，使得研究得以简化。
 
这样描述，读者可能还不十分明白，我们再来举个例子。比如，在我们小学时学过的直角坐标系中，平面上的任何一点A，都可以用相互正交的横坐标x0和纵坐标y0表示，即A(x0,y0)。这个正交基，就是单位为1的横坐标X(1，0)和纵坐标Y(0，1)。x0就是点A在X上的投影，y0就是点A在Y上的投影。
 
信号正交的定义是指它们的内积为零。具体讲，信号f(t)与g(t)在区间(t1,t2)正交，则有
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如果n个信号φ1(t),φ2(t),φ3(t),…φn(t)构成一个集合，这些信号在时间区间(t1,t2)满足以下条件：
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则此信号集称为正交信号集，各φi(t)称为基底信号，如果Ki=1，i=1,2,…n，则此信号集就是归一化的正交信号集。如果在这个正交信号集之外，不存在任何能量有限信号与各φi(t)正交，则该正交信号集就是完备的正交信号集。
 
我们所要讨论的傅里叶变换所涉及的信号集都是完备信号集：在任意区间(t0,t0+T)上的正余弦信号集｛sin nωt,1,cos nωt,ω=2π/T,n=1,2,…,｝和虚指数信号集｛ejnωt,ω=2π/T,n=0,±1,±2,…,｝。
 
既然正余弦信号集和虚指数信号集都是完备的正交信号集，则周期为T的信号f(t)就可以在这个信号集中进行精确地分解，就好比平面上的任何一点都可以采用横坐标和纵坐标准确表示一样。对于正余弦信号集来讲，f(t)可以分解为下面的三角形式傅里叶级数。
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求取展开式中的系数其实很简单，只需要用到各基底信号的相互正交性质即可，由于
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在式（5-39）两边同乘1、cos nωt、sin nωt，在(t0,t0+T)区间积分，并利用式（5-40）的结果，即可得出
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根据三角公式，同频率的正余弦项可以合并，因此式（5-39）可以变为
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按基本三角关系，可得到式（5-39）中的各项参数间关系如下
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再回过头来想想这句话：任何周期函数，都可以看作不同振幅、不同相位正弦波的叠加。经过上面的分析，我们可以准确地对每个频率的振幅和相位进行分析计算。前面关于周期脉冲信号的分解例子，就是采用式（5-41）进行计算所得的结果，还没有完全忘记积分运算的读者可以试着求解一下。
 
如前所述，三角形式的傅里叶级数含义十分明确，但运算并不十分方便，既要计算直流分量，又要计算正弦分量，还要计算余弦分量什么的。因此，无论是理论分析还是工程设计时，通常采用指数形式的傅里叶级数。
 
讲到这里，请大家注意前面介绍正余弦信号集和虚指数信号集时，两个信号集的区别为：正余弦信号集只有正频率分量，虚指数信号集包含了负频率分量。如果只取虚指数信号集的正频率分量，则这个集合就不是完备的信号集了，因此必须同时存在正、负频率分量。
 
按照类似的方法，信号可以分解为下面的虚指数形式傅里叶级数：
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利用虚指数信号集的正交特性，可以得出展开式中的系数
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Fn代表信号f(t)中频率分量为ejnωt的复振幅。一般而言，Fn是复数，可以用模和相位两个实参数来表示为Fn=｜Fn｜[image: ]。
 
根据前面介绍过的欧拉公式，ejnωt仍然可以看作单频率的简谐振荡信号，因此式（5-44）也是表示将f(t)分解成直流分量（n=0时）和许多简谐振荡分量的叠加，｜Fn｜表示角频率为nω的分量的振荡幅度，θn表示其初始相位。
 
问题二：令很多工程师头疼的问题——怎么会存在负频率信号呢？
 
由前面的讨论可知，将周期信号f(t)展开成虚指数形式傅里叶级数时，不仅存在正频率成分信号，还存在负频率信号。但现实世界中是不存在负频率信号的，这是怎么回事呢？
 
进一步说明这个问题，就需要用到前面复习的欧拉公式了，也就是应用虚指数与三角函数之间的关系，来确定两种展开形式之间的关系。
 
指数形式的傅里叶级数可以做如下变形：
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根据式（5-45），容易得到
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因此，式（5-46）与式（5-39）是完全相同的。可见，同一个周期信号，既可以展开成三角形式的傅氏级数，又可以展开成指数形式的傅氏级数，二者形式虽然不同，但实质完全是一致的。指数形式傅氏级数中的负频率项中，只是表达形式问题，并不表示真正存在以负频率进行振荡的分量，负频率项与正频率率项合起来才代表一个振荡分量。根据指数形式傅氏级数画频谱时，nω频率分量的振幅一分为二，在nω及-nω频率上各占一半，单独考虑正频率项或负频率项都是不完全的。
 
进一步分析可知，当f(t)为实函数时
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5.3.4 傅氏变换与拉氏变换
 
1. 傅氏变换的意义
 
需要说明的是，前面分析傅里叶变换时均是针对的周期性信号，因为周期信号分析简单，物理意义直接且容易理解。通过前面的分析，希望大家能够逐渐接受并理解时间信号可以分解成不同频率成份正余弦信号的线性组合。
 
现实中的大多数信号并不是周期性的，这些非周期性信号如何用类似方法展开成傅里叶级数呢？我们又可以采用极限的分析思路，即周期信号的周期趋于无限长，则周期信号也就变换成非周期信号了。事实上，在“信号与系统分析”课程中，傅里叶变换正是由这样的方法推导出来的。具体的推导过程就不再详述了，读者很容易在教科书中找到严密的数学论证过程，这里直接给出非周期信号的傅里叶变换对。
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式（5-51）为傅里叶正变换，式（5-52）为傅里叶反变换。由式（5-51）可知，一个非周期信号f(t)可以分解成无穷多个定义在-∞＜t＜∞区间的虚指数信号ejωt的连续和，因此该式又称为非周期信号的频域分解式。与傅里叶级数意义不同的是，这里所分解的虚指数分解发生在一切频率上，并且各分量的振幅为无穷小量F(jω)dω/2π，不再具有周期信号傅里叶级数中各频率分量的频率间的倍数关系，而且不难看出，非周期信号各频率分量的振幅与F(jω)成正比，所以F(jω)描述了各频率分量大小的相对比例关系，也就是描述了非周期信号的频率特性。
 
F(jω)表示的是单位频带的复振幅，所以称为“频谱密度函数”，简称“频谱函数”或“频谱”。频谱密度的概念与物理学中线密度的概念是很类似的。线密度是物体位置的函数，表征了物体密度随位置的变化规律。对于一个具体的位置，线密度是无穷小量，但可由线密度求出物体某一段的平均密度。类似地，频谱密度是频率ω的函数，它是无穷小量，然而正是这无穷多个振幅为无穷小的虚指数信号的连续和构成了非周期信号。
 
讲到这里，我们再从另一个角度考虑一下，为什么要将信号分解成虚指数信号的线性叠加？
 
我们考察一下一个单位冲激响应为h(t)的线性时不变系统对虚指数信号ejωt的响应。根据线性时不变系统性质，系统输出可表示为
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式中，[image: ]只与频率ω有关，而与时间无关，通常把它记为H(jω)。显然，H(jω)就是单位冲击响应h(t)的傅里叶变换，称为系统的频率响应。于是式（5-53）变换为
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由上式可知，将简谐振荡信号ejωt作为线性时不变系统的输入激励，其输出响应是同样的简谐振荡，只是幅度乘以一个复常数H(jω)，这正是我们所期望的。因为，如果一个线性系统的输入激励f(t)可以表示为ejωt（-∞＜t＜∞）的加权和，那么我们就可以利用系统的线性特性，由式（5-53）很方便地求得系统的输出响应。
 
经过前面的讨论，我们应该牢固建立如下概念：信号等效于一个频谱密度函数，系统等效于一个频率响应，系统对信号起频谱变换作用。
 
2. 拉氏变换在系统分析中的应用
 
众所周知，在分析某个连续时间电路系统时，最常用的不是傅氏变换，而是拉普拉斯变换（简称拉氏变换）。这是因为拉氏变换具有更广泛的适用性，以及易于分析计算的系列优点。
 
需要注意的是，并非任意信号f(t)均能够展开成傅里叶级数，只有满足狄里赫勒（Dirichlet）条件的信号才具有傅氏变换，即
 
（1）f(t)绝对可积，即[image: ]。
 
（2）f(t)的极大值和极小值的数目有限。
 
（3）f(t)如有间断点，间断点的数目有限。
 
大多数信号都能满足狄里赫勒条件中后两条，其中的第一条可以简单表述为信号满足绝对可积条件。实际上，一些常见的信号并不满足绝对可积条件，如单位阶跃信号。为了克服这个困难，可以用一个收敛因子e-σt与f(t)相乘，只要σ值选择合适，就可保证f(t)e-σt满足绝对可积的条件，从而可以求出f(t)e-σt的傅里叶变换[image: ]，令s=σ+jωt，则得到拉氏变换公式，即
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由上面可知，F(s)存在的条件是被积函数为收敛函数，即
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上式的存在取决于s的选择，也就是σ值的选择，要求
 

 [image: ]

 
满足式（5-57）的s值的范围，即满足（5-58）的σ的集合称为拉氏变换的收敛域。后续我们会看到，这个收敛域可以用来确定系统的一个重要性质——稳定性。
 
根据拉氏变换的定义，很容易得出两个重要的性质：微分和积分性质。
 
若f(t)↔F(s)，且f(0)=0则
 

 [image: ]

 
由上式可知，在时域上的微分运算，在复频域变换成了乘积运算；在时域上的积分运算，在复频域变换成了除法运算。回想一下第3章讨论的锁相环模型，将其变换成复频域分析，则其中的微分、积分运算就可以变换成更为简单的乘法或除法运算了。
 
另外还有两个重要定理，在系统分析中也十分常见，即初值定理和终值定理，其证明过程并不复杂，有兴趣的读者可以查看《信号与系统分析》相关内容。
 
初值定理：若f(t)↔F(s)，则[image: ]。
 
终值定理：若f(t)↔F(s)，则[image: ]。
 
5.3.5 Z变换——离散时间系统分析工具
 
1. 离散傅里叶变换
 
我们知道连续时间系统的特性可以用微分方程来描述，离散时间系统的特性可以用差分方程来描述。对于线性时不变时间系统，为了求解线性常系数微分方程，除在时域直接求解外，还可以用拉氏变换的方法，把问题从时域转换到复频域，这时微分方程就转换为代数方程，并可以得出系统的转移函数，也可以用零极点的概念来研究系统，总之，对于连续时间系统的分析，拉氏变换是一个极其有力的工具。对于线性时不变离散时间系统是否也有类似的方法呢？是否也能经过某种相应的变换把问题从时域转换到另一个域，将差分方程转换为代数方程，求得离散时间系统的转移函数，并运用零、极点的概念来进行系统分析呢？这正是本节要介绍的Z变换。
 
在介绍Z变换之前，十分有必要了解一下离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）。显然，离散傅里叶变换与连续时间傅里叶变换相对应。对于连续时间信号来讲，只要满足绝对可积条件，均可以分解成无限多个三角级数的叠加；同样，对于离散时间信号来讲，只要满足绝对可和条件，就可以分解成三角函数序列的叠加。
 
在讨论离散傅里叶变换之前，我们需要先牢固确立信号处理中的一个基本概念：如果信号在频域是离散的，则该信号在时域就表现为周期性的时间函数。相反，在时域上是离散的，则该信号在频域必然表现为周期性的频率函数。不难设想，如果时域信号不仅是离散的，而且是周期的，那么由于它时域离散，其频谱必是周期的，又由于时域是周期的，相应的频谱必是离散的。换句话说，一个离散周期时间序列，它一定具有既是周期又是离散的频谱。我们还可以得出一个结论：一个域的离散就必然造成另一个域的周期延拓，这种离散变换，本质上都是周期的。下面我们对离散傅里叶变换进行简单的推导。
 
一个连续信号经过理想采样后的表达式为
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其频谱函数Xa(jΩ)是式（5-60）的傅里叶变换，容易得出其傅里叶变换为
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式中，Ω为模拟角频率，单位为弧度/秒，它与数字角频率ω之间的关系为ω=ΩT。对于数字信号来说，处理的信号其实是一个数字序列。因此，可用x(n)代替xa(nT)，同时用X(ejω)代替xa(jω/T)，则可以得到时域离散信号的频谱表达式
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显然，X(ejω)是以2π为周期的周期函数。式（5-62）也印证了时域离散信号在频域表现为周期性函数的特性。
 
对于一个长度为N的有限长序列，在频域表现为周期性的连续谱X(ejω)。如果我们将有限长序列以周期为N进行周期性延拓，则在频域必将表现为周期性的离散谱[image: ]，且单个周期的频谱形状与有限长序列相同。因此，我们可以将[image: ]看作是在频域对X(ejω)等间隔采样的结果。根据采样理论，要想采样后能够不失真地恢复出原信号，采样速率必须满足一定的条件。假设时域信号的时间长度为NT，则在频域的一个周期内，采样点数N0必须大于等于N。
 
用离散角频率变量kωs代替[image: ]中连续变量ωs，且取N0=N，则有限长序列的频谱表达式为
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令以N为周期的周期函数[image: ]为序列x(n)以N为周期的延拓，则式（5-63）可以写成
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需要注意的是，式（5-64）和式（5-65）中的序列均是周期性的无限长序列。虽然是无限长序列，但只要知道它一个周期的内容，其它内容就全知道了，所以这种无限长序列实际上只有N个序列值有信息。因此，周期序列与有限长序列有着本质的联系。
 
由于式（5-64）和式（5-65）中其实只涉及0≤n≤N-1和0≤k≤N-1区间的值，也就是说只涉及一个周期内的N个样本。因此，也可以用有限长序列x(n)和X(k)，即各取一个周期来表示这些关系式。我们定义有限长序列和之间的关系为离散傅里叶变换：
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时域采样实现了信号时域的离散化，使我们能用数字技术在时域对信号进行处理。离散傅里叶变换理论实现了频域离散化，开辟了用数字技术在频域处理信号的新途径，从而推进了信号的频谱分析技术向更深更广的领域发展。
 
2. Z变换
 
离散时间傅里叶变换同样也存在是否收敛的问题，由
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因为｜e-jΩn｜=1，所以，若使x(n)的傅里叶变换收敛，必须使
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可见，[image: ]是收敛的充分必要条件。显然，许多序列不满足这个条件，如阶跃序列、线性增长序列等。我们采用与连续时间信号同样的方法，将不满足收敛条件的序列乘以指数衰减序列，使其满足收敛条件，再求其傅里叶变换，即
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式中，e-σn相当于e-σt的采样。令eσ+jΩ=z，则
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式（5-67）称为序列x(n)的Z变换。
 
由于z是一复变量，因此可以表示成极坐标形式，即z=rejΩ，其中r表示z的模。因此，式（5-67）就变换为
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当r=1，Z变换就简化为离散时间傅里叶变换。
 
由式（5-68）可知，为了使Z变换收敛，就要求x(n)r-n的傅里叶变换收敛，即[image: ]。显然，对某些r值，其傅里叶变换收敛，而对另一些r值则不收敛。即对应某个确定的序列x(n)，其Z变换在z的某个范围内收敛，和拉氏变换一样，这个范围就称为X(z)的收敛域。如果这个收敛域包括单位圆，则其傅里叶变换也存在。
 
与拉氏变换一样，Z变换也有几个十分重要的性质。
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5.3.6 如何判断系统是否稳定
 
系统的稳定性是系统的一个极为重要的特性，也是系统能够正常工作的基本条件。我们设计一个锁相环系统，首要的条件就要确保系统是稳定的，否则根本谈不上环路收敛的问题。
 
系统稳定可以这样定义：一个稳定系统是指当输入有界时，其输出也必须是有界的。对于线性时不变系统，h(t)是系统的单位冲激响应，让我们来看看h(t)与系统稳定性有何关系。
 
假设输入有界，即｜f(t)｜≤Mf，Mf为有限常数，则有
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如果，[image: ]，M为有限常数，或者说h(t)绝对可积，那么由式（5-69）可知，｜y(t)｜≤MfM=My，My为有限常数，因此系统是稳定的。
 
这就是说，一个线性时不变系统，若它的单位冲激响应是绝对可积的，则系统一定是稳定的。上述关于系统稳定性的定义虽然是针对连续时间系统的，但它们对离散时间系统同样适用。在离散时间情况下，对于一个稳定系统，若其单位脉冲响应绝对可和，则系统也必定是稳定的。
 
系统稳定性是系统自身的特性，与输入并没有关系。因而，从系统的系统函数可以完全确定系统的稳定性。事实上，系统稳定性由系统函数的极点位置就可以完全确定。
 
对于连续时间系统，系统的稳定性与系统单位冲激响应绝对可积是等价的。设系统的系统函数为H(s)，当时s=jω，s仅取虚值，H(s)对应的就是系统的频率响应，即
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在前面讨论傅里叶变换的收敛性时已经指出：对于一般来说有实际意义的信号，只要信号绝对可积，它的傅里叶变换就存在。也就是说，如果冲激响应h(t)绝对可积，那么H(s)的收敛域就包含虚轴。结合系统稳定性与冲激响应的关系，可以得出结论：线性时不变系统稳定性与系统函数H(s)的收敛域包含虚轴是等价的。
 
如果H(s)的收敛域包含虚轴，则系统稳定，否则系统不稳定。进一步分析，如果H(s)是因果系统（即h(t)=0，t＜0），它的收敛域位于s平面的右半平面。这时，若系统稳定，H(s)的收敛域必须位于包含虚轴的右半平面，或者说，H(s)的极点必须全部位于平面的左半平面。
 
对于因果的线性时不变系统，如果H(s)的极点全部位于左半平面，则系统稳定，否则系统不稳定。
 
对于离散时间系统来讲，系统稳定的充要条件为单位脉冲响应绝对可和。这就是说，H(z)的收敛域必须包含单位圆。若进一步假设系统是因果的，当H(z)的极点全部位于单位圆的内部时，系统才是稳定的。
 
因此，对于因果的线性时不变系统，通过判定系统函数的极点位置，就可以判定系统的稳定性：如果的极点全部位于单位圆的内部，则系统是稳定的，否则系统不稳定。
5.4 锁相环路的模型
 
我们在第3章讨论了锁相环电路的时域模型，并对一阶环进行了较为详细的时域分析。前面介绍了连续时间系统和离散时间系统的分析工具。一阶环的分析相对简单，对于工程中实际使用的二阶环或更高阶环的分析，必须建立环路的系统模型，而后采用数学方法对模型进行精确的分析。
 
对于连续时间系统来讲，需要将系统转换到复频域进行分析，以便于将时域的微积分运算转换成代数运算，而后再将复频域反变换为时域，就可以获得准确的输出响应；同样，对于离散时间系统来讲，需要将系统转换到Z域进行分析，以便于将差分方程转换为代数运算，而后再将Z反变换时域，就可以获得准确的输出响应。
 
对于锁相环来讲，根据第3章的讨论，将输入信号、输出信号，以及环路各组成部分进行相应的变换，得到锁相环路的复频域及Z域模型，如图5-13所示。
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 图5-13　锁相环路的相位模型
 

 
图5-13（a）为锁相环路的复频域模型，图5-13（b）为Z域模型，其中鉴相器已进行近似的线性化处理，相当于增益为Kd的线性增益模块。F(s)、N(s)分别为环路滤波器和VCO传输函数的拉氏变换。F(z)、N(z)分别为数字环路滤波器和数字控制振荡器（Numerically Controlled Oscillator，NCO）的Z变换。
 
大家知道，线性系统的传递函数定义为初始条件为零时，响应函数的拉氏变换（Z变换）与驱动函数的拉氏变换（Z变换）之比。当研究不同的响应函数时，可以得到系统不同的传递函数。
 
研究锁相环路反馈支路开路状态下，由输入相位θ1(t)驱动引起输出相位θ2(t)的响应，应讨论开环传递函数，其定义为
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研究锁相环路闭环状态下，由输入相位θ1(t)驱动引起输出相位θ2(t)的响应，应讨论闭环传递函数，其定义为
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研究锁相环路闭环状态下，由输入相位θ1(t)驱动引起误差相位θe(t)的响应，应研究误差传递函数，其定义为
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以上三组公式就是锁相环路的传输函数模型，其中最重要的是式（5-72），即闭环传输函数。由以上分析可知，只要确定了环路滤波器的VCO/NCO的模型，就可以获得整个环路的传输模型。
 
比如，对于第3章讨论的一阶环，其环路滤波器模型F(s)=1，VCO是一个积分器，其模型N(s)=K0/s，令K=K0Kd将其分别代入式（5-71）、式（5-72）和式（5-73）可得
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假设输入信号相位θ1(t)是一个阶跃信号，即θ1(t)=Δφu(t)。这就相当于锁相环路中，输入信号与输出信号（VCO输出）只存在一个固定的初始相差。我们利用系统函数来分析一下环路最终的工作情况。
 
对θ1(t)进行拉氏变换，可得θ1(s)=Δφ/s，代入式（5-74），可得输出信号的拉氏变换
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求式（5-75）的反变换，可得到输出信号相位的响应
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讨论式（5-76），容易得出，当K＞0时，输出信号相位θ2(t)呈指数衰减，且当t→∞时，θ2(t)→0，也就是说环路的最终稳态相差为0。
 
例5-2：MATLAB仿真一阶环对阶跃信号的响应
 
为了更直观地查看输出信号响应，令Δφ=π/4，Kd=2，K0=1，我们用MATLAB绘出θ2(t)的曲线，其仿真代码如下。
 
%OnePolePllOut.m

t=0:0.01:8;

Kd=2;

thea=pi/6;

y=thea-thea*exp(-Kd.*t);

plot(y);

grid on;

xlabel('时间');ylabel('弧度');
 
程序运行如图5-14所示。
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 图5-14　输入为阶跃信号时的输出相位响应
 

 
从图5-14可以清楚地看出输出相位的变化曲线，从零相位以指数级数的收敛速度向输入初始相位值逼近，且逼近过程中没有任何过冲现象。读者还可以结合第3章中的SystemView仿真实例进行理解。
5.5 小结——乔布斯的演讲
 
工作之余，与同事闲聊一些技术问题。有一次讨论到信号的频域分析，问大家，中学时学过的三角公式，如积化和差、和差化积等基本公式还记得吗？大家面面相觑。问还记得如何解微积分方程吗？大多只是大眼瞪小眼。就好像以前大人们常常笑话一些顽童：学到的知识恐怕早就还给老师了！
 
苹果公司的创建者——乔布斯，一次在斯坦福大学的演讲中说道：
 
大学的时候，我还不可能预料到这些点点滴滴能串联起来，但是当我十年后回顾这一切的时候，一切都豁然开朗了。再次说明的是，你在展望未来的时候不可能将这些片段串联起来；你只能在回首往事的时候将这些点点滴滴串联起来。所以你必须相信这些片段会在你的未来里，以某一种方式串联起来。你必须要相信某些东西：你的内心、命运、生命、因缘。因为相信这些际遇是会在将来联系起来，会给予你信心去跟随内心，甚至当它把你带离陈腐的道路之时，就会别有一番光景。
 
乔布斯在上大学时，凭着自己的兴趣选修了一门书法课，他对那些漂亮的字体十分着迷，但谁也无法理解书法课对他的事业会有什么意义。很多年以后，我们知道，乔布斯开创的苹果公司几乎改变了整个世界的个人电脑行业。我们今天所使用的电脑里，之所以能够习以为常地出现那么多缤纷绚丽的字体，正是得益于乔布斯首先在他设计的电脑里采用了加入漂亮字体的疯狂想法，并进而扩散到所有的个人电脑中。
 
小学时代、中学时代、大学时代学到的知识，我们在课余学到的知识，一定是有用的。那些我们曾经掌握的知识，那些耗费我们极大精力去通过考试的知识，那些我们极不情愿但又不得不演算的公式和方程，之所以没有发挥出应有的作用，只是因为我们还没有找到应用它们的方法而已。而这最重要的方法，就是将各处学习到的东西串起来。一些散乱的知识，就好像散落的珍珠一样，找到那根能串起这些珍珠的线，就可以得到一条精美的项链。一旦串起来形成了项链，颗颗珍珠就再也不会遗失。
第6章
环路滤波器决定锁相环特性
 
■ 最简单的环路滤波器——RC滤波器
 
■ 回顾二阶线性电路
 
■ RC滤波器二阶环的SystemView仿真
 
■ 反馈环路的稳定性分析
 
■ 无源比例积分滤波器
 
■ 有源比例积分滤波器
 
■ 小结——世界上最容易的事
 
前面我们分别讨论了一阶锁相环的工作原理，回顾了电路系统的基本分析方法，本章我们开始讨论二阶锁相环路。所谓二阶锁相环路，就是指环路的动态方程是二阶线性微分方程（方程中的最高阶导数是二阶），或者其传输函数具有两个极点。一阶环路可调参数太少，性能难以满足要求，而三阶或更高阶环路的设计又过于复杂。因此，二阶锁相环路是工程中应用最广泛的环路，而使用最广泛的，或者说几乎一统锁相环江湖的电路，是具有优异特性的理想二阶环路。
 
这一章，我们从最简单的环路滤波器——RC低通滤波器开始，逐步理解环路滤波器对锁相环路性能的决定性作用，并引出本书所研究的重点——由有源积分滤波器组成的理想二阶环路。
6.1 最简单的环路滤波器——RC滤波器
 
6.1.1 RC低通滤波器的频率特性
 
电路中最基本的元器件是什么？电阻、电容、电感。我们用其中的两种——电阻和电容，即可组成最简单的低通滤波器。RC滤波器电路图如图6-1所示。
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 图6-1　RC低通滤波电路
 

 
我们首先应用克希霍夫定律来分析一下这个电路，建立方程如下：
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设初始条件为零，经拉氏变换得
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因此，很容易得到RC低通滤波器的传输函数
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如果用jω代替式（6-3）中的s，就可以得到RC低通滤波器的频率传输函数
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令τ=RC，称为滤波器的时间常数，则式（6-4）变换为
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显然，在RC低通滤波器中，由电阻与电容的时间因子决定电路特性。也就是说，虽然电路由一个电阻和一个电容组成，但电路只有一个可调参数，即两者的乘积形成的时间常数。就好比在一阶锁相环路中，虽然环路由乘法器、鉴相滤波器、VCO等组成，但环路参数仍然只有一个，即环路增益。
 
有了传输函数的表达式，不难求得其幅度-频率响应（简称幅频响应）和相位-频率响应（简称相频响应）。
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我们将RC低通滤波器的幅频响应和相频响应画在一起（“Chapter_6/RC.m”），如图6-2所示。
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 图6-2　RC低通滤波器频率响应
 

 
如图6-2所示，RC滤波器的幅频响应呈现明显的低通特性。当ω=1/τ=1/RC时，振幅为[image: ]，这时的频率称为半功率带宽或3 dB带宽。有的书将此频率称截止频率，一般来讲，在低通滤波器设计中，将需要几乎完全抑制的高频频率（此时的功率衰减远大于3 dB，如30 dB或更大）才称为截止频率，并将3 dB处的频率与截止频率之间的带宽称为过渡带。
 
从相频曲线中可以看出，RC低通滤波器的相位呈现明显的滞后特性，且随着频率的增加滞后越多，在3 dB带宽处相位滞后45°，在频率高端相位滞后无限地接近90°。
 
前面其实是将相频特性与幅频特性关联起来分析。为什么要分析相频特性与幅频响应之间的关系？这其实是一种很重要且经典的反馈环路稳定性分析方法——伯德图分析法。这里先有这样一个概念，在本章后续内容中会详细讨论伯德图及其在锁相环路分析中的应用。
 
6.1.2 二阶环路的传输函数
 
获得了RC低通滤波器的传输函数后，连同VCO的传输模型一并代入第5章讨论的式（5-80）、式（5-81）和式（5-82）中，且令K=K0Kd为环路增益，得到最简单的二阶锁相环路传输模型。
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式（6-9）就是最简单的二阶锁相环路传输函数。这是一个标准的二阶线性电路传输模型，只有两个极点，分子是一个常数，其线性微分方程也一定是二阶的。如果大家还记得电路分析中学过的典型二阶线性电路的话，也许就可以联想起与曾经学过的知识有似曾相识的感觉。我们再将式（6-9）变换一下，令
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将式（6-10）代入式（6-9），可得
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如果大家看到式（6-11）还是想不起来电路分析中学过的知识，那么，我们确实有必要回顾一下仅由一个电阻、一个电感和一个电容组成的二阶线性电路系统了。
6.2 回顾二阶线性电路
 
6.2.1 二阶线性电路与锁相环
 
“电路分析”课程中学过的二阶线性电路十分简单，如图6-3所示。
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 图6-3　RLC电路
 

 
与RC低通滤波器相比，仅增加了一个电感元器件。我们知道，电感和电容都是储能元件，因此电路方程中存在微分、积分算子。我们可以采用分析RC低通滤波器的方法对图6-3进行分析。不过还有更简单的方法，即将元器件均用阻抗形式表示，则输出电压与输入电压之关的关系就成了简单的分压电路分析方法了。
 
电阻R的阻抗形式就是R；电容的阻抗形式为1/(jωC)；电感的阻抗形式为jωL。则输出电压uo(t)与ui(t)之间的频率传输关系为
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因此，RLC电路中的传输关系为
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虽然二阶线性电路有电阻、电容、电感三个不同的元器件，但由式（6-13）可知，RLC电路的实际参数只有两个：RC和LC。在二阶线性电路中，最常用的参数不是R、L、C，而是无阻尼振荡频率（也称为固有振荡频率或固有频率）ωn和阻尼系数ξ。
 
令
 

 [image: ]

 
将式（6-14）代入式（6-13），进行适当变换，可得到二阶线性电路的传输函数为
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对比一下式（6-15）和式（6-11），两者完全一样！
 
因此，对于RC低通滤波器为环路滤波器的二阶锁相环来讲，其传输函数与二阶线性电路的传输函数完全相同。既然传输函数完全相同，两者自然具有很多相同的性质，而“电路分析”课程中学过的二阶线性电路的分析结果，对于二阶锁相环就具有很强的参考价值，部分结果甚至可以直接使用。
 
需要说明的是，虽然两者的传输函数完全相同，但所讨论的信号形式及物理意义却完全不同。也正是因为线性电路与锁相环的具体应用环境的差异，尤其是锁相环讨论相位变量的特殊性，才导致锁相环的分析更为复杂，当然也更加有趣。
 
接下来我们先讨论一下固有频率ωn和阻尼系数ξ这两个参数的物理意义。需要声明的是，虽然这两个参数只在二阶线性电路（如RLC电路）中有确切的物理意义，在锁相环路中并没有确切的物理意义，但在设计锁相环路参数时，ωn、ξ却是广泛使用的参数设计依据，环路的其他相关参数都由ωn、ξ来统一表示。
 
6.2.2 固有振荡频率与阻尼系数
 
我们需要从系统对单位阶跃响应的特性来了解这两个参数的物理意义。根据线性电路的分析方法，先计算出系统输出响应的拉氏变换，而后对其进行反变换，求得输出响应的时域表达式。
 
输入信号为单位阶跃信号，即Ui(t)=u(t)，其拉氏变换[image: ]，则输出信号的拉氏变换为
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求解式（6-16）的反变换有一定困难，张厥盛老师在《锁相技术》一书中已经给出了各种二阶环的响应输出。对于二阶线性电路来讲，根据的取值范围不同，分为3种情况。
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顾名思义，ωn是无阻尼振荡频率，ξ为阻尼系数，因此可以理解为，ωn为ξ=0时的振荡频率。根据式（6-14），ξ=0，即相当于电阻为零。对（6-17）中的第一个公式取ξ=0的极限值，容易得到输出响应表达式为
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式（6-18）不就是一个频率为ωn的正弦波信号吗？再简单分析一下0＜ξ＜1时的输出响应，随着ξ的增大，振荡频率相应减小，而信号的振荡幅度是按指数e-ξωnt变化的，且是随时间衰减的。从物理上可以理解为这种衰减是系统中的阻尼元件消耗能量所造成。由式（6-17）也可以看出，ξ与电路中的唯一耗能元件——电阻有关。
 
6.2.3 单位阶跃信号的响应分析
 
讨论二阶线性电路对典型输入信号的响应，有两种方法：一是用数学分析的方法，比如前面介绍直接求解输出信号的时域响应，这种方法需要有较好的数学功底，分析起来虽然准确，但实在有些枯燥且不够直观；另一种就是用仿真的方法，这种方法要有意思得多。本节主要采用第二种方法，即采用SystemView软件对二阶线性电路的信号响应进行仿真分析。首先，我们需要搭建一个SystemView仿真模型。
 
例6-1：SystemView仿真二阶线性电路的典型信号响应特性
 
用SystemView建立二阶线性电路模型，并仿真单位阶跃信号u(t)、线性斜升信号tu(t)、平方斜升信号t2u(t)情况下的输出响应。
 
建立二阶线性电路模型，需要确定R、L、C的值。由于二阶线性电路更常用的参数为ωn、ξ，因此我们根据ωn、ξ来确定R、L、C的值。在本例中，设置固有频率ωn=3.5 kHz，则根据式（6-14）可以求得LC=8.16-8，根据电感、电容的标称值，选择电感L=820 μH，则电容C=99.5 μF，取标称值为100 μF（此时，ωn=3.492 kHz）。接下来需要确定电阻的值。
 
根据式（6-14），容易求得：
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因此，如果R=1Ω，则ξ=0.19；R=2Ω，则ξ=0.38；R=5.6Ω，则ξ=1.06；R=20Ω，则ξ=3.8。
 
确定了三个基本元器件的值，就可以用SystemView建立电路模型了。
 
采用SystemView构建一个二阶线性电路真系统（Chapter_6\E6_1\rlc.suv），如图6-4所示。
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 图6-4　二阶线性电路的仿真模型
 

 
系统用到1个信源图符块（Token0：Main Libraries→Sources→Aperiodic→Step Fct）、1个模拟/射频库图符块（Token1：Optional Libraries→RF/Analog→LC Circuits→LC-Lpfs），以及1个用于观察信号波形的信宿图符块（Token2：Main Libraries→Sinks→Graphic→SystevViews）。各图符块参数设置情况如表6-1所示。
 
 
 表6-1　一阶线性电路仿真系统参数表
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SystemView提供了丰富的图符块原始模型，图6-5为由R、L、C元器件组成的低通滤波器模型。与图6-3对比一下，可以发现图6-5中多了一个与电容并联的电阻器件，遗憾的是，SystemView中没有提供单个电阻、电容、电感元件模型，只好采用图6-5的模型来对所要分析的RLC二阶线性电路进行近似仿真分析。
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 图6-5　RLC的SystemView模型
 

 
需要说明的是，虽然将与电容并联的电阻阻值设置很大，以使其近似成开路状态，但与理想的开路状态还是有一定的差别。不过，在接下来的仿真中可以看出，这种近似模型用来对电路单位阶跃输入响应进行趋势分析已经足够了。
 
还需要注意的是图6-5中电器元件的取值表示方法，其中的“e”表示乘以10的多少次方。比如，“820e-6”表示“820×10-6”，即电感L=820 μH；同样，电容值为“100e-6”表示“100×10-6”，即电容C=100 μF。
 
设置系统采样频率为1 MHz，运行数据为1 000。根据前面的分析，设置不同的电阻值，运行仿真得到不同阻尼系数情况下的单位阶跃响应，分别如图6-6、图6-7、图6-8、图6-9所示。
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 图6-6　ξ=0.19时的单位阶跃响应
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 图6-7　ξ=0.38时的单位阶跃响应
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 图6-8　ξ=1.06时的单位阶跃响应
 

 
 
 [image: ] 
 图6-9　ξ=3.8时的单位阶跃响应
 

 
由仿真分析图可知输出响应的曲线形状与电路的阻尼系数相关。
 
（1）当ξ＜1时，响应为衰减振荡，存在过冲现象，系统称为欠阻尼系统。
 
（2）当ξ＞1时，响应为单调上升的曲线，是非振荡的，系统称为过阻尼系统。
 
（3）当ξ=1时，响应是上述两者之间的临界状态，这种系统称为临界阻尼系统，系统的响应没有过冲现象。
 
前面讲过，由于SystemView提供的LC电路模型无法完全准确表示图6-3所示电路，因此仿真波形存在一定的近似，但输出响应曲线的变化趋势是正确的。式（6-17）已经给出了精确的数学解析表达式，我们可以据此用MATLAB绘制出精确的输出响应曲线（Chapter_6\E6_1\esut.m），如图6-10所示。
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 图6-10　二阶线性系统单位阶跃信号输出响应
 

 
有了更准确的响应曲线，我们可以据此对二阶电路的输出响应特性继续进行更准确的描述：
 
（1）当ξ=0时，输出响应的振荡频率为ωn，且没有衰减地持续振荡下去（此时电阻相当于短路状态）。
 
（2）当ξ＜1时，ξ越小，输出响应的振荡频率越高，但均小于ωn。
 
（3）当ξ＜1时，ξ越小，过冲越大，但均小于ωn时的峰值。
 
（4）当ξ＞1时，随着时间的增加，输出响应无限逼近输入电压值。
 
（5）取响应曲线达到并最终保持在允许的稳态误差范围（通常取2％～5％）之内的值为稳态值，ξ越接近于1，输出响应达到稳态值的时间（这个时间也称为暂态时间）越短。
 
前面讲到：虽然ωn、ξ这两个参数只在二阶线性电路中有确切的物理意义，在锁相环路中并没有确切的物理意义，但在设计锁相环路参数时，ωn、ξ却是广泛使用的参数设计依据，环路的其他相关参数都由ωn、ξ来统一表示。这里就涉及一个问题：如何根据需求选择这两个参数值呢？ωn是一个与频率有关的参数，在后续讨论中会看到，这个参数主要与锁相环路的快捕带、频率响应等需求相关；ξ是一个无量纲的系数，从前面分析可知，这个参数主要与系统的响应速度相关。
 
综合考虑环路的稳态误差及响应时间，通常选择，且最常用的值为0.707。有关的取值问题，本书第8章还会进行讨论。
6.3 RC滤波器二阶环的SystemView仿真
 
6.3.1 RC滤波器锁相环路模型
 
例6-2：SystemView仿真RC滤波器二阶锁相环路的工作过程
 
第1步：构建二阶锁相环SystemView系统模型
 
我们先采用SystemView构建一个由RC低通滤波器构成的二阶锁相环仿真系统（\Chapter_6\E6_2\PLL_RC.svu），如图6-11所示。
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 图6-11　RC低通滤波器构成的二阶锁相环仿真系统
 

 
本书第3章已经搭建了一个一阶锁相环，只需将图3-8中的单位增益图符块更换成由RC低通滤波器组成的图符块，即可建立完成二阶锁相环的SystemView模型。
 
系统用到1个信源图符块（Token0：Main Libraries→Sources→Periodic→Sinusoid）、1个乘法器图符块（Token1：Main Libraries→Multiplier）、1个模拟/射频库图符块（Token1：Optional Libraries→RF/Analog→RC Circuits→RC-PLL）、1个函数库图符块（Token4：Main Libraries→Functions→Phase/Freq→Freq Mod），以及4个用于观察信号波形的信宿图符块（Token5/Token6/Token7/Token8：Main Libraries→Sinks→Graphic→SystemViews）。
 
需要注意的是，根据第3章的讨论分析，由于整个环路增益大于0，为了便于观察环路锁定后的相位差，VCO输入到乘法器的端口均为余弦支路（Cosine），VCO输入到观察图符块6的端口为正弦支路（Sine），这样，如果锁定后无相差，则图符号5、6中的信号波形相位保持完全一致。各图符块参数设置情况如表6-2所示。
 
 
 表6-2　RC滤波器二阶锁相环仿真系统参数表
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由表6-2可以看出，输入信号为400 Hz的正弦信号；初始相差为90°；鉴相器中的低通滤波器截止频率为600 Hz；由于信源输入信号幅度与VCO输出的信号幅度均为1，VCO控制灵敏度为100 Hz/V，因此整个二阶环路的增益K=50 Hz/V。
 
SystemView提供了丰富的图符块原始模型，图6-12为由R、C元器件组成的低通滤波器模型。与前面仿真的二阶线性电路类似，我们可以通过设置适当的参数，用图6-12的模型对RC低通滤波电路进行近似仿真分析。
 
 
 [image: ] 
 图6-12　RC低通滤波器（图符块3）作为环路滤波器的仿真模型
 

 
第2步：计算RC滤波器中的元件取值
 
根据前面对二阶线性电路的分析，本实例，我们确定阻尼系数ξ=0.707。根据式（6-10），容易求得
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在RC电路中，τ=RC，分别求得电阻和电容的标称值：R=1 kΩ，C=10 μF，具体设置值如图6-12所示。
 
6.3.2 锁定状态与阻尼系数的仿真
 
第3步：仿真锁相环路的工作波形，测试环路的捕获带宽
 
图6-13为输入与输出只存在90°相差，频差为零情况下的仿真波形，从波形可以看出，环路能够正常锁定，且锁定后相差为零（系统采样频率为100 kHz，运算点数为15 000）。
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 图6-13　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，τ=0.01，ξ=0.707）
 

 
还需注意到的是，经过环路滤波器处理后的信号（Sink8），相比鉴相器输出信号（Sink7）而言，纹波幅度明显减小，也就是说滤除了大部分交流分量，使得VCO输出的信号具有更小的寄生频率分量，有效提高了VCO输出的信号质量。
 
为测试锁相环路的捕获带宽，修改信源图符块（Token0）的频率参数，查看环路滤波器输出的波形（Sink8）收敛情况。有点出乎我们意料的是，相比一阶环而言，环路的捕获带宽明显变窄了，只能在368～430 Hz范围内锁定，如图6-14和图6-15所示。而根据第3章的分析，一阶环的理论锁定范围为350～450 Hz。这是什么原因？这个问题先放在这里，我们继续进行仿真分析。
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 图6-14　二阶环路失锁状态的仿真波形（fi=367 Hz，τ=0.01，ξ=0.707）
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 图6-15　二阶环路失锁状态的仿真波形（fi=431 Hz，τ=0.01，ξ=0.707）
 

 
第4步：修改RC滤波器参数，观察阻尼系数与环路工作状态之间的关系
 
根据式（6-20），设置几个不同的阻尼系数，计算对应的RC滤波器值。保持电容值不变，取R=100 Ω，则τ=0.001，ξ=2.2361；R=430 Ω，则τ=0.0043，ξ=1.0783；R=1.4 kΩ，则τ=0.014，ξ=0.5976；R=3.4 kΩ，则τ=0.034，ξ=0.3835；R=12 kΩ，则τ=0.12，ξ=0.2041。
 
保持输入信号不变，为便于观察波形情况，适当调整观察窗口长度为200 000点，不同阻尼系数的仿真波形如图6-16～图6-20所示。
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 图6-16　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，ξ=0.2041）
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 图6-17　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，ξ=0.3835）
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 图6-18　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，ξ=0.5976）
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 图6-19　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，ξ=1.0783）
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 图6-20　RC滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz，ξ=2.2361）
 

 
从图6-16～图6-20可以看出VCO输入信号波形变化的明显趋势：随着阻尼系数ξ的增大，VCO输入信号的纹波逐渐变小。如果观察环路输入输出信号的相位差，可以发现，当VCO输入信号出现振荡纹波时，相位差是逐渐增加的，也就是说环路处于失锁状态。换句话讲，随着ξ的增大，环路锁定速度越快；反之，环路不稳定的时间越长，失锁时间越长。
 
我们在前面测试过ξ=0.707时的捕获带宽。如果在不同的阻尼系数条件下测试环路捕获带宽，也会发现一个明显的趋势：随着阻尼系数ξ的增大，环路捕获带宽越大（最大不超过环路增益50 Hz。本章后续会讨论RC滤波器二阶环路的理论同步带ΔωH与一阶环相同，等于环路增益K，且捕获带Δωp≤ΔωH）。
 
再进一步分析以上的仿真结果，以上仿真的输入状态只是存在固定相差情况下的仿真波形。当VCO波形呈现图6-16所示的形状，环路锁定时间较长，当输入相差变化的速度超过环路锁定时间时，环路将无法稳定。也就是说，对于RC滤波器的二阶环来讲，阻尼系数ξ越小，环路的稳定性越差。这也可以间接解释为什么ξ越小，则环路捕获带越窄。
 
对于反馈环路来讲，环路的稳定性是设计者首要关注的问题，只有环路能够稳定，设计的系统才能够正确地工作。因此，我们很有必要再次对锁相环路的稳定性进行详细分析讨论，并通过讨论，得出锁相环路设计的一些注意事项或原则。在详细分析反馈环路的稳定性之前，先对RC滤波器二阶环路的稳定性进行简单的分析。
6.4 反馈环路的稳定性分析
 
6.4.1 系统稳定与锁相环稳定的关系
 
根据本书第5章复习“信号与系统”的基本知识，可以根据系统函数的极点来判断系统的稳定性。即，如果系统函数H(s)的极点全部位于左半平面，则系统稳定；否则系统不稳定。
 
前面已经获得了RC低通滤波器二阶环的系统函数，如式（6-11）所示。令函数的分母为零，求函数的极点，先对分母进行简单的变换，得到
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显然，由于ξωn＞0，因此极点一定位于左半平面。也就是说，对于RC滤波器二阶环来讲，系统是无条件稳定的。
 
既然如此，根据前面的仿真分析，为什么当阻尼系数较小时，锁相环路可能无法锁定，出现振荡呢？
 
我们需要再回顾一下第5章讨论系统稳定的概念。所谓系统稳定，是指当输入有界时，输出也有界。再查看一下前面的仿真实例，即使锁相环路不稳定（当初始频差超过捕获带时），但输出的信号波形依然是有界的，因此，锁相环其实仍然是处于稳定的工作状态。只是这种稳定的工作状态，不是我们希望的相位锁定状态而已。
 
RC滤波器二阶锁相环路是一个无条件稳定的系统，但要实现相位的稳定跟踪，需要满足更严格的条件，即反馈环路的稳定条件。
 
6.4.2 频率特性与环路的稳定性关系
 
根据第5章讨论的信号的傅里叶变换，以及系统的频率分析等内容，我们知道，任何一个系统都可以用其频率响应特性来描述。文献[3]从RC低通滤波器3 dB截止频率fc这个参数的角度，描述了RC滤波器二阶环路的频率响应。根据RC滤波器的传输函数，3 dB频率fc为RC滤波器的时间常数τ的倒数。根据式（6-11），τ与ξ2成反比。
 
我们根据式（6-9）来绘制不同[image: ]时，传输函数的频率响应曲线（K=50 Hz），如图6-21所示。
 
 
 [image: ] 
 图6-21　RC滤波器二阶环闭环系统函数的频率响应
 

 
MATLAB提供了绘制式（6-9）所示模拟系统的函数bode()，使用起来非常方便。下面是绘制频率响应的MATLAB程序代码（Chapter_6\PLL_RC.m）。
 
%PLL_RC_Bode.m

K=50; %环路增益



fc=100;

g=tf([K*fc],[1 fc K*fc]);

bode(g);

hold on;



fc=10;

g=tf([K*fc],[1 fc K*fc]);

bode(g);

hold on;



fc=0.1;

g=tf([K*fc],[1 fc K*fc]);

bode(g);

hold on;
 
从图6-21可以看出，当fc较小时（ξ较小），系统幅频响应的增益开始出现峰值，且fc越小（ξ越小），增益的峰值越大。系统幅频响应的增益出现的峰值越大，表示环路的稳定性越差。
 
对于RC滤波器来讲，为了提高环路的稳定性，就必须提高fc的频率，即增加锁相环中的环路滤波器通带带宽，降低对VCO输入信号中的纹波成分滤除能力，由于VCO输出信号的寄生频率成分增加，不能得到高纯正度的输出信号。从图6-16～图6-20也可以看出，ξ越大（fc越大）VCO输入信号的纹波越大。
 
在提高环路稳定性，与提高VCO输出信号的纯正度之间难以兼顾，是RC低通滤波器作为环路滤波器的二阶锁相环路在实际工程中应用较少的原因之一。
 
根据前面的分析，由于系统幅频响应的增益出现峰值，导致环路稳定性降低。为什么会出现增益峰值呢？文献[3]指出，这是由于RC低通滤波器是一种相位滞后的滤波器，不利于提高反馈环路的稳定性。相位滞后的滤波器为什么不利于反馈环路的稳定？这是我们接下来要讨论的内容：根据系统函数的幅频响应和相频响应特性，判断反馈环路是否稳定的分析方法——伯德图分析方法。
 
6.4.3 伯德图分析方法
 
研究反馈环路稳定性的工具和方法有很多，如根轨迹法、奈奎斯特图、尼科尔图、伯德图。文献[1]对这几种方法都进行了讨论。我们接下来仅讨论其中最为常用的伯德图分析方法。
 
伯德图是一对表示开环传递函数Ho(jω)的极坐标元素与角频率ω之间关系的曲线。习惯上，表示频率的水平轴用对数比例尺，表示幅度｜Ho(jω)｜的纵坐标以dB为单位，角度arg[Ho(jω)]用线性坐标上的度表示（图6-21即为RC滤波器二阶环路闭环传递函数的伯德图）。有时候为了方便绘制，幅度通常以对数坐标轴上的一条直线为渐近线表示。
 
1. 伯德准则
 
伯德准则是利用开环频率响应的伯德图来判断闭环的稳定性。一个反馈环路（包括锁相环路），如果增益在穿越0 dB时（ω=ΩT），其相位滞后小于180°，那么这个反馈环路就是稳定的（锁相环路能够实现稳定跟踪）。这个判据在满足下列条件时成立。
 
（1）开环传递函数的幅度曲线仅在一个频率上穿越0 dB。
 
（2）开环传递函数是稳定的（所有极点均位于左半平面）。
 
由于绝大多数锁相环路都满足这些条件，所以这些限制条件对于伯德图的使用几乎没有任何限制。
 
2. 相位裕度与增益裕度
 
以弧度为单位的相位裕度定义为γ=arg[Ho(jΩT)]+π，其物理含义表示开环相移还可以增加γ度，系统才为临界稳定状态。一个锁相环路，如果它的相位裕度是正的，则是稳定的；如果相位裕度是负的，则是不稳定的。
 
增益裕度被定义为Kg=-20log｜Ho(jΩK)｜dB，其中相位穿越频率ΩK被定义为arg[Ho(jΩK)]=-π。需要说明的是，这个增益裕度的定义仅适用于绝对稳定的反馈回路（所谓绝对稳定，是指一个环路对所有K＞0时，环路都是稳定的），并不适用于条件稳定的环路。因此，对于大多数锁相环路来讲，相位裕度成为了一个比增益裕度更有用的工具。
 
在环路的实际应用中，不但要求稳定，而且还要求有一定的稳定余量。相位余量和增益余量反映了系统的稳定程度，其值越大，稳定性越好。工程上为确保环路稳定，通常要求增益裕度Kg≥6 dB，相位裕度γ=30°～60°。稳定系统及不稳定系统的开环伯德图如图6-22和图6-23所示。
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 图6-22　稳定系统的开环伯德图
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 图6-23　不稳定系统的开环伯德图
 

 
工程上为确保环路稳定，通常要求增益裕度Kg≥6 dB，相位裕度γ=30°～60°。由于相位裕量的适用条件更广，因此成为工程上应用更广泛的工具。
 
6.4.4 伯德图分析RC二阶环路的稳定性
 
根据前面的介绍，伯德图分析的是锁相环路的开环传递函数，对于RC滤波器二阶环来讲，需要根据式（6-7）绘制其伯德图。绘制程序与上一节绘制闭环传递函数的方法相同，本节不再给出程序代码，读者可以在配书的网络光盘（Chapter_6\PLL_RC_Bode.m）中查阅程序清单。
 
RC滤波器二阶环路，选取不同RC滤波器3 dB截止频率fc（相当于不同ξ）情况下的伯德图如图6-24所示。由图可知（读者可以自行运行PLL_RC_Bode.m程序，并放大图形以查看相位裕度），当fc=100（ξ=0.707）时相位裕度γ=68°；当fc=10（ξ=0.2236）时相位裕度γ=27°；当fc=1（ξ=0.0707）时相位裕度γ=8°；当fc=0.1（ξ=0.0224）时相位裕度γ=3°。也就是说，阻尼系数越小，环路的相位裕度越小，环路的稳定性越差。
 
从图6-24可以看出，RC滤波器二阶环路的相位滞后永远不会超过180°，也就是说，从理论上讲，这个环路也是可以无条件实现相位跟踪的。但是，前面说过，工程上为确保环路稳定，通常需要其相位裕度大于30°。
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 图6-24　RC滤波器二阶环的伯德图（开环系统函数）
 

 
为什么一定要求有相位裕量？当相位裕量较小时，什么原因能够导致环路失锁呢？图6-25列出了一些常见的噪声。
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 图6-25　锁相环的噪声及干扰源示意图
 

 
噪声与干扰作用于环路，会增加捕获的困难，降低跟踪性能，使输出的相位做随机的抖动。较强的干扰与噪声，将使环路发生跳周，失锁的可能性增大。这也是工程设计时，通常会要求环路有一定的相位余量的原因。
 
我们知道，实际电子系统中，噪声是无法避免的。从一定程度上讲，电子系统设计的主要出发点，一方面是完成系统的功能，另一方面是如何对抗系统中的噪声及干扰。有关锁相环在噪声条件下的跟踪捕获性能将在第8章中详细讨论。
 
6.4.5 二阶环路的相位滞后是如何产生的
 
锁相环的核心部件是鉴相器、环路滤波器和压控振荡器。根据前面的分析，尤其是第5章对锁相环路模型的分析，对于正弦鉴相特性的鉴相器而言，环路在锁定状态附近时，环路可以很好地近似为线性鉴相特性，因此鉴相器可以简单地近似为一个增益常数。
 
显然，鉴相器对于任何频率的信号，其响应都是乘以一个常数。当增益常数Kd大于零时，对任何频率信号的相位响应都为零，也就是没有任何相移。当Kd＜0时，对任何频率信号的相位响应，应该是π或-π。这似乎呈现出一点问题：根据伯德准则，当开环增益下降到0 dB时，相移滞后超过π，就会导致环路不稳定。当Kd＜0时该如何处理呢？
 
这并不难，好在我们在第3章中详细讨论了环路增益的符号问题，这里再回顾一下已形成的结论：可以理解为这个负号被环路中某处的另一个负号所抵消，并由此实现总环路的负反馈，这对于反馈环路的稳定工作是必需的。也就是说，对于设计者来讲，根本不需要考虑增益的正负问题，无论增益的正负，鉴相器的相位响应都是零。
 
鉴相器不会产生任何相位滞后。压控振荡器是一个固有积分环节，其传递函数为N(s)=K0/s，其频率响应函数为
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考察一下VCO的频率响应，对于幅频响应而言，增益随着频率的增加而线性降低。由于频率响应没有实部，且虚部为负值，大家想象一下复数在复平面上的坐标位置，对于任何频率来讲，相位都是[image: ]，也就是说，VCO对于任何频率信号来讲，都会产生90°的相位滞后。举例来讲，如果输入信号为sin(ωt+θ)，则经过VCO后，变为[image: ]。由于只有积分器才具有类似的传递函数形式，因此相移为固定的90°滞后，这是积分器才具有的特性。
 
由于VCO是锁相环中的必备环节，且产生固定的90°相移。因此，锁相环路的稳定性其实决定于环路滤波器的特性。
 
查看一下本章6.1节讨论的RC滤波器频率响应曲线（见图6-2），RC滤波器相频曲线中，随着频率的增加，相位滞后逐渐趋近于90°。因此，整个RC滤波器二阶环路的开环响应，随着频率的增加，逐渐趋近于180°。
 
前面分析RC滤波器二阶环路的频率特性时讲过，由于RC滤波器是具有相位滞后的滤波器，不利于提高环路的相位裕度，也就不利于提高环路的稳定性。或者说，为了提高环路的稳定性，环路滤波器最好具有相位超前特性，或者相位滞后特性远小于90°。
 
在讨论性能更优良的环路滤波器之前，我们利用伯德准则，回过头来分析一下第3章提到的一个参数：鉴相滤波器的截止频率，试着更准确完整地理解一阶环路中截止频率与环路增益之间的关系。
 
6.4.6 鉴相滤波器的影响
 
前面分析锁相环路的频率响应时，将鉴相器近似为常系数增益系统，因此鉴相器被看成相移响应为零的系统。根据第3章的分析，鉴相器为了滤除高频分量，必须设计一个低通滤波器，且低通滤波器的截止频率与环路的稳定性和捕获带有关。
 
既然鉴相器中存在低通滤波器，因此，为精确分析锁相环路频率响应，理应根据伯德准则考虑这个低通滤波器的特性与环路稳定性关系。
 
对于鉴相器来讲，低通滤波器的功能仅需要完成高频分量的滤波即可，因此工程师理论上可以选择各种合适的滤波器结构。前面的所有实例中，在SystemView模型中，均选择的是模拟Chebyshev型低通滤波器。SystemView软件中提供了查看设计滤波器的伯德图功能，使用起来十分方便。图6-26是实例6-2中所采用的滤波器伯德图，图6-27是将截止频率修改为200 Hz后的伯德图。
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 图6-26　鉴相滤波器伯德图（600 Hz）
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 图6-27　鉴相滤波器伯德图（200 Hz）
 

 
由鉴相低通滤波器的伯德图可知，滤波器的相位滞后特性与RC低通滤波器类似，随着频率的增加，相位滞后越多，但相位滞后最大可达360°。对比图6-26和图6-27可知，滤波器的截止频率越低，则相位快速滞后的频率也越低。由于二阶锁相环路也是一个低通滤波器，根据前面对环路伯德图的分析，鉴相滤波器的频率响应也考虑进去，显然滤波器的带宽越大越好。这样，在环路增益穿越0 dB时，鉴相滤波器引起的相位滞后较小，不影响整个环路的分析。
 
例如，RC滤波器二阶环路中，设计ξ=0.2236，根据图6-24可知，当环路增益穿越0 dB时，频率为12.315 Hz，再根据图6-26，读出此频率时的滤波器增益为0 dB，相位接近于-3°，几乎可以忽略鉴相滤波器对环路稳定性的影响。如果将鉴相滤波器截止频率设计为200 Hz，则根据图6-27，读出此频率时的滤波器增益为0 dB，相位接近于-10°，也就是说会使整个锁相环路的相位裕量减小10°。
 
锁相环路中，由于环路滤波器的带宽通常远低于鉴相滤波器带宽，因此鉴相滤波器的相位滞后特性对整个环路的影响可以忽略不计。
 
再回过头来考虑一下第3章介绍的一阶锁相环的内容，读者同样可以采用伯德图分析方法，将环路增益和鉴相滤波器的伯德图联系起来考虑，根据伯德图准则，看看什么情况下环路无法稳定地工作。
6.5 无源比例积分滤波器
 
6.5.1 频率特性
 
前面讲到，由于RC滤波器是具有相位滞后的滤波器，不利于提高环路的相位裕度，也就不利于提高环路的稳定性。接下来介绍一种对RC滤波器稍做改进的滤波器——无源比例积分滤波器。
 
与RC低通滤波器相比，无源比例积分滤波器仅增加了一个电阻元器件。采用6.2节的分析方法，很容易得出输出电压uo(t)与输入电压ui(t)之间的频率传输关系为
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式中，τ1=(R1+R2)C，τ2=R2C。当频率ω→∞时，式（6-22）变为
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也就是说图6-28所示的电路中，当频率很高时，近似为电阻的分压比，这就是滤波器的比例作用。根据频率传输关系与拉氏变换的关系，可得电路的传输关系为
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 图6-28　无源比例积分滤波器
 

 
虽然无源比例积分滤波器电路中有2个电阻和1个电容，但由式（6-24）可知，电路的实际参数只有两个：τ1和τ2。
 
对比一下式（6-22）与式（6-5）可以看出，无源比例积分滤波器增加了一个乘法因子1+jωτ2。对这个乘法因子进行简单变换得到[image: ]。由于ωτ2＞0，因此这个因子的相位一定是大于零的，这个因子是一个相位超前因子。也就是说，相对于RC低通滤波器来讲，无源比例积分滤波器的相位滞后特性有所改善。
 
图6-29是无源比例积分滤波器（程序中设置τ1=4τ2）的频率响应曲线（\Chapter_6\RRC.m）。从图中可以看出，最大相位滞后小于90°，且在高频段，由于滤波器超前相位因子的作用，相位滞后越来越小，当频率趋于无限大时，相位滞后为零，即不存在相位滞后特性。
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 图6-29　无源比例积分滤波器频率响应（τ1=4τ2）
 

 
6.5.2 环路的传输函数
 
获得了由无源比例积分滤波器的传输函数后，连同VCO的传输模型一并代入第5章讨论的式（5-80）、式（5-81）和式（5-82）中，且令K=K0Kd为环路增益，得到二阶锁相环路传输模型。
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由于二阶环路通常采用来表示ωn，ξ我们再将式（6-27）变换一下，令
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将式（6-28）代入式（6-27），可得
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对比一下式（6-29）和式（6-11）可知，相对于RC滤波器二阶环路来讲，无源比例积分滤波器传输函数的分母项完全相同，分子项增加了一个零点，正是这个零点改善了环路的稳定性。
 
6.5.3 环路稳定性分析及参数设计
 
本章6.4.2中在分析RC滤波器二阶环路时讲到，由于在提高环路稳定性与提高VCO输出信号的纯正度之间难以兼顾，是工程上较少使用RC滤波器的原因之一。根据式（6-10），对于环路增益为K二阶环路来讲，ωn与ξ的关系也就完全确定了，也就是说无法通过修改滤波器参数来独立对ωn与ξ进行设计，因此难以在工程上兼顾稳定性和输出信号质量。
 
对于无源比例积分滤波器来讲，情况有所改善，根据式（6-29），我们可以通过设置不同的τ1、τ2值来实现独立设计ωn与ξ的目的，因此可以根据工程需要，使环路具有优良稳定性的同时，保证VCO输出信号的纯正度。
 
例6-3：设计由无源比例积分滤波器作为环路滤波器的二阶环参数
 
锁相环路VCO输出信号的纯正度由环路滤波器带宽决定，带宽越窄，滤波器对纹波滤除效果越好，输出信号质量越好。根据6.4.4节的分析，RC滤波器二阶环路中，当fc=10 Hz时，ξ=0.2236，相位裕度γ=27°，虽然保证了VCO输出信号的质量，但相位裕度仍不够大，环路抗干扰能力很差，捕获带宽为388～411 Hz。现在我们利用无源比例积分滤波器来设计，并且希望环路滤波器带宽仍然保持fc=10 Hz时，阻尼系数0.5＜ξ＜0.8，相位裕度能够有所增加。
 
为了满足设计需求，首先我们采用MATLAB绘出不同截止频率情况下，以滤波器时间常数τ2为自变量的阻尼系数变化曲线。
 
根据无源比例积分滤波器的传输函数，容易得出滤波器3 dB截止频率与时间常数的关系
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根据式（6-28）和式（6-30）绘出时间常数与阻尼系数关系曲线（环路增益K=50 Hz），如图6-30所示（\Chapter_6\E6_3\PLL_RRC_Bode.m）。
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 图6-30　环路滤波器截止频率、时常数τ2与ξ的关系曲线
 

 
由图6-30可知，随着时间常数的增大，阻尼系数单调增加；对于相同的时间常数，截止频率越大，则阻尼系数越大。当截止频率固定时，我们可以通过调整时间常数的大小，获取不同的环路阻尼系数。根据设计需求，保持fc=10 Hz时，阻尼系数0.5＜ξ＜0.8。从图中可以看出，当τ2=0.05，τ1=0.1225时，ξ=0.707；当τ2=0.026，τ1=0.1065时，ξ=0.5。
 
获取到时间常数及阻尼系数的值后，根据式（6-25）就可以绘制出环路的伯德图，如图6-31所示。
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 图6-31　无源比例积分滤波器二阶环路的伯德图（fc=1 Hz, k=50 Hz）
 

 
从图6-31中可以读出，当ξ=0.5时，相位裕度γ=50°；当ξ=0.707时，相位裕度γ=70°，环路可以稳定地工作，具有较强的抗干扰性能。从仿真结果还可以看出，ξ越小，相位裕度越小，这一趋势与RC滤波器二阶环相同。
 
6.5.4 环路的SystemView仿真
 
例6-4：SystemView仿真无源比例积分滤波器二阶环
 
无源比例积分滤波器的SystemView模型仍采用图6-12所示的模型（\Chapter_6\E6_4\PLL_RRC.svu），整个环路模型与实例6-2相同，只需根据仿真需求，重新设置图6-12中的电阻电容值即可。
 
根据前面的分析，仿真当环路滤波器截止频率fc=10 Hz、ξ=0.707，相位裕度γ=70°时的二阶环路。其中τ2=0.05，τ1=0.1225。设置C1=10 μF，R2=5 KΩ，R2=7.5 kΩ。C2设置极小值，近似开路；R3设置为极大值，近似为开路。设置好参数后，即可以仿真环路的锁定情况。
 
从仿真图6-32、图6-33和图6-34中可以看出：
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 图6-32　无源比例积分滤波器二阶环路的仿真波形（fi=400 Hz）
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 图6-33　无源比例积分滤波器二阶环路的仿真波形（fi=438 Hz）
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 图6-34　无源比例积分滤波器二阶环路的仿真波形（fi=362 Hz）
 

 
（1）环路滤波器输出信号与鉴相器输出的信号相比，信号纹波明显减小。
 
（2）当输入频差为零时，环路很快锁定，且稳态相差为零。
 
（3）当输出频差不为零时，频差越大，锁定时间越长，且环路锁定后稳态相差越大（读者可以修改模型中输入信号频率参数，运行仿真，查看仿真波形）。
 
（4）在fc=10 Hz、ξ=0.707的情况下，环路捕获范围为362～438 Hz，比RC滤波器二阶环路的捕获带明显加大，也就是说在相同环路滤波器截止频率的情况下，无源比例积分滤波器具有更稳定的性能。
6.6 有源比例积分滤波器
 
6.6.1 频率特性
 
前面讲到无源比例积分滤波器具有比RC滤波器更优异的性能，与“无源”对应的当然是“有源”。通过仿真，我们知道，RC滤波器和无源比例积分滤波器的二阶环路都有一个无法克服的问题：在本地振荡频率与输入信号存在频差的情况下，稳态相差不为零。
 
接下来介绍的有源比例积分滤波器不仅具有良好的稳定性，且可以在输入存在频差的情况下实现稳态相差为零。这似乎有点颠覆的意味？根据第3章介绍的锁相环工作原理，如果稳态相差为零，则VCO就没有输出电压，就无法有效调整VCO输出信号的频率及相位。解开这些迷团正是我们要讨论和学习的重要内容。
 
有源比例积分滤波器电路如图6-35所示。我们仍然可以将电阻电容用阻抗及容抗的形式表示，然后计算输入电压与输出电压的比值。
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 图6-35　有源比例积分滤波器
 

 
计算运放电路的基本思路是虚短和虚断的概念。所谓虚短，就是指运放两个输入端的电压可以看作短路状态，两个输入端电压相等，即ua(t)=0；所谓虚断，是指输入端输入至运放的电流为零，是断开的。由此，很容易得到滤波器的传输函数：
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式中，τ2=R2C，τ1=(R1+AR1+R2)C，A为运算放大器无反馈时的电压增益。若运算放大器增益A很高，则
 

 [image: ]

 
上式中的负号表示滤波器输出和输入电压之间的相位相反，关于这个负号的作用，本书第3章已进行了详细的讨论，此处不再讨论，后续讨论环路性能时直接将负号略去。
 
从式（6-33）可以得到一个有意思的结果，分子中只有一个积分因子。这个积分因子会造成固定的90°相位滞后。分母是一个相位超前因子，且随着频率的增加，相位超前越多，且不会超过90°。后续我们会看到，正因为分子中的积分因子，使得这种滤波器具有近乎理想的性能。显然，A越大，有源比例积分滤波器就越接近于理想积分滤波器，由这种滤波器构成的锁相环称为理想二阶环。
 
为便于讨论，重新令τ1=R1C，则环路滤波器的传输函数为
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图6-36为用MATLAB绘制的有源比例积分滤波器的伯德图（\Chapter_6\ARC_Bode.m）。
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 图6-36　有源比例积分滤波器的伯德图
 

 
从图6-36可以看出，有源比例积分滤波器的相位滞后在零频时为90°，随着频率的增加，相位滞后量逐渐减小。
 
6.6.2 环路的传输函数
 
获得了有源比例积分滤波器的传输函数后，连同VCO的传输模型一并代入第5章讨论的式（5-80）、式（5-81）和式（5-82）中，且令K=K0Kd为环路增益，得到理想二阶锁相环路传输模型。
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由于二阶环路通常采用来表示ωn，ξ我们再将式（6-38）变换一下，令
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将式（6-39）代入式（6-38），可得
 

 [image: ]

 
对比一下式（6-40）和式（6-11）可知，相对于RC滤波器二阶环路来讲，理想二阶环传输函数的分母项完全相同，分子项增加了一个零点，正是这个零点改善了环路的稳定性能。
 
前面分别分析了三种环路滤波器的传输函数，为便于对比阅读，三种二阶环路的传输函数如表6-3和6-4所示。
 
 
 表6-3　用时间常数表示的各种环路滤波器对应锁相环路的传递函数
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 表6-4　各种环路滤波器对应锁相环路的传递函数
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6.6.3 环路稳定性分析及参数设计
 
例6-5：设计理想二阶锁相环路参数
 
与例6-3类似，我们仍然从环路滤波器的3 dB截止带宽出发，通过MATLAB绘图等方式设计有源比例积分滤波器的参数，要求环路滤波器带宽仍然保持fc=10 Hz时，阻尼系数0.5＜ξ＜0.8，相位裕度能够有所增加。
 
为了满足设计需求，首先我们采用MATLAB绘出不同截止频率情况下，以滤波器时常数τ2为自变量的阻尼系数变化曲线。
 
根据有源比例积分滤波器的传输函数，容易得出滤波器3 dB截止频率与时间常数的关系
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根据式（6-39）和式（6-41）即可绘出时间常数与阻尼系数关系曲线（环路增益K=50），如图6-37所示（\Chapter_6\E6_5\PLL_ARC_Bode.m）。
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 图6-37　有源比例积分滤波器截止频率、时常数τ2与ξ的关系曲线
 

 
由图6-37可知，随着时间常数的增大，阻尼系数单调增加；对于相同的时间常数，截止频率越大，则阻尼系数越大。当截止频率固定时，我们可以通过调整时常数的大小，获取不同的环路阻尼系数。根据设计需求，保持fc=10 Hz时，阻尼系数0.5＜ξ＜0.8。从图中可以看出，当τ2=0.0865，τ1=0.1870时，ξ=0.7。
 
获取到时间常数及阻尼系数的值后，根据式（6-36）就可以绘制出环路的伯德图，如图6-38所示。
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 图6-38　理想二阶环路的伯德图（fc=10 Hz，K=50 Hz）
 

 
从图中可以读出，当ξ=0.7时，相位裕度γ=65°，环路可以稳定地工作，具有较强的抗干扰性能。从仿真结果还可以看出，ξ越小，相位裕度越小，这一趋势与RC滤波器及无源比例积分滤波器二阶环相同。
 
6.6.4 环路的SystemView仿真
 
例6-6：SystemView仿真理想二阶环的工作过程
 
第1步：构建理想二阶锁相环SystemView系统模型
 
与由无源比例积分滤波器构成的二阶锁相环相比，理想二阶环模型的差异仍然在于环路滤波器模块。图6-39为理想二阶环的SystemView模型。
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 图6-39　理想二阶环的SystemView模型
 

 
有了前面设置RC滤波器及无源比例积分滤波器的经验，相信读者很容易理解图6-40中各元器件阻值的设计方法。图6-39中的图符块13（Token13）为一个阶跃信号，作为图符块12的控制输入（图6-40中的Control信号）。
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 图6-40　有源比例积分滤波器的SystemView模型
 

 
需要说明的是，为了便于查看输入输出信号的相位，根据第2章讨论的环路增益符号对同相及正交支路的影响，将图符块4（VCO）中的正弦输出端连接至图符块1，余弦输出端连接至图符块6显示。
 
第2步：仿真锁相环路的工作波形，测试环路的捕获带宽
 
仿真的过程十分简单，只需设置输入信源的频率参数，仿真结果如图6-41和图6-42所示。改变本地VCO与输入信号的频差，查看环路锁定情况即可。
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 图6-41　理想二阶环路的仿真波形（fi=500 Hz）
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 图6-42　理想二阶环路的仿真波形（fi=300 Hz）
 

 
从仿真图中可以看出：
 
（1）环路滤波器输出信号与鉴相器输出的信号相比，信号纹波明显减小。
 
（2）即使输入信号与VCO存在频差时，锁定后稳态相差仍然为零。
 
（3）存在频差输入时，锁定后鉴相器输出均值为零，经过环路滤波器后，均值不为零，且与频差成正比。
 
（4）当输出频差不为零时，频差越大，锁定时间越长。
 
（5）在fc=10 Hz、ξ=0.707的情况下，环路捕获范围已明显超过环路增益值K=50 Hz，即超出了一阶环的理论捕获带宽。
 
当输入信号存在频差时，RC滤波器及无源比例积分滤波器二阶环锁定后均存在稳态相差，理想二阶环的稳态相差为零，这也是理想二阶环广泛应用的主要原因。
 
6.6.5 为什么稳态相差可以为零
 
无论你是否相信，从对理想二阶环的仿真波形可以看出，即使在存在频差的情况下，环路锁定后的稳态相差确实为零。那么环路的跟踪状态是如何维持的呢？
 
对于输入相位阶跃信号而言，因为在暂态过程中误差电压ud(t)和uc(t)不等于零，压控振荡器的相位已得到调整，最终不再需要压控振荡器的频率进行调整，可以允许控制电压uc(t)=0（对于相位阶跃信号而言，输入信号与VCO本振信号频率相同，只是相位不同），因此环路的稳态状态不难理解。
 
在输入频率阶跃的情况下（输入信号与VCO本振信号频率存在固有频差），在稳态时要使压控振荡器的频率与输入信号频率相同，理论上讲VCO的控制电压uc(t)一定是必不可少的。但由于稳态相差θ∞=0，因此鉴相器输出电压信号ud(t)=0。这个现象从图6-41和图6-42都可以清楚地看到。关键的问题是，这该如何理解呢？
 
问题的关键就在于环路滤波器具有理想积分环节！在跟踪的暂态过程中，鉴相器输出的误差电压uc(t)并不等于零，它将对滤波器充电。但是对于理想积分环节来说，前面充电得到的控制电压uc(t)将永远保持下去，不会消失。
 
为什么理想积分器具有这个特性？可以将理想积分器比作一个大电容，不断给这个电容充电，电路中没有电阻等耗能器件，能量就一直保持增加，不再充电后，电容能量保持稳定。或者可以将理想积分器比作一个蓄电池，充电过程中，蓄电池电压逐渐增加，拔掉充电插头后，蓄电池的输出电压就保持不变。对于这个理想积分器来讲，我们可以简单绘出输入与输出的关系示意曲线（\Chapter_6\Integrator.m），如图6-43所示。
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 图6-43　理相积分滤波器输入输出关系示意图
 

 
图中输入信号刚开始为一个大于零的正弦信号，在100 s时变为一个直流信号，在140 s后没有输出。对于理想积分器来讲，当输入信号不为零时，积分输出不断增加（输入信号始终大于零的情况下）；当没有输入电压时，积分输出并不为零，而是保持稳定的直流输出。对于理想二阶环来讲，ud(t)相当于图6-43中的输入信号作用。这个稳定的直流输出，就是滤波器的输出电压uc(t)，用于维持VCO的输出信号与输入信号同频同相。
 
实际上，任何模拟电路都不能实现真正的理想积分，例如有源比例积分滤波器，只要放大器增益不等于无限大，它就只能是一个近似的理想比例积分滤波器。所以，上述控制电压uc(t)的保持作用在时间上是有限的，即只能保持一段时间。在这种情况下，稳态相差只是接近于零，而不是真正等于零。但这仅是针对于模拟电路来讲的，在本书后续讨论锁相环路的FPGA实现时可以看到，对于数字电路来讲，实现理想积分器其实是十分简单的事。
6.7 小结——世界上最容易的事
 
学生时代学过梁启超（1873—1929年）的一篇文章——《敬业与乐业》，他在文章中讲到：
 
孔子说：“饱食终日，无所用心，难矣哉！”又说：“群居终日，言不及义，好行小慧，难矣哉！”孔子是一位教育大家，他心目中没有什么人不可教诲，独独对于这两种人便摇头叹气说道：“难！难！”可见人生一切毛病都有药可医，惟有无业游民，虽大圣人碰着他，也没有办法。
 
唐朝有一位名僧百丈禅师，他常常用两句格言教训弟子，说道：“一日不做事，一日不吃饭。”他每日除上堂说法之外，还要自己扫地、擦桌子、洗衣服，直到八十岁，日日如此。有一回，他的门生想替他服务，把他这天应做的工作悄悄地都做了，这位言行相顾的老禅师，老实不客气，那一天便绝对地不肯吃饭。
 
若要问这世界上最容易做的事是什么？最容易做的事就是什么也不做！
 
荷马史诗《奥德赛》中有一句至理名言：“没有比漫无目的地徘徊更令人无法忍受的了。”
 
李开复博士曾经讲过：被动就是弃权，不去解决也是一种解决，不做决定也是一个决定，消极的解决和决定将使你面前的机会丧失殆尽。
 
几年前观看过一场话剧，其中有一副对联至今印象深刻：“天地生人，有一人当有一人之业；人生在世，生一日当有一日之勤”。
 
2012年11月15日，习近平总书记在新一届中央政治局常委记者正式见面会上讲到：“人世间的一切幸福都是要靠辛勤的劳动来创造的。”
第7章
二阶环的FPGA实现
 
■ 依据模拟环设计数字环
 
■ FPGA实现后的仿真测试
 
■ 理想二阶环的数字化
 
■ 模拟与数字环路的关联
 
■ 小结——芝诺与庄子的哲学
 
前两章讲了一大堆枯燥的锁相环原理，本质是说理想二阶环具有相当优异的性能。我们在第4章已经对一阶锁相环的FPGA实现进行了详细的讨论，有了前面章节的基础，就可以开始设计二阶环的FPGA电路了，并且要通过FPGA设计后的仿真来验证理论的正确性。
 
二阶锁相环路相比一阶环路来讲，仅仅多了一个环路滤波器。正是这个环路滤波器，尤其是理想环路滤波器，极大地改善了锁相环路的性能。当我们深刻理解环路的工作原理后，并动手设计出传说中的理想二阶锁相环电路时，会发现整个设计过程原来如此！
7.1 依据模拟环设计数字环
 
所谓依据模拟环设计数字环，也就是依照模拟环路这个“葫芦”来画数字电路环这个“瓢”的意思。因为前面我们对模拟锁相环路的讨论比较充分，SystemView仿真的过程也是模拟信号和模拟元件。因此，我们可以将模拟电路模块转换成相应的数字电路进行设计。第4章的一阶环FPGA电路的设计就是按照这个思路来的，对于二阶环路来讲，也可以这样来进行设计，这样理解起来就很简单直接。
 
乘法器、鉴相器、VCO的数字化模型已经讨论过了，实现起来也比较简单。环路滤波器虽然本质上也是一个低通滤波器，但它的作用不仅仅在于滤波，而在于调节整个环路参数及性能，我们无法仅根据通带、截止频率等参数设计FIR或IIR滤波器来实现环路滤波器功能。
 
根据信号与系统的分析理论，一个系统完全由系统函数来确定，因此我们可从系统函数的角度出发，找到模拟电路与数字电路的转换关系，最终根据环路滤波器的数字域系统函数进行数字化设计。
 
7.1.1 从模拟到数字——双线性变换
 
双线性变换的过程很简单，其实就是一个线性转换公式。文献[21]对双线性变换的原理进行了简单明了的解释，要了解其转换原理，先从连续时间系统（模拟电路）H(s)的基本环节说起。
 
连续时间系统H(s)的极点有两种情况：单重节点和多重节点。但是一个多重节点环节可以看成由多个单重极点环节级联构成。例如，对二重极点的系统，有
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因此，可以将一阶环节
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看成构成H(s)的最基本环节，其中，Ka为基本环节的增益。它对应于一阶微分方程
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其系统结构如图7-1所示。对该系统离散化，主要是对系统中的积分运算离散化。
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 图7-1　连续系统的一阶环节结构图
 

 
一次积分运算可以用梯形作数值计算，即
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将上式第二行的积分用梯形法近似，则有
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该式为一次积分运算离散化后的数值计算公式，其中的T为采样间隔。将自变量中的符号T隐去，可写成差分方程的习惯表示形式
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两边取单边z变换，并考虑到当y(n)=0，n＜0有
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对上式进行整理，得到一阶环节的离散系统函数
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也就是说，一次积分单元离散后，是系统函数式（7-8）描述的离散系统。
 
对连续一阶系统离散化后，可以得到其系统结构如图7-2所示。
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 图7-2　连续系统的一阶环节离散后的结构图
 

 
根据图7-2，可求得离散系统的系统函数为
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将式（7-8）代入式（7-9），可得
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也就是说，图7-1所示的一阶连续时间系统离散化后所对应的系统由式（7-10）确定。比较式（7-10）和式（7-2），若要两式等价，则有
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式（7-11）和式（7-12）为连续时间系统（模拟系统）与离散时间系统（数字系统）之间的双线性变换公式。
 
7.1.2 环路滤波器的数字化
 
有了系统函数转换表达式，即可获得各种模拟环路滤波器所对应的数字化系统函数表达式，进而获取其数字化实现结构。
 
对于RC低通滤波器来讲，其数字化系统函数为
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对于无源比例环路积分滤波器来讲，其数字化系统函数为
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对于有源比例环路积分滤波器（理想积分滤波器）来讲，其数字化系统函数为
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有了上面各环路滤波器的数字化系统函数，就可以采用对应的数字系统结构实现，进而采用Verilog HDL语言设计。有意思的是，在模拟系统中，RC低通滤波器、无源比例环路积分器的构成十分简单（只需电阻、电容进行串/并联），有源比例积分滤波器相对而言复杂一些（需要用到运算放大器）。在数字域，理想积分滤波器的结构反而更为简洁。
 
由于在二阶锁相环路中，理想二阶环路具有共他两种环路无法比拟的优异性能，因此接下来主要讨论这种环路滤波器及其构成的锁相环路。
 
对于式（7-15），令
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则式（7-15）可变换为
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其对应的系统结构可用图7-3来表示。
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 图7-3　数字环路滤波器结构
 

 
要在FPGA中实现图7-3所示结构的电路，并不是一件困难的事。接下来，我们就开始进行理想二阶锁相环电路的Verilog HDL设计。
 
7.1.3 理想二阶环的参数设计
 
例7-1：理想二阶锁相环的FPGA设计
 
• FPGA系统工作时钟速率=系统采样频率fs=8 kHz。
 
• 数字振荡器固有频率fo=400 Hz。
 
• 输入为10比特二进制补码数据。
 
• 输出为10比特二进制补码数据。
 
• 鉴相乘法器输出位宽：19比特。
 
• 鉴相滤波器系数位宽：8比特。
 
• 鉴相滤波器系数文件：D:\PllPrograms\Chapter_4\E4_1\lpf.txt。
 
• 鉴相滤波器输出数据位宽：30比特。
 
• 环路增益K=34 Hz。
 
• NCO频率字位宽：30比特。
 
• NCO相位字位宽：35比特。
 
• NCO初始频率字：1 717 986 918（400 Hz），根据式（4-4）计算。
 
为便于比较，我们仍根据第4章中的实例要求进行设计。根据前面的分析，理想二阶环的FPGA实现过程，不过是在一阶环的基础上增加一个环路滤波器功能模块而已。
 
在第4章中，我们通过仿真发现环路的增益K值为34 Hz时，环路无法锁定。由于理想二阶环的捕获带理论上无限大，因此在这个实例中，继续设置K=34 Hz，再通过仿真测试其锁定情况。
 
根据式（7-18），求取环路滤波器系数C1、C2的值，需要获取采样周期T，以及滤波器时间常数τ1、τ2的值。由于系统采样频率fs=8 000 Hz，T=1/fs=1/8 000 s。需要注意的是，τ1、τ2是典型的模拟环路滤波器参数，这也是为什么我们将目前的方法称为依据模拟环设计数字环的原因。
 
如何计算τ1、τ2？根据第6章的讨论，从环路相位裕度参数出发设计这两个参数，而相位裕度与阻尼系数ξ直接相关。根据图6-38的仿真结论，一般取阻尼系数ξ=0.7。对于理想二阶环来讲，将式（6-39）重写如下。
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注意，在式（7-19）中，K的单位为rad/s，ωn的单位为rad/s。现在，我们已经获取了环路增益参数（K=34 Hz=213.6283 rad/s）、阻尼系数（ξ=0.7），还需要获取一个参数，比如τ1、τ2之间的关系，才能计算出最终的时间常数值，进而计算出C1、C2的值。
 
根据模拟环路的性能分析，环路滤波器3 dB截止带宽的大小直接影响到VCO输出的信号质量，其截止带宽根据公式（5-38）计算，图6-37绘出了有源比例积分滤波器截止频率、时常数与的关系曲线。因此，要计算出τ1、τ2之间的关系，需要首先确定环路滤波器3 dB截止带宽的fc大小。根据6.6.3节的分析，取fc=10 Hz（注意，公式中的截止频率单位为Hz），则有
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现在，根据式（7-19）和式（7-20），将K、ξ的值代入，总算可以求得τ1、τ2的值。首先由式（7-20）可得，[image: ]，将其代入式（7-20）得
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解这个一元二次方程，得到τ1=0.0549或-0.0365，舍去负值。对应的得到τ2=0.0223。
 
再根据τ1、τ2的值，分别计算环路滤波器系数：C1=0.4073，C2=0.0023。
 
7.1.4 理想二阶环的Verilog HDL设计
 
1. 环路滤波器的Verilog HDL设计
 
有了第4章的基础，设计理想二阶环电路，其实只需设计图7-3所示的电路即可，并将这个功能模块嵌入到一阶环路中。
 
根据图7-3所示的结构，需要涉及小数乘法运算，在FPGA实现小数乘法可以采用乘法器IP核。对于一个乘数为常数的乘法运算来讲，我们可以采用工程上的近似处理方法。具体来讲，乘以系数C1=0.4073，可以近似为C1≈0.5=2-1，即采用对被乘数右移1比特位的方法来近似处理，这样虽然会带来一定的误差，但可以将复杂的乘法运算瞬间转化为简单的移位运算。同样，对于乘以系数C1=0.0023，可以近似为C1≈0.002≈2-9，即采用对被乘数右移9比特位的方法来近似处理。
 
有了上面的设计准备，编写环路滤波器的Verilog HDL代码就十分简单了。下面是LoopFilter.v的程序清单及RTL原理图（见图7-4）。
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 图7-4　理想二阶环路滤波器的RTL原理图
 

 
//这是LoopFilter.v文件的程序清单

module LoopFilter (

    rst,clk,pd,

    frequency_df);



    input  rst;                          //复位信号，高电平有效

    input  clk;                          //FPGA系统时钟：8 kHz

    input  signed [29:0]  pd;            // 输入数据：8 kHz

    output signed [29:0]  frequency_df;  // 环路滤波器输出数据



    reg  signed [29:0] sum_d;

    wire signed [29:0] pd_c2,pd_c1,sum;



    assign pd_c1 = {{1{pd[29]}},pd[29:1]};//c1;

    assign pd_c2 = {{9{pd[29]}},pd[29:9]};//c2;

    always @(posedge clk or posedge rst)

       if (rst)

          sum_d <= 0;

       else

           sum_d <= sum;



   assign sum = pd_c2 + sum_d;

   assign frequency_df = sum_d + pd_c1;



endmodule
 
2. 顶层文件的Verilog HDL设计
 
为了与一阶环路的FPGA设计相区别，我们新建一个名为PllTowOrder的FPGA工程，其中的顶层文件与一阶环相比，新增加了二阶环路滤波器模块，且将输入至鉴相滤波器的信号接口设置为低19比特。下面是顶层文件的程序清单及RTL原理图（见图7-5）。
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 图7-5　理想二阶锁相环路的顶层RTL原理图
 

 
//PllTwoOrder.v程序清单

module PllTwoOrder (

    rst,clk,din,

    dout);



    input rst;                   //复位信号

    input clk;                   //系统时钟：8 kHz

    input  signed[9:0] din;      //输入信号



    output signed[9:0] dout;     //相干载波输出



    //NCO初始频率常量(400 Hz)

    parameter START_FREQUENCY = 35'd1717986918;    //400 Hz



    //输入信号同步及限幅处理后的信号

    reg  signed[9:0] din_d;

    //NCO核接口

    wire signed[9:0]  nco_sin;

    wire signed[9:0]  nco_cos;

    wire nco_rst_n;

    wire nco_clken;



    // 鉴相乘法器输出

    wire signed[19:0] pd_mult_out;

    //鉴相滤波器接口

    wire pd_filter_rst_n;

    wire pd_filter_sink_valid;

    wire pd_filter_source_ready;

    wire pd_sink_ready_nc;

    wire pd_filter_source_valid_nc;

    wire [1:0]  pd_filter_sink_error;

    wire [1:0]  pd_filter_source_error_nc;

    wire signed [29:0] pd_filter_out;     //滤波输出

    //环路滤波器接口

    wire signed [29:0] frequency_df;



    // 对输入信号进行同步及限幅处理

    always @(posedge clk)

       if (din==10'b1000000000)

          din_d <= 10'b100000001;

       else

          din_d <= din;



    //实例化鉴相乘法器IP核

    pd_mult u1 (

       .clock (clk),

       .dataa (din_d),

       .datab (nco_cos),

       .result (pd_mult_out));



    //设置鉴相滤波器接口信号状态

    assign pd_filter_rst_n = !rst;

    assign pd_filter_sink_valid = 1'b1;

    assign pd_filter_source_ready = 1'b1;

    assign pd_filter_sink_error = 2'b00;



    // 实例化鉴相滤波器IP核

    pd_filter u2(

        .clk (clk),

        .reset_n (pd_filter_rst_n),

        .ast_sink_data (pd_mult_out[18:0]),//pd_mult_out[18:0]

        .ast_sink_valid (pd_filter_sink_valid),

        .ast_source_ready (pd_filter_source_ready),

        .ast_sink_error (pd_filter_sink_error),

        .ast_source_data (pd_filter_out),

        .ast_sink_ready (pd_sink_ready_nc),

        .ast_source_valid (pd_filter_source_valid_nc),

        .ast_source_error (pd_filter_source_error_nc));



    //实例化环路滤波器模块

    LoopFilter u4(

       .rst (rst),

       .clk (clk),

       .pd (pd_filter_out),

       .frequency_df (frequency_df));



    // 设置NCO核接口信号状态

    assign nco_rst_n = !rst;

    assign nco_clken = !rst;



    // 实例化NCO核

    nco u3(

       .phi_inc_i (START_FREQUENCY),

       .clk (clk),

       .reset_n (nco_rst_n),

       .clken (nco_clken),

       .freq_mod_i (frequency_df),//一阶环接pd_filter_out

       .fsin_o (nco_sin),

       .fcos_o (nco_cos),

       .out_valid (nco_out_valid_nc));



    //NCO的正弦支路为相干载波信号

    assign dout = nco_sin;



endmodule
7.2 FPGA实现后的仿真测试
 
7.2.1 环路增益对锁定性能的影响
 
在第4章测试一阶锁相环路性能时，发现环路增益为34 Hz时无法锁定，降低到17 Hz时锁定正常。现在我们来继续仿真测试一下理想二阶环路的环路增益对锁定性能的影响。
 
设置初始频偏为零，即NCO初始频率为400 Hz（START_FREQUENCY = 35'd1717986918），启动ModelSim仿真工具，按照4.5.3节的方法，设置仿真工具参数，在波形（wave）窗口中添加需要观察的信号。图7-6是增益为34 Hz，频偏为零情况下的仿真波形图。
 
从图7-6可以看出，环路能够正常锁定，锁定后相位差为零。
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 图7-6　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=34 Hz，初始频偏=0，锁定）
 

 
我们再将增益减小一半，采用设置鉴相滤波器输出数据有效位的方法，将ast_sink_data (pd_mult_out[18:0])修改为ast_sink_data (pd_mult_out[19:1])，此时环路滤波器增益为17 Hz。图7-7是增益为17 Hz，频偏为零情况下的仿真波形图。
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 图7-7　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=17 Hz，初始频偏=0，锁定）
 

 
从图7-7可以看出，环路能够正常锁定，锁定后相位差为零。
 
看来只要环路增益小于34 Hz，环路均能够在频差为零的情况下正常锁定。我们再反过来增加环路增益，看看环路增益是否可以再增加一倍。根据环路增益的计算方法，可以采用减小NCO相位字位宽的方法来实现。比如将NCO的相位字位宽由目前的35比特，减小到34比特，其他参数不变，则环路增益增加到68 Hz。由于环路增益为环路各功能模块增益的乘积值，因此改变任意模块的增益均可改变环路增益。具体来讲，可以保持NCO相位字位宽不变（仍为35比特），同时将环路滤波器系数C1、C2的值增加一倍（采用移位方法实现，将系数同时向左移一位），环路增益也增加到68 Hz。
 
将LoopFilter.v中的语句
 
assign pd_c1 = {{1{pd[29]}},pd[29:1]};//c1;

assign pd_c2 = {{9{pd[29]}},pd[29:9]};//c2;
 
修改为
 
assign pd_c1 = pd;//c1;

assign pd_c2 = {{8{pd[29]}},pd[29:8]};//c2;
 
我们采用修改环路滤波器系数增益的方法，增加环路增益，重新仿真，得到图7-8所示的波形图。
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 图7-8　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=68 Hz，初始频偏=0，失锁）
 

 
从图7-8看出，环路没有锁定。
 
读者可以试着采用改变NCO相位字位宽的方法，增加环路增益，看看仿真结果是否也和图7-8相同，以验证前面对环路增益的分析结论。改变NCO相位字位宽时，需要启动IP核工具，在工具界面中修改相位字位宽为34比特，同时将PllTwoOrder.v程序中的初始频率字进行修改（START_FREQUENCY = 34'd858993459）。
 
由以上仿真结果，我们可以得出这样的结论：
 
（1）理想二阶环路的环路增益直接影响环路的锁定性能，当环路参数（采样频率、固有频率、滤波器）设定以后，环路最大增益就确定了，当增益超过这个值时，环路不能锁定。
 
（2）环路能够正常锁定的情况下，增益越大，锁定时间越短，锁定速度越快。
 
7.2.2 频差对锁定性能的影响
 
一阶环在存在频差的情况下，环路锁定后存在相位差，且频差越大，相位差越大；根据理想二阶环工作原理，即使在存在频差的情况下，环路锁定后的相位差依然为零。我们设置环路增益为34 Hz，改变频差，仿真测试环路锁定后的相位差情况。
 
首先设置频差为9.4 Hz（START_FREQUENCY = 35'd1758379213），当K=16 Hz时，一阶环路锁定后的相位差为36°，由于此时K=34 Hz，因此应该是18度。让我们看看二阶环的相位差是多少？
 
图7-9为频差为9.4 Hz时的仿真波形图，从图中可以看出，环路能够很快锁定，调整波形窗口，可以看出锁定后相位差为零。
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 图7-9　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=34 Hz，初始频差=9.4 Hz，相位差为=0）
 

 
我们继续加大频差值，设置频差为17 Hz（START_FREQUENCY = 35'd1791001362），当K=17 Hz时，一阶环路锁定后的相位差为90°，由于此时K=34 Hz，因此应该是45°。让我们看看二阶环的相位差是多少？
 
图7-10为频差为17 Hz时的仿真波形图，从图中可以看出，环路能够很快锁定，调整波形窗口，可以看出锁定后相位差依然为零。
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 图7-10　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=34 Hz，初始频差=17 Hz，相位差为=0）
 

 
因此，无论是从理论上推导，还是从仿真测试中，均可以得出以下结论：在理想二阶环路中，无论是否存在初始频差，当环路锁定时，锁定后的相位差均为零。
 
7.2.3 环路捕获范围测试
 
捕获范围能否突破环路增益限制？最大捕获范围是多大？如何估算？这是接下来需要通过仿真测试继续研究探讨的问题。
 
根据第6章的理论分析，以及SystemView仿真结果，理想二阶环的捕获范围理论上无穷大（当然在实际工程中是不可能的，后面我们还会对此进行分析），突破环路增益值是很容易的事，FPGA实现后的全数字二阶环会是什么样的结果呢？
 
由于初始频偏越大，捕获锁定时间越长，为有效观察环路锁定情况，我们需要增加仿真所需的数据量。首先在Sin400Hz.m文件中修改“L=10024;”为“L=10024*4;”，并重新运行程序，生成数据量更大的“din.txt”文件，并将其复制到工程目录中的“simulation\modelsim”文件夹下。其次需要修改“PllTwoOrder.vt”文件中的代码，将“parameter data_num = 10000;”修改为“parameter data_num = 10000*4;”，增加仿真数据长度。
 
首先我们在K=34 Hz的情况下，通过设置初始频偏，大概测试一下环路的捕获范围，仿真波形如图7-11和图7-12所示（根据环路滤波器输出信号frequency_df判断锁定情况）。
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 图7-11　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=34 Hz，初始频差=20 Hz，锁定）
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 图7-12　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=34 Hz，初始频差=22 Hz，失锁）
 

 
从仿真结果看，当频偏为20 Hz时，经过约2 700个点（338 ms）后，环路即完成锁定，当频偏增加到22 Hz时，环路已无法锁定，即实例中设计的理想二阶环的捕获范围为20 Hz左右，小于环路增益K=34 Hz。
 
根据7.2.1的结论，环路增益过大时，环路无法锁定，因此我们通过减小环路滤波器系数的方法（C1、C2均右移位，K=17 Hz），减小环路增益，测试其捕获范围，仿真波形如图7-13和图7-14所示（根据环路滤波器输出信号frequency_df判断锁定情况）。
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 图7-13　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=17 Hz，初始频差=22 Hz，锁定）
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 图7-14　理想二阶锁相环路ModelSim仿真波形（K=17 Hz，初始频差=26 Hz，失锁）
 

 
从仿真结果看，当频偏为22 Hz时，经过约8 000个点（1 000 ms）后，环路才完成锁定，当频偏增加到26 Hz时，环路已无法锁定，即实例中设计的理想二阶环的捕获范围为22 Hz左右，大于环路增益K=17 Hz。也就是说，当环路增益减小时，环路捕获带宽稍有增加。是否环路增益越小，其捕获带宽越宽呢？读者可以修改C1、C2的参数值，进行仿真测试。通过测试可以发现，环路增益无论怎样减小，都难以较大地提高捕获带宽。
 
需要说明的是，根据式（7-10）和式（7-20），环路增益K值改变后，环路滤波器系数C1、C2值也需要进行相应的更新。上面的仿真实验中，并没有严格根据修改后的K值，重新计算C1、C2的值，因此其仿真结果不够精确，但也足以说明K值与捕获带宽的关系。
 
从图7-11～图7-14的仿真结果大致可以得出以下几条结论。
 
（1）理想二阶环路的捕获带宽在工程设计中是有限的。
 
（2）仅改变环路增益，对捕获带宽的影响不大。
 
（3）相同频差情况下，增益越小，捕获时间越长。
 
无论如何改变数字锁相环路中的参数，似乎总是无法使数字环路达到模拟环路的捕获带宽性能，可以理解为是数字环路中各模块的处理时延造成的。绝大部分电路中最重要的性能是稳态相差，二阶数字环路在锁定后可以达到零相位差。
7.3 理想二阶环的数字化
 
7.3.1 NCO的数字化模型
 
我们知道，对于一个模拟系统来讲，精确分析系统的性能需要建立其完整的系统模型，得到系统函数。对于一个数字系统来讲，同样需要获得系统的传输函数才能精确分析其性能。第5章已经给出了数字锁相环的系统模型框架（还没有获得各功能部件的数学模型），第6章已经通过对模拟锁相环路数学模型的分析，比较深入细致地了解了由不同环路滤波器组成的二阶环路的性能。经过前面的讨论，对于数字二阶锁相环路来讲，我们已经获得了鉴相器、环路滤波器的数字模型，如果获得NCO的数字化模型，就可以对整个数字二阶环进行精确的数学分析。
 
第4章已经讨论了NCO的数字模型，接下来我们要更进一步，获取其系统函数。我们先回顾一下VCO的数学模型，对于VCO来讲，其输出信号频率与输入信号电压值之关的关系为
 

 [image: ]

 
由于锁相环关注的是信号的相位，因此分析锁相环传输函数时，需要获取其输出信号相位与输入信号相位之间的关系，对上式两边同时进行积分，得到输出信号相位与输入信号之间的数学模型
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式中，VCO输出信号的瞬时相位θ2(t)以ωot为基准相位。将其进行S变换，得到其系数传输函数
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同样，根据第4章的讨论，对于NCO来讲，其输出信号频率与输入信号电压值之间的关系为
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式中，uc(n)为鉴相器输出的数字电压信号，作为NCO的频率控制信号；NCO的控制灵敏度[image: ]，转换为角频率单位为[image: ]；fo为NCO的固有输入频率。
 
NCO频率控制字的初始值M0和初始相位Δφ分别为
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根据环路工作原理，数字环路滤波器输出的控制电压要加到NCO的控制端，以调整其输出频率，即当数字滤波器输出的数字控制电压为uc(n)时，频率控制字变化量Δm=uc(n)，NCO输出信号频率和输出相位分别为
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式中，[image: ]为NCO的相位控制增益，单位为rad/V，其中Tnco为频率字更新周期。在数字域，NCO相当于相位累加器，即
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利用z变换的性质，在初始状态θ2(0)=0时，有θ2(k+1)=zθ2(k)，则数字控制振荡器NCO输出相位与控制电压的关系为
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式（7-28）为NCO的数学模型，其中
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7.3.2 环路的数字化模型
 
到目前为止，我们已经获得了数字锁相环各功能模块的数字化传输函数，根据式（5-81）
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将式（7-18）和式（7-29）代入上式，可以得到对应的数字理想二阶锁相环的系统函数
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式中，Kz=KdK'0，单位为rad，称为数字锁相环路的增益或环路的相位控制增益。
 
我们要特别注意模拟环路增益K（单位为rad/s）与数字环路增益Kz（单位为rad/V）的区别。两者的区别其实就是VCO频率控制增益与NCO相位控制增益的区别，K是电压与频率的关系，Kz表示的是电压与相位的关系。
 
根据NCO相位控制增益的定义，其增益大小与NCO频率字更新周期Tnco有关，且更新周期越大，其增益越大。实例7-1中Tnco实际上等于系统的时钟周期Tclk。在具体设计数字二阶环路时，如何设计这个参数？相关问题在本书第9章通过另一个具体工程实例来进行讨论。
 
为保证环路能够稳定工作，我们必须确保整个数字锁相环路是因果稳定的系统。对于模拟电路系统来讲，系统稳定的充要条件是系统闭环传递函数的所有极点都位于S平面的左半平面。根据时域离散系统理论，数字系统稳定的充要条件是闭环函数的所有极点均处在单位圆内。根据式（7-30），容易得到环路滤波器系数的取值范围为
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7.4 模拟与数字环路的关联
 
7.4.1 确定环路滤波器系数
 
由前面设计二阶锁相环路的过程可知，关键问题在于设计环路滤波器的系数C1、C2的值。由第6章的讨论可知，模拟二阶环路的性能通常采用环路固有振荡频率ωn和阻尼系数ξ两个参数来表示。如果数字锁相环中的C1、C2的值也能够使用ωn、ξ来表示，则很多模拟环路中的分析结论就可以直接在数字环路中使用，这将极大地简化环路的设计及性能分析。
 
式（7-30）是根据数字锁相环路的相位模型推导出的系统函数。另外，我们还可以将模拟锁相环路的系统函数，采用双线性变换方法变换成数字域的系统函数，即将式（7-11）代入式（6-40）中理想二阶环路的系统函数表达式，得
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式（7-30）和式（7-32）是分别采用两种方式获取的数字环路系统函数，要两式完全相等，即需要分别使分子分母的系数相等。
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显然，要完全满足式（7-33）是不可能的，这也说明模拟锁相环路与数字锁相环路不可能完全等价。当然，工程上通常采用近似的方法来处理。对于滤波器（锁相环路本身也可以看作是一个滤波器）的系统函数来讲，极点的值决定了滤波器幅频响应的峰值位置，而零点的值决定了幅频响应的谷点位置，通常我们主要关注系统的通带特性，因此，可以使式（7-30）和式（7-32）的分母系数相等，则容易推算出当ωnT＜＜1时，C1、C2与ωn、ξ的关系式为
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式（7-34）是工程上计算环路滤波器系数的常用公式。
 
7.4.2 增益与环路滤波器系数的关系
 
我们继续讨论一下环路滤波器系数C1、C2与环路增益Kz之间的关系。在作者前期出版的几本数字通信技术的FPGA实现系列著作中[6、7、8]，在设计数字锁相环路时，通常将环路增益Kz设计成约等于1的值。为什么要这样设计？这可以用式（7-34）及锁相环路模型来加以解释。
 
根据环路增益的计算方法，环路增益等于鉴相器、环路滤波器、NCO增益等部件的增益乘积值，且各功能部件的增益对环路增益的贡献是相同的。比如，鉴相器增益增加10倍，NCO增益降低10倍，则环路增益值仍然不变。我们再来看看改变环路滤波器增益（相当于同时成比例地改变C1、C2的大小）会带来什么效果。
 
首先，在计算环路滤波器系数C1、C2的值时，默认环路滤波器增益的值为1（相当于没有增益），其他功能模块的增益已确定的情况下，环路增益Kz也就确定了。根据式（7-34）可以计算出当前的C1、C2的值。此时，如果我们改变C1、C2的值（比如同时乘以10倍），可以理解为环路增益Kz的值增加了10倍，要维持式（7-34）成立，则环路参数ωn、ξ、T必须发生改变，这就相当于改变了环路的性能参数。
 
由于环路性能可以完全由ωn、ξ确定，因此在设计环路时，可以首先根据需求先设计出这两个参数值，而后合理分配环路各功能模块增益，使Kz=1，再根据式（7-34）计算出C1、C2的值即可。在此基础上，如果要改变环路性能，只需通过调整C1、C2的值，改变ωn、ξ（系统设计完成后，环路数据采样周期T通常保持不变），实现调整环路性能的目的。
 
7.4.3 两种系数计算方法比较
 
经过前面的分析，设计数字锁相环路有两种思路，我们来对这两种思路进行一下梳理。我们把7.1.3节的设计方法称为模拟设计方法，把7.4.1节的设计方法称为数字设计方法。
 
模拟设计方法：
 
（1）根据设计要求，确定环路增益值K、系统采样频率fs、环路阻尼系数ξ、环路滤波器3 dB截止带宽fc。
 
（2）根据式（5-38）和式（7-39）列出一元二次方程，计算出τ1、τ2。
 
（3）根据式（7-16）和式（7-17）计算出C1、C2。
 
需要说明的是，对于上述设计方法，步骤（1）中，系统采样频率fs通常取高于奈奎斯采样频率的3～5倍，即数据速率的6～10倍（最常用的是8倍），文献[2]推荐的阻尼系数ξ通常取0.25＜ξ＜1。截止带宽fc的选取是考虑尽量减小NCO（VCO）的控制信号（电压）的波动，从而提高NCO（VCO）输出信号质量，如何选取这个值似乎没有特别明确的标准。在一阶环中，环路增益K直接影响到环路稳态相差、捕获带宽等重要性能，但在数字二阶环中，稳态相差和捕获带宽理论上都与K无关，这个值显然会影响环路性能，但如何设计这个值，仍然缺乏明确的标准。
 
再来看看数字设计方法：
 
（1）根据设计要求，确定环路相位增益值Kz、系统采样频率fs、环路阻尼系数ξ、环路固有振荡频率ωn。
 
（2）根据式（7-34），计算出C1、C2。
 
需要说明的是，对于上述设计方法，步骤（1）中，系统采样频率fs通常取高于奈奎斯采样频率的3～5倍，即数据速率的6～10倍，文献[2]推荐的阻尼系数通常取0.25＜ξ＜1。相位增益值Kz设计成接近于1的值。只有环路固有振荡频率ωn这个值缺乏明确的标准。
 
比较两种设计方法，显然数字设计方法更为简单，且只要明确了ωn的确定方法，数字锁相环的设计就只是一些简单的公式计算而已。如何设计这个值？这正是本书接下来的第8章将要详细讨论的内容之一。
7.5 小结——芝诺与庄子的哲学
 
古希腊著名哲学家芝诺（Zeno，公元前490年——公元前425年）有一句经典名言：“人的知识就好比一个圆圈，圆圈里面是已知的，圆圈外面是未知的。你知道得越多，圆圈也就越大，你不知道的也就越多。”
 
庄子（约公元前369年——公元前286年）讲道：“吾生也有涯，而知也无涯。以有涯随无涯，殆已！”意思是说，生命是有限度的，而学问知识是无穷尽的，拿有限度的生命去追求无穷尽的知识，多危险呀！
 
上面的两段话虽然很简单，但不同的人自有不同的理解。把上面这两段话联系起来读，很有意思。芝诺似乎是要告诉我们，无论你怎样学习，未知的世界永远比已掌握的知识多。庄子似乎在奉劝大家不要枉费心机掌握什么知识，不如顺其自然，只管享受生活。
 
理想与现实总是存在一定的差距，有时差距还很大，甚至完全相反！
 
孔子说：“富而可求也，虽执鞭之士，吾亦为之。如不可求，从吾所好。”富贵不可求，也求不来，所以要走自己的路，做自己擅长的事。
 
对芝诺和庄子的话重新理解：芝诺是要告诉我们时刻保持一颗谦虚和上进的心；庄子是要告诫我们，人生除了学习，还要懂得欣赏一路的风景。
第8章
锁相环的性能分析
 
■ 捕获性能
 
■ 跟踪性能
 
■ 噪声性能
 
■ 理想二阶环设计公式
 
■ 小结——兴趣是最好的老师
 
经过第7章的学习，我们已经可以完成一个完整的理想二阶锁相环路的设计。但在设计过程中，仍有一些参数的取值没有明确的依据，比如环路的固有振荡频率ωn该如何取值？环路的捕获带宽与捕获时间如何设计？当环路中存在噪声时（前面章节的设计都还没有涉及这个问题，但噪声又是电子系统中无法避免的），又该如何设计并计算环路的抗干扰性能呢？通常来讲，学习的一般过程为：从实践到理论，又从理论到实践，如此循环反复，最终无限接近真理。因此，在完成全数字二阶环的FPGA初步设计之后，我们需要再回过头来更深入地分析一下锁相环路性能，最终找到锁相环路参数的设计依据。
8.1 捕获性能
 
8.1.1 捕获过程
 
我们在第3章讨论锁相环的概念时，已介绍过锁相环捕获的基本概念，并对一阶环的捕获性能进行了讨论。这一章我们主要讨论二阶环的捕获过程。
 
在一阶环的捕获过程中，在捕获带内，无论初始频差多大，捕获过程均不会经过跳周，总会在一个2π周期内完成相位的锁定（参见实例3-2、实例3-3的仿真波形）。在二阶环的捕获过程中，当初始频差较大时，捕获过程会通过多个2π周期才能完成相位的锁定（参见实例6-4的仿真波形）。
 
为什么会出现这样的情况？这涉及相位捕获及频率捕获的概念。
 
所谓相位捕获，就是指在整个捕获过程中，相位差没有2π周期的跳越，或者说，是指2π在周期内完成的捕获及锁定过程。根据前面章节的分析，对于一阶环路来讲，只有压控振荡器一个固有积分环节，对误差相位电压信号的积分用于改变VCO（NCO）输出信号的相位。当存在较大初始频差时，如果要将VCO的频率调整到相位捕获的范围（较小的频差），则需要VCO的输入控制信号有一个比较稳定的直流信号（这个直流信号直接调整VCO输出频率）。对于一阶环来讲，由于没有环路滤波器（没有理想积分环节），因此无法具备这个功能。
 
所谓频率捕获，就是指在捕获过程中，要经过多个2π周期才能够达到相位捕获的频差范围。要实现这个目的，要求VCO的控制信号能够产生不断增加的直流控制电压，这个电压牵引着VCO的平均频率，朝减小信号频差的方向变化，最终使环路进入锁定。对于理想二阶环路来讲，由于环路滤波器本身就具有理想积分特性，可以对相位误差电压中的直流分量进行积分，从而产生稳定增加的直流分量。当频差减小到相位捕获范围时，相位误差电压中的直流分量减小到零，VCO控制电压中直流分量稳定不变，环路转入相位捕获阶段。因此，对于理想二阶锁相环来讲，同时存在频率捕获和相位捕获两个过程。我们把二阶环进入相位捕获时的频差称为环路的快捕带，用ΔωL表示。
 
为进一步说明理想二阶环的捕获过程，我们用图8-1所示的牵引模型进行说明（文献[2]给出的是模拟环路模型，我们用第7章介绍过的数字模型来表示）。
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 图8-1　理想二阶环的牵引模型
 

 
由于理想二阶环中存在环路滤波器，在捕获过程中，环路滤波器的理想积分电路（图8-1中的下支路）对相位差拍电压中的直流分量进行积分。因此，只要存在频差，相位差拍电压中存在直流分量，都会经过这个积分器进行累加，直到相位差拍电压中不存在直流分量。当频差减小到小于ΔωL时，频率捕获过程即告结束，并进入相位捕获过程，相位差的变化不再超越2π，最终达到锁定。
 
相位差拍电压的交流分量经比例衰减后（经由图8-1中的上支路），对NCO进行调频控制。但随着控制电压直流分量的不断增长，交流分量的频率和幅度都不断减小，到环路进入锁定时，交流分量消失。因此，可以将理想二阶环的捕获过程看成一个牵引过程，而一阶环的捕获过程则是一个渐近稳定过程。
 
当初始频差Δωo大于环路捕获带Δωp时（Δωo＞Δωp），一阶和非理想二阶环都不能锁定，而是出现稳定的差拍状态（参见图3-19和图6-15）。差拍波中的直流分量会牵引VCO（NCO）的频率向输入信号频率靠拢一些，但不能使之相等，即存在牵引效应。而对于理想二阶环来讲，理论上，无论Δωo多大，或者说差拍波中的直流分量多小，经过足够长时间的积分，直流控制电压都可以增加到任意大，最终使环路锁定。当然，实际工程中，理想二阶环的捕获带Δωp受限于各种实际条件不可能达到任意大的值。
 
8.1.2 捕获带与捕获时间
 
如前所述，在捕获过程，瞬时相差将在大范围内变化，甚至有多个2π的周期跳越。由于锁相环是一个非线性的自动控制系统，其非线性主要来源于鉴相器。在前面几章分析环路性能时，均假定环路已经工作在锁定状态，在θ1(t)跟踪θ2(t)的过程中，认为相位误差θe(t)始终很小，故允许对环路进行线性化处理。但在锁相环的整个工作过程中，尤其在捕获过程中，环路的相位误差θe(t)并不总是很小，超出了鉴相器的线性工作范围，前面的分析方法就不适用了。
 
当环路没有工作在线性范围，环路动态方程的线性近似就不再适用对其性能进行分析了。要想准确获取环路的捕获性能，就必须将鉴相特性的非线性考虑进去，严格求解环路的非线性动态方程。但是除了对一阶环路的非线性微分方程可以准确进行求解外，二阶以上环路的非线性微分方程目前还难以用解析法求解。好在工程上通常可以用近似的方法来处理，其中最经典的方法是相平面法。
 
相平面法是一种图解分析二阶非线性微分方程的方法。其基本做法是：根据环路非线性微分方程，做出θ'e-θe的关系图形，以取得环路非线性稳定性、时间响应曲线等有关信息，如表8-1所示。文献[1，2，4，5]都对相平面法进行了详细的介绍，有兴趣的读者可以参考相关内容。我们直接给出计算环路捕获带及捕获时间的估计公式。
 
 
 表8-1　锁相环路的捕获带及捕获时间[5]
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从表8-1可以看出一个很有意思的现象，理想二阶环（具有理想积分滤波器）的捕获性能与环路增益K无关，完全由环路固有振荡频率ωn和阻尼系数ξ决定。
 
工程上通常还会估计理想二阶环路的快捕时间TLmax、最大同步频率扫描速率RH和最大捕获扫描速率Rp。文献[4，5]给出了这三个参数的估计公式：
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8.1.3 辅助捕获方法
 
1. 常用辅助捕获方法
 
在实际工程中，人们对环路的捕获带宽、捕获时间有一定要求，有时甚至是很严格的要求。任何一个锁相环，其输入频率和压控振荡器的固有振荡频率都要在一定范围内变化，即环路的固有频差有一定的变化范围。环路的捕获带必须大于最大固有频差，否则环路就不能进入锁定状态或跟踪状态。在以突发方式工作的通信系统中，信号存在的时间很短，若接收机中使用的锁相环捕获时间太长，则根本无法正常传递信息。因此，增加捕获带，减小捕获时间是锁相技术领域中研究的重要课题。
 
根据表8-1的结论，要增加Δωp（对于非理想二阶环）或减小Tp，必须增大K（对于非理想二阶环）、阻尼系数ξ和环路固有振荡频率ωn。但增大K、ξ、ωn往往又会与环路的其他性能指标（如本章后续要讨论的噪声性能）相矛盾。在电子系统设计中，经常会遇见这种需要多方面性能兼顾的情况。如何设计，正是电子工程师必须面临和解决的问题。
 
对于锁相环电路系统来讲，环路锁定后的稳态相差、噪声滤波器性能显得更为重要，因此在具体设计时一般不会过多考虑捕获带宽等参数，而是从噪声性能（本章8.3节详细讨论）的角度设计K、ξ、ωn参数。这就涉及一个问题，如何在频差较大的情况下解决环路快速捕获及锁定的问题。这正是本节要讨论的频率辅助捕获方法。
 
频率辅助捕获的方法大致可以分为两类[4]：第一类是减小作用到环路上的起始频差，使之尽快进入快捕带内，达到快捕锁定。属于这种方法的有人工电调、自动扫描、辅助鉴频鉴相等；第二类是使用两种不同的环路带宽或增益，捕获时使环路具有较大的带宽或增益，锁定以后使环路带宽或增益为所需要的正常值，这就是所谓的变带宽法和变增益法。
 
文献[1，2，4，5]都有对常用的几种频率捕获方法的介绍，其中的电路均是针对模拟锁相环路的捕获方法。下面给出两种可以在FPGA平台上实现的数字频率捕获方法。
 
2. 自动扫描捕获方法
 
数字自动扫描捕获方法原理如图8-2所示，根据第7章讨论的数字锁环的实现原理，数字控制振荡器的初始频率由NCO的频率字决定。因此，在初始捕获阶段，我们可以通过控制NCO的初始频率字，使其按照一定的周期及频率步进，当环路锁定检测电路检测到环路进入捕获锁定状态时，停止频率扫描，环路完成锁定跟踪。在设置频率扫描电路时，需要使频率步进值小于环路快捕带，且频率字更新周期大于环路快捕时间。
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 图8-2　数字自动扫描捕获方法
 

 
3. 变环路参数方法
 
数字变环路参数频率捕获方法原理如图8-3所示，根据前面的讨论可知，数字锁相环路中，环路滤波器系数C1、C2的大小与环路固有振荡频率ωn和阻尼系数ξ有关，且改变C1、C2可以起到改变ωn和ξ的目的，进而改变环路的捕获速度和锁定后的稳态相差。当C1、C2较大时，环路捕获速度快，锁定后稳态相差大；当C1、C2较小时，环路锁定速度慢，锁定后稳态相差小[7]。因此，在初始捕获时，可以将C1、C2的值设置较大，当环路捕获锁定完成后，再减小C1、C2的值，以获取较小的稳态相差。
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 图8-3　数字变环路参数频率捕获方法
 

8.2 跟踪性能
 
所谓环路的跟踪性能，是指锁相环路已完成了频率及相位捕获，已进入相位跟踪状态。在这种状态下，由于相位误差较小，可以将鉴相特性进行线性化近似，以便于数学分析。本节先简要总结一下各种环路跟踪状态下的稳态相差，而后重点从环路频率特性的角度，讨论理想二阶环的跟踪性能，并分析环路的两种重要工作状态：调制跟踪与载波跟踪。
 
8.2.1 环路的稳态相差
 
根据第3章的讨论，所谓稳态相差，是指环路锁定后，输入输出信号之间仍然存在的最大相位差值。显然，环路的稳态相差与输入信号的形式有关。对于相位阶跃信号来讲，一阶环或二阶环的稳态相差都为零；对于频率阶跃信号而言，一阶环的稳态相差与频率差有关，理想二阶环的稳态相差仍然为零。
 
计算环路稳态相差有两种方法：一是根据环路传输函数求出相位误差的时域表达式，并求取当时间趋于无穷大时的稳态响应，即
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另一种方法是根据拉氏变换的终值定理（参见5.3.4节），可以不经拉氏反变换，直接从θe(s)求出环路的稳态相差。
 
无论应用何种方法，分析所得的稳态相差的结论是一样的。表8-2是各种类型锁相环路的稳态相差[2]。
 
 
 表8-2　各种类型环路的稳态相差
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对于表8-2的结论，我们可以进行简单的分析讨论。
 
（1）前面多次提到环路的类型，如几阶几型，这里先完整的说明一下。所谓“阶”，是指环路动态方程中的最高微分次数；所谓“型”是指环路中理想积分器的个数。因此，没有环路滤波器的锁相环是一阶I型环，采用RC积分滤波器的锁相环路是二阶I型环，采用无源比例积分滤波器的锁相环路也是二阶I型环，采用高增益有源比例积分滤波器的锁相环路是二阶II型环，采用两节串联的有源比例积分滤波器的锁相环路是三阶III型环。
 
（2）对于同一种环路来讲，输入信号变化得越快，跟踪性能就越差。例如，一阶环可以无误差地跟踪相位阶跃信号；跟踪频率阶跃（即相位斜升）时就出现了固定的相差；跟踪频率斜升信号（即相位加速度信号）就出现了无限大的稳态相差，说明这是不能跟踪的。又如，理想二阶环，它能无误差地跟踪相位阶跃和相位斜升信号，但在跟踪相位加速度信号时就出现了一定的稳态相差。
 
（3）同一信号加入不同的锁相环路，其稳态相差是不同的。对于相位阶跃信号，各种环路都能无误差地跟踪。对于频率阶跃信号，一阶环及采用RC积分滤波器或采用无源比例积分滤波器的非理想二阶环，将有固定的稳定相差，而理想的二阶环和三阶环则能无误差地跟踪。对于频率斜升信号，一阶环以及采用RC积分滤波器或采用无源比例积分滤波器的非理想二阶环已无法跟踪，理想二阶环跟踪时有固定的稳态相差，理想三阶环则可无误差地跟踪。
 
8.2.2 环路的频率特性[2]
 
二阶锁相环路在同步状态下经线性化近似之后，作为一个二阶线性系统，不难求得它的频率响应。第6章以RLC电路为例，讨论了二阶线性系统的频率响应，以及各种典型二阶锁相环路的传输函数。显然，RLC电路频率响应是指它对输入电压ui(t)的频谱而言。然而，研究锁相环路的频率响应却不是研究它对输入电压频谱的响应，而是研究它对输入相位频谱的响应。
 
研究系统的频率响应，最简单的方法可以假设输入信号是一个单频的正弦信号，并以此分析输出信号的特征。对于锁相环路来讲，输入正弦相位信号是指输入信号的相位θ1(t)是受正弦调制的，可以是调频信号也可以是调相信号。以输入正弦信号为例，输入信号的瞬时电压可表示为
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式中，Ui是信号的电压幅度，ωo是信号的载波频率，Ω是调相的频率，mi是调相指数。
 
根据式（8-5）所表示的信号ui(t)，其频谱分量是很复杂的，可以表示为
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式中，J0(mi)是宗量为mi的第一类贝赛尔函数。虽然加在锁相环路上的是电压ui(t)，但环路本身是一个相位跟踪系统，对相位跟踪起作用的只是ui(t)的相位。以载波相位ωot为参考的输入瞬时相位是
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显然，它是一个频率为Ω的分量，也是θ1(t)的频谱。
 
比较电压ui(t)与相位θ1(t)的频谱可见，这两者是截然不同的。对于锁相环路来讲，频率响应H(jΩ)表明了在频率为Ω的正弦输入相位θ1(t)的作用之下，环路输出相位θ2(t)的幅度、相位与输入相位θ1(t)之间的关系。或者说，本节要讨论的锁相环路频率响应，是指环路对输入信号相位频谱（即θ1(t)的频谱）的响应，而不是指环路对输入信号电压频谱的响应。
 
接下来我们讨论经典的理想二阶环的频率响应。第6章已经得到了环路的系统函数，将式（6-40）中的s用jω代替，就可以得到环路频率响应
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据此，我们可以画出理想二阶环频率响应的伯德图（参见配套网络光盘中的Chapter_8\Pll_Two_Order_Bode.m程序），如图8-4所示。
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 图8-4　理想二阶环闭环频率响应伯德图
 

 
需要注意的是，图8-4中的横坐标x=ω/ωn，可以看出，理想二阶环的闭环频率响应为一个低通滤波器，当x＜1，即ω＜ωn时，对数振幅响应超过0 dB。阻尼系数越小，其峰值越高。所有曲线在x=[image: ]处相交于0 dB。当x＞[image: ]时，对数振幅响应急剧下降。下降的斜率随ξ的不同而不同，ξ越小，下降得越快。此低通滤波器的截止频率可根据式（8-8）求得。令
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可解出
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图8-5为阻尼系数与归一化频率之间的变化曲线（参见配套网络光盘中的Chapter_8\Es_Fc.m程序）。
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 图8-5　理想二阶环阻尼系数与归一化频率之间的关系曲线
 

 
按照同样的方法，我们可以求得理想二阶环误差频率响应函数
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据此，我们可以画出理想二阶环误差信号频率响应的伯德图（参见配套网络光盘中的Chapter_8\Phase_Error_Bode.m程序），如图8-6所示，从图中可以看出，误差信号的振幅响应具有高通特性。
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 图8-6　理想二阶环误差频率响应伯德图
 

 
读者可以采用相同的方法，绘制出其他类型的闭环频率响应及误差响应伯德图。无论何种类型的二阶环路，其闭环频率响应都具有低通性质，也就是说，只要输出信号的相位调制频率低于环路自然频率ωn（严格地说是截止频率），那么环路就可以很好地传递相位调制，压控振荡器的输出相位θ2(t)就可以很好地跟踪输入相位θ1(t)的变化，环路的误差相位θe(t)很小；而当相位调制频率远高于环路自然频率ωn时，那么环路不能传递相位调制，压控振荡器的输出相位θ2(t)就不再能跟踪输入相位θ1(t)的变化，此时，环路的误差相位θe(t)就几乎与输入相位一样变化。
 
8.2.3 调制跟踪与载波跟踪[4]
 
设环路输入信号为调角信号
 

 [image: ]

 
当环路处于线性跟踪状态时，
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式中，θo(t)为环路对θi(t)的响应。
 
若基带信号的最低、最高频率分别为ΩL、ΩH，则θi(t)的最低、最高频率也分别为ΩL、ΩH。
 
1. 载波跟踪
 
当ΩL＞ωc时，在θi(t)的频率范围内（即在基带信号的频率范围内）有
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此时环路输出相位θo(t)完全不跟踪θ1(t)，即
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环路能够跟踪输入信号的载波ωi而不能跟踪调制相位θi(t)，称此时环路工作在载波跟踪状态，或称这种环路为载波跟踪环。
 
2. 调制跟踪
 
当ΩH＜ωc时，在θi(t)的频率范围内（即在基带信号的频率范围内）有
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此时环路输出相位θo(t)可完全跟踪θi(t)，即
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此时环路既跟踪了输入信号的载波ωi，又跟踪了输入信号的调制相位θi(t)，称此时环路工作在调制跟踪状态，或称这种环路为调制跟踪环。
 
环路输入信号的跟踪状态是非常有用的，利用其跟踪状态的频率特性可以设计不同的锁相环应用电路[1,2,4,5]，如锁相调频、锁相鉴频、频率综合器等。
 
环路输入信号的载频ωi不可能是固定不变的，它会在一定范围内漂移。不管环路是工作在载波跟踪状态还是工作在调制跟踪状态，环路的输出信号载频能跟随ωi做相同的变化，即输出信号载频始终与输入信号载频相同（当然ωi的变化不能超过环路的同步范围）。利用环路的频率特性很容易对这个现象做出明确的解释。
 
设输入信号的载频为
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式中，ωio为输入信号载频的标称值，θ'i(t)为由于载频漂移而产生的附加相位调制。由于载频漂移是慢变化的，所以θ'i(t)也是慢变化量，它的频率成分是很低的，远小于环路的截止频率。所以，对于θ'i(t)来说，环路总是工作在调制跟踪状态。因而环路可以跟踪θ'i(t)，即输出信号的频率可以跟踪输入信号载波的漂移变化。
 
8.2.4 两种跟踪方式的SystemView仿真
 
锁相环路的很多应用都可以通过上述介绍的两种跟踪方式来解释。为更好地理解两种跟踪方式的特点，我们先介绍文献[2]最先给出的调制跟踪环设计实例，而后采用SystemView软件对其进行仿真测试。
 
例8-1：设计调制跟踪环参数
 
设计一个用作鉴频器的二阶调制跟踪环。信号载频fo=100 MHz，最大调制角频率Ωm=2π×3×103 rad/s，环路增益K=2π×104 rad/s，环路阻尼系数ξ=0.707。试计算环路滤波器参数。
 
在设计参数之前，先简单介绍一下锁相鉴频器的工作原理。当环路工作于调制跟踪状态时，VCO的输出信号uo(t)的相位可以跟踪环路输入信号ui(t)的相位。当ui(t)为调频信号时，uo(t)也为调频信号且其瞬时频率基本相同。因此，VCO的控制电压即为我们所需要的解调输出信号。由于环路的频率特性不够理想（理想状态下，数据频率段的幅度特性是平坦的，相位特性具有严格的线性特性），因此还应该对环路控制电压进行频率补偿。
 
接下来再设计实例中的参数。我们采用最经典的有源积分滤波器作为环路滤波器，环路的闭环响应低通特性的截止频率Ωc可根据式（8-13）计算。按调制跟踪环设计，令Ωc=Ωm，则环路自然振荡频率
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再根据式（6-39）可计算环路滤波器的时间常数
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选标称电容值C=0.22 μF，则
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取标称电阻值，R1=3.3 kΩ，R2=680 Ω。
 
例8-2：SystemView仿真环路性能
 
用SystemView仿真例8-1设计的二阶锁相环电路，通过调整输入调频信号的调制角频率参数，查看两种跟踪方式（调制跟踪及载波跟踪）情况下的环路性能。
 
理想二阶锁相环仿真电路模型如图8-7所示（Chapter_8\E8_2\Fm_Pll.svu）。其中，图符块0产生正弦波信号，作为调频输入信号；图符块1是一个调频模块，与图符块0一起产生锁相环的输入信号（调频信号）；图符块4为乘法器；图符块5为模拟低通滤波器，与图符块4一起组成正弦鉴相器；图符块7为有源积分滤波器（见图6-40）；图符块10为模拟低通滤波器，用于提取鉴频输出信号；图符块8为调频器，模拟VCO部件；其余图符块用于输入信号显示。各图符块参数设置如表8-3所示。
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 图8-7　理想二阶锁相环仿真电路模型
 

 
 
 表8-3　二阶锁相环SystemView模块参数表
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关于参数的几点说明如下。
 
（1）锁相环路的增益值。根据实例要求，环路增益为10 kHz，由前面章节讨论的二阶环路增益计算方法，设置输入信号幅值为1时，环路增益为VCO控制灵敏度的1/2，因此设置图符块8的Mod Gain为20 kHz/V。
 
（2）环路VCO固有振荡频率值（与输入信号载频相同）设置。实例要求该值为100 MHz，在计算环路滤波器参数时，环路参数与fo没有直接关系。为缩短仿真时间，我们降低其频率值，设置为100 kHz。这样，在不影响仿真结果的前提下可以提高仿真速度。
 
（3）鉴相滤波器带宽的设置。鉴相滤波器主要用于滤除输入输出信号相乘后产生的高频分量，高频分量为200 kHz左右，设置为50 kHz，可满足绝大部分滤波要求。
 
（4）解调输出滤波器带宽的设置。该滤波器用于提取解调出的鉴频信号，由于实例要求环路截止频率为3 kHz，在仿真测试时，其值不超过15 kHz，因此设置为20 kHz可满足仿真测试要求。
 
（5）输入调频信号的调制灵敏度设置。输入调制信号（图符块0）的幅度与调频器（图符块2）的调频灵敏度决定了输入信号的最大频偏值。按表8-3的设置，图符块0输出信号幅度为1，图符块2的调频灵敏度K2=1 kHz/V，则图符块2的输出信号（二阶锁相环的输入信号）的频率为99～101 kHz。实例8-1在计算环路滤波器参数时，并没有考虑这个参数（仅考虑了调制信号的最高频率），但这个参数对锁相环路会带来什么影响呢？我们可以先简单分析一下，而后通过仿真进行验证。如前所述，输入信号幅度及调频灵敏度决定了二阶锁相环输入信号的频率变化范围，当调制信号频率固定时，这个值同时也决定了环路输入信号的频率变化速度。当频率变化范围超出了锁相环捕获范围时，环路显然无法锁定。虽然理想二阶环的捕获范围理论上无穷大，但实际电路中只能做到有限范围。另一方面，输入信号频偏越大，锁相环路的捕获及锁定时间越长，当环路锁定的速度无法跟踪输入信号的频率变化速度时，环路也不能锁定。因此，锁相环路的输入信号频偏值不能过大。反之，如果输入信号的频偏过小，则锁相环路中的VCO（图符块8）的控制电压幅度也越小，则对其进行滤波输出的解调信号幅度也越小，不利于解调信号恢复（用数字电路实现时，相当于会降低有效数据位宽）。
 
设置好SystemView中各模块的参数后，运行仿真模型，图8-8为图符块0（上面部分波形）与解调输出信号（下面部分波形）的时域波形图。从图中可以看出，两个波形形状相同（频率相同），相位存在一定的延时。相位的延时相当于时间上滞后，幅度的差异可以通过乘以一个固定的增益进行补偿。也就是说，解调数据已恢复出了输入的调制数据，完成了数据解调。请读者注意，图中的两个波形不需要在相位上同步，只要能恢复出相同的数据即可，注意与载波同步的区别。
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 图8-8　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz）
 

 
我们再考察一下图8-8中两路波形的幅值关系：调制信号幅值为1 V，解调出的信号幅值为0.05 V，两者相差20倍。为什么会差这么多？调制信号为1 V，调频信号的灵敏度为1 kHz/V，则调制信号最大频偏为1 kHz。锁相环路中VCO的控制灵敏度为20 kHz/V，则控制信号（解调信号）幅度为0.05 V时，控制的频偏量正好为1 kHz。
 
根据以上的分析，为了使解调信号与调制信号的幅度相同，可以修改锁相环路中VCO（图符块8）的控制灵敏度，使其与调频器（图符块2）的灵敏度相同，为1 kHz/V，同时在环路中增加一级增益为20倍的环节（图符块13）。修改后的环路SystemView模型如图8-9所示（Chapter_8\E8_2\Fm_Pll_Gain.svu）。
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 图8-9　调整环路增益分配后的理想二阶锁相环仿真电路模型
 

 
重新运行仿真模型，得到图8-10所示的波形，从图中可以看出，解调信号的幅度与调制信号相同，均为1 V。
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 图8-10　调整环路增益分配后调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz）
 

 
除了通过查看对比调制信号与解调信号（VCO控制信号）外，我们还可以查看调频信号与VCO输出信号的波形。根据调制跟踪状态的分析结果，VCO输出信号的相位能够完全跟踪调频信号的相位，两者相位能够保持完全同步，也就是说两者的时域波形完全相同，频谱自然也完全相同。
 
图8-11为调频信号与VCO输出信号的频谱，从图中可以看出，两者频谱相同，均为调频信号频谱。
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 图8-11　调频信号与VCO输出信号频谱（调制信号频率=2 kHz）
 

 
根据对解调环路的分析，当锁相环路输入信号的调制度较大时，由于环路锁定时间的影响，环路将不能锁定。接下来我们通过修改图符块2的控制灵敏度（Mod Gain），查看不同调制度情况下环路工作情况。
 
图8-12～图8-15为控制灵敏度为2～5 kHz/V时，解调信号的时域波形。
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 图8-12　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz，Mod Gain=2 kHz）
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 图8-13　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz，Mod Gain=3 kHz）
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 图8-14　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz，Mod Gain=4 kHz）
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 图8-15　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=2 kHz，Mod Gain=5 kHz）
 

 
从图中可以看出，随着调频信号调制度的不断增加，解调波形出现越来越大的畸变，当调制度大于3 kHz时，锁相环路已不能够完成解调。仿真结果与前面的分析情况是一致的。
 
将图符块2的控制灵敏度仍然设置为1 kHz/V，修改调制信号（图符块0）的频率（Frequency）参数，查看调制跟踪与载波跟踪状态下的环路工作状态。
 
根据实例8-1的设计，当输入调制信号的频率大于3 kHz时，环路将工作于载波跟踪状态，在载波跟踪状态下，VCO输出信号不能跟踪输入调频信号的相位，但能跟踪输入调频信号中的载波。也就是说，在载波跟踪状态下，VCO输出的信号应该是单载波信号，而不再是调频信号。
 
接下来我们通过修改图符块0的信号频率（Frequency），查看不同频率的调制信号情况下环路工作情况。
 
图8-16、图8-17和图8-18为调制信号频率分别为3 kHz、5 kHz、10 kHz时，解调信号的时域波形。
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 图8-16　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=3 kHz，Mod Gain=1 kHz）
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 图8-17　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=5 kHz，Mod Gain=1 kHz）
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 图8-18　调制信号与解调信号时域波形（调制信号频率=10 kHz，Mod Gain=1 kHz）
 

 
从上图波形看，随着调制信号频率的逐渐增加，解调信号（VCO控制信号）的幅值逐渐减小。根据VCO控制灵敏度，显然这样小的电压信号无法使VCO输出的信号频率跟踪上输入信号，VCO输出信号的相位也就无法跟踪上输入信号。再回顾一下图8-4的伯德图，当调制频率大于环路闭环响应的截止频率（3 kHz）时，VCO输出信号相位的幅值快速衰减，相当于VCO的控制电压幅值快速衰减，与上图的仿真波形一致。
 
当调制信号频率大于环路闭环响应的截止频率时，环路处于载波跟踪状态，此时VCO输入信号虽然不能够跟踪调频信号的相位，但仍然可以跟踪调频信号中的载波相位。由于调频信号的载波是固定不变的，因此VCO输出信号的频率应该也是固定频率的信号，我们可以通过查看图符块3和图符块9的频谱来验证环路工作情况。
 
图8-19、图8-20和8-21为调制信号频率分别为3 kHz、5 kHz、10 kHz时，调频信号和解调信号的频谱对比图。
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 图8-19　调制信号与解调信号频谱（调制信号频率=3 kHz，Mod Gain=1 kHz）
 

 
 
 [image: ] 
 图8-20　调制信号与解调信号频谱（调制信号频率=5 kHz，Mod Gain=1 kHz）
 

 
 
 [image: ] 
 图8-21　调制信号与解调信号频谱（调制信号频率=10 kHz，Mod Gain=1 kHz）
 

 
从图中也可以看出，随着调制信号频率的增加，VCO输出信号的频谱愈加呈现出单载频状态。
8.3 噪声性能[4]
 
环路无论工作在哪种应用场合，都不可避免地要受到噪声与干扰的作用。噪声与干扰的作用必然会增加环路的捕获困难，降低跟踪性能，使环路输出相位产生随机抖动。若环路用作频率合成信号源，则输出频谱不纯，短期频率稳定度差；若环路用作调制解调器，则输出信噪比下降，较强的干扰与噪声还会使环路发生跳周与失锁的概率加大，以至于出现门限效应。因此，分析噪声与干扰对环路性能的影响是完全必要的，它对工程上进行环路的优化设计与性能估算是不可缺少的。
 
严格分析各种噪声对环路的影响十分困难，甚至无法实现。但应用于不同场合的锁相环，各种噪声的强度是不一样的。例如，在锁相频率合成器中，环路输入信号由高稳定的晶体振荡器提供，环路输入端的噪声很小，起主要作用的是环路内部噪声。在锁相接收机中，输入信噪比很低，环路外部噪声是主要噪声，内部噪声往往可以忽略。另外，当有多个噪声同时作用于环路时，它们彼此也往往是独立的。这些因素为人们作近似分析提供了条件。本节主要分析锁相环对加性白噪声的响应，得出环路噪声带宽、环路信噪比、环路失锁门限等重要概念和计算公式。
 
8.3.1 噪声情况下的环路模型
 
仅考虑输入噪声ni(t)作用时，锁相接收机的原理框图如图8-22所示，图中BPF为带通滤波器，其带宽等于输入信号ui(t)的带宽Bi（单位为Hz）。
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 图8-22　锁相接收机原理框图
 

 
式中，ni(t)为加性白噪声，其单边功率谱密度为n0（单位为W/Hz）。当Bi≤ωi/2π时，通过带通滤波器后，ni(t)变为一个窄带加性白噪声。
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式中，nc(t)、ns(t)分别为n(t)的同相分量和正交分量，它们互相独立，均值为0，方差为n0Bi。这样，就可以将图8-22等效为图8-23所示的含有输入窄带白噪声的环路原理框图。
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 图8-23　输入窄带白噪声的环路原理框图
 

 
在噪声作用下，环路捕获过程的分析更加困难，我们假设环路已完成了捕获过程，到达跟踪状态，VCO输出信号uo(t)的载频等于ωi，即
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若环路为消除固有频差所产生的相位误差可忽略不计，则式中θo(t)为环路对调制相位θi(t)及噪声n(t)的响应。
 
PD为模拟乘法器，相乘系数为Km，其内部附加的低通滤波器可滤除和频成分，将式（8-23）和式（8-24）相加后再与式（8-25）相乘，可得误差电压
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式中，误差电压振幅为
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根据式（8-27），再考虑LF及VCO的数学模型，可得有输入白噪声环路的相位模型，如图8-24所示。
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 图8-24　输入白噪声时环路的相位模型
 

 
与无噪声时环路相位模型比较，有输入白噪声的环路相位模型中，在鉴相器输出端增加了一个相加项N(t)。N(t)也是一个随机过程，其统计特性与nc(t)、ns(t)及θo(t)有关。由图8-24可得环路的动态方程
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这是一个非线性随机微分方程，目前只能对一阶环精确求解。工程上常用线性近似方法求解，即当环路的相位差较小时，将非线性鉴相特性线性化，得到一个有噪线性系统。对此系统求解，可得到一些重要的结论，如噪声带宽、环路信噪比等。
 
图8-25（b）中，θni(t)称为等效输入相位噪声。
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线性系统满足叠加原理，设信号θi(t)和噪声θni(t)在输出端的响应分别为θso(t)和θno(t)，则
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 图8-25　输入白噪声时环路的线性化相位模型
 

 
我们已经分析过环路对θi(t)的响应，此处只需分析环路对噪声的响应。这时，可令θi(t)，得到系统对输入噪声响应的相位模型。当θi(t)=0时，由式（8-27）和式（8-30）得
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可见，θni(t)是θno(t)的函数。我们的目的是求环路对θni(t)的响应θno(t)，但θni(t)又是θno(t)的函数，这使问题变得很复杂。不过通常环路带宽比环路前置滤波器带宽Bi窄很多。nc(t)和ns(t)都是最高频率为Bi/2的低频信号，因而θni(t)的最高频率也是Bi/2，它的高频成分无法通过环路。这样，相对于θni(t)，θno(t)为一个慢变化量，并可近似认为两者相互独立。在这一条件下，可求得n'(t)的统计特性，即
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因为n'(t)与nc(t)具有相同的自相关函数，故它的功率谱密度为
 

 [image: ]

 
根据式（8-30）可得θni(t)的功率谱密度
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知道θni(t)的统计特性后，就可以根据噪声通过线性系统的分析方法求得θno(t)的统计特性，进而分析环路对输入白噪声的过滤能力。
 
8.3.2 输出相位噪声方差
 
环路输出相位噪声θno(t)的方差[image: ]是衡量环路对输入噪声滤除能力的重要指标。为求[image: ]，必须先求得θno(t)的功率谱密度So(f)。
 
由统计信号分析理论可知，线性系统输出噪声功率谱密度等于其输入功率谱密度乘以系统的功率传递函数。据此，只需求出由θni(t)到θno(t)的功率传递函数，就可求得So(f)。
 
So(f)=Si(f)｜H(j2πf)｜2
 
将上式代入式（8-35），得
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式中，｜H(j2πf)｜为环路的闭环频率特性。
 
输出相位方差
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上式考虑了环路闭环响应呈低通特性，且通常环路截止频率远小于Bi/2，因此上式的积分上限可以扩大至无穷大。令
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为环路单边噪声带宽，简称环路噪声带宽，则有
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环路输入相位噪声θni(t)的方差为
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比较式（8-39）和式（8-40）可得
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由上述分析可知，环路噪声带宽越小，环路输入噪声在输出端响应的方差越小，即环路对输入噪声的滤除能力越强。所以BL是说明环路滤除能力的一个重要参数，下面对其进行讨论。
 
8.3.3 环路噪声带宽
 
环路噪声带宽的物理意义可用下面的方式说明。功率谱密度Si(f)为常数的等效输入相位噪声经功率响应为｜H(j2πf)｜2的环路过滤后，其输出相位噪声功率与Si(f)通过一个宽度为BL、功率响应为｜H(j2πf)｜2=1的矩形滤波器等效，即
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也就是说，采用不同滤波器的环路，具有不同的BL，且BL可以通过式（8-42）所表示的定积分进行计算。表8-4为几种锁相环路的噪声带宽公式。
 
 
 表8-4　环路噪声带宽
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由表可知：
 
（1）一阶环的BL与环路增益K成正比。这种环路滤除输入噪声，与减小跟踪频率阶跃信号的稳态误差，对环路增益的要求是矛盾的，前者要求减小K，后者要求增大K。
 
（2）理想二阶环的BL与环路增益K无关，与环路自然谐振频率ωn成正比。因此，为滤除输入噪声应尽量减小ωn。但为了减小环路跟踪频率斜升信号的稳态误差，应尽量增大ωn。为解决这一矛盾，可采用理想三阶环。有兴趣的读者可以参考其他资料了解三阶环的工作原理。
 
（3）理想二阶环的BL与阻尼系数ξ的关系不是直线关系，其关系曲线如图8-26所示。由图可见，在白噪声的作用下，理想二阶环的BL有一最小值BLmin=0.5ωn，此时ξ=0.5。因此，从抑制噪声的角度来说，选择ξ=0.5最佳。但考虑到暂态响应不宜太长，取ξ=0.707，此时BL=0.53ωn，与最小值也差不多。由图可见，在0.25＜ξ＜1的范围内，BL不会超过其最小值的25％，通常这也是ξ可供选择的范围。
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 图8-26　理想二阶环的环路带宽与阻尼系数关系曲线
 

 
BL的单位为Hz，ωn的单位是rad/s。K的单位为rad/s。当VCO的控制灵敏度以Hz/V为单位给出时，必须乘以2π后才能代入公式。
 
8.3.4 环路信噪比
 
环路输入信噪比定义为环路输入信号功率与噪声功率之比，即
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输入信噪比还常用ρi表示。根据式（8-40），可得环路的线性化条件满足时，[image: ]的关系为
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环路信噪比[image: ]或ρL，定义为环路输入端的信号功率[image: ]/2与通过噪声带宽为BL的噪声功率noBL之比，即
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再根据式（8-39），可得
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比较式（8-45）和式（8-39），可得
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上式说明，环路信噪比也可用来说明环路对输入噪声的滤除能力，环路信噪比越大，环路对输入噪声的滤除能力越强。从定义上看，环路信噪比是无法用仪器在环路任何一点测量到的，但环路输入信噪比则不然。由于输入的是加性白噪声，去掉信号时就可用仪器测得其功率，所以环路输入信噪比可以在环路输入端测量到。
 
当输出相位噪声θno(t)比较小时，根据式（8-25）和式（8-31），输出信号可表示为
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这样，就在环路的输出端得到一个独立的信号和一个独立的噪声。信号是一个振幅恒定的调角信号，但噪声则是一个振幅作随机变化的正弦型噪声。信号功率为[image: ]，正弦型噪声的功率为[image: ]。因此，环路输出信噪比为
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比较式（8-49）和式（8-46）可知，环路输出信噪比与环路信噪比是一样的。但此结论是有前提条件的，即环路输出相位噪声比较小。当此条件不满足时，仍可用式（8-45）求环路信噪比，此时由于θno(t)比较大，无法对uo(t)做上述近似分析，也就无法得出上述结论。
 
由上面分析可知，当BL＜＜Bi时，环路输出信噪比远远大于其输入信噪比，这就是环路对输入白噪声的窄带滤波作用。
 
前面分析噪声条件下的环路性能，仍然假设环路处于跟踪状态，此时环路可近似成线性系统进行分析。当进入环路的噪声逐步增强时，由于环路的非线性作用，环路会出现门限效应和跳周现象，甚至根本不能进入锁定状态。
 
任何非线性系统都存在门限效应。门限的选取是人为的，它主要取决于系统所完成的任务。在锁相环中，通常将ρL=6 dB（[image: ]=0.25 rad2）作为环路失锁门限。环路失锁门限的含义为：要使环路能够正常工作，环路信噪比必须大于门限信噪比。当环路信噪比小于门限信噪比时，相位误差将急剧增加，环路不能正常工作。
 
必须强调指出，上述结论是假设θi(t)=0的前提下得到的，这时[image: ]。在实际工程中，这一条件不一定能满足，必须根据实际情况具体分析。通常来讲，当ui(t)为固定频率信号时，失锁门限为6 dB；当ui(t)为调角信号，且环路工作在调制跟踪状态，失锁门限仍为6 dB；当ui(t)为调角信号，且环路工作在载波跟踪状态时，失锁门限大于6 dB，有时甚至远大于6 dB。
8.4 理想二阶环设计公式
 
经过本章对锁相环路的讨论，尤其环路噪声性能的讨论，环路设计参数的公式已基本讨论完毕。在通信系统中，克服系统噪声是无法避免的问题，也是通信系统设计的难点和重点。因此，大多数锁相环路均会依据噪声性能对环路各参数进行设计。为便于理解，下面我们对最常用的理想二阶环路的相关参数设计公式统一列表介绍，方便大家设计时参考，如表8-5所示。
 
 
 表8-5　理想二阶锁相环路参数设计公式表
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8.5 小结——兴趣是最好的老师
 
伟大的科学家爱因斯坦说过：“兴趣是最好的老师。”这就是说，一个人一旦对某事物有了浓厚的兴趣，就会主动去求知、去探索、去实践，并在求知、探索、实践中产生愉快的情绪和体验，所以古今中外的教育家无不重视兴趣在智力开发中的作用。
 
由于有世界级大师的这样一句话，我们从小就能听到据此编撰出来很多的故事，例如：
 
说的是从前有一个木匠，拥有一流的手艺，他做出来的家具不但好看而且耐用。到了木匠年老的时候，他开始苦恼了。他有两个儿子，他很想把自己的精湛手艺，传给其中一个儿子，可这两个儿子对他的手艺都不感兴趣，木匠一气之下让他们哥俩都学木匠活，无奈这哥俩根本不认真学，做出来的家具歪歪扭扭，不成样子。
 
于是木匠整天唉声叹气，逢人就说自己生了两个不孝的儿子，一点不体谅做父亲的心，都不肯好好学他的手艺。有一天，寺庙的住持请他去做一些桌椅板凳。做完后住持请他喝茶，他便唠唠叨叨地和主持说起了这事。
 
住持不紧不慢地问他，你喜欢喝茶还是喝白开水？
 
木匠说：当然是喝茶了，白开水有什么味道？
 
这时住持一扬手把木匠杯子里的茶倒在了地上，并且给他倒了一杯白开水。
 
木匠不悦地说：大师这是为何，明知道我不喜欢喝白开水的？
 
住持笑着说：施主既然知道白水不好喝，那为什么还要去勉强别人去做自己不喜欢的事呢？
 
木匠低下头说：可是这样我的手艺不就失传了吗？
 
这时住持叫住了一个庙祝问他：这里有茶和白开水你喜欢喝那个？
 
庙祝说：我喜欢喝白开水，因为白开水比较解渴。
 
木匠还是不明白主持是什么意思,不解地问：大师？您……
 
住持于是又笑着道：何不把你的手艺传给喜欢做木匠活的人呢？
 
木匠听后恍然大悟，于是到了这个时候，他才懂得了兴趣的真正意义。就像我在前面说的那样，尽管他的技术再高明，也架不住他的儿子对于他的木匠手艺没兴趣。茶水虽然香味醇厚，但是它解不了渴，就像那个庙祝说的那样。
 
随着时间的流逝，年龄的增长，感觉到事情并没有如此简单。做成一件事，取得一些成绩，光有兴趣显然是远远不够的。还需要什么呢？下面是我在网上阅读到的另一篇文章的部分内容：
 
……
 
过去我们一度信仰的“兴趣是孩子最好的老师”，也许是时候加些条件了。兴趣是起点，带领我们进入一扇门，但如果我们在通往风景的荒芜道路上轻易放弃，那就永远也无法领略到最后的美景了。有毅力，兴趣其实是可以建立的。而没有毅力，就算孩子开始有兴趣，遇到困难后也会失掉兴趣。我更加倾向于后一点，光有兴趣还不够，毅力才是把兴趣坚持下去的唯一方法。
 
……
 
今年曾参加一个母校北京大学奖学金的颁奖仪式，之后和获奖的本科学生座谈。这些孩子们是最高学府选拔出来的获奖生，可以说是优中之优，但是他们依然要面临许多挑战。作为曾经的科学家，我给他们的一个最重要的建议是：兴趣固然重要，但是比兴趣更重要的，是“坚持”。比如大一时，突然要适应最高学府的高水平学习还有智力竞争，知识量是如此之大，难度是如此之高，曾经热爱的学科可能也会变得不再那么“楚楚动人”了。这完全是正常的。在真正投身科研之前，许多知识就像散落的珠子，没有连成一串项链，看不出它们未来的用途，不能完全欣赏到它们的美。这个时候，学习可能不免会显得枯燥乏味，所以“坚持”特别重要。坚持度过“山重水复疑无路”的阶段，就会“柳暗花明又一村”。
 
现在大家都痛恨中国的应试教育，很多家长们想把孩子送到世界先进国家，比如美国，去学习。的确美国教育有先进的一面，但是美国就培养出很多具有毅力的人才了吗？也没有。如果你真的了解美国的教育，你会知道：相对于中国，美国给予天才孩子们更好的环境，但是普通孩子呢，没有开发出潜力的孩子一大把。事实上，美国的教育界最近在反思，毅力这个词突然成了久违的时髦词。近年来美国甚至还有一个获奖的教育学研究——一位教育学专家的研究小组调查了很多企业高管,发现他们最关键的成功秘诀——既不是高智商，也不是高情商，而是“毅力”！我说这个发现真是毫无新意。没有毅力，当然什么都是空的。
第9章
锁相环解调PSK信号的FPGA实现
 
■ PSK调制解调原理
 
■ 锁相环路解调参数设计
 
■ 锁相解调环的Verilog设计
 
■ 锁相解调环的仿真测试
 
■ 小结——渔王的儿子
 
经过本书前面章节的讨论，我们对锁相环的理论知识、仿真、设计及FPGA实现都有了比较充分的认识。在无线通信技术中，在接收端获取相干载波是锁相环最为典型的应用之一。本章以锁相环解调PSK调制信号为例，应用前面章节讨论得出的结论，完整地给出锁相环的参数设计、仿真测试，以及FPGA实现过程。
9.1 PSK调制解调原理
 
9.1.1 PSK调制原理及信号特征
 
相移键控（Phase Shift Keying，PSK）是通过改变载波信号的相位值来表示数字信号1和0的调制方法。如果用相位的绝对值表示数字信号1和0，则称为绝对调相。如果用相对偏移值表示数字信号1和0，则成为相对调相或差分调相（Differential Phase Shift Keying，DPSK）。DPSK是为了克服PSK系统相位模糊问题而产生的一种调制手段。由于PSK系统是用载波的绝对相位来判断调制数据的，在信号传输过程及解调过程中，容易出现相位翻转，则在解调端无法准确判断原始数据（比如2-PSK系统中，调制数据的0°相位代表数据0，180°相位代表数据1，在解调端发生相位翻转时将导致数据错误）。DPSK是根据前后数据之间的相位差来判断数据信息，即使在接收解调端发生相位翻转，由于数据之间的相对相位差不会发生改变，因此可以有效解决相位翻转带来的问题。与PSK系统相比，DPSK只需在发送端将原始绝对码转换成相对码，在解调端再将相对码转换成绝对码即可。
 
设输入调制器的二进制比特流为｛bn｝，n∈(-∞,∞)，2-PSK的输出信号形式为
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由式（9-1）可以看出，可以将输入信号看成幅度为±1的方波信号，调制过程即为原始信号与载波信号直接相乘的结果。图9-1为DPSK的调制过程波形图。其中，clk为原始数据时钟，s为绝对码，ds为相对码，ms为已调信号。
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 图9-1　DPSK调制信号波形
 

 
图9-1表示的是DPSK的时域波形图，信号的频谱特性往往更能体现无线信号的特征。信号带宽是其中最为重要的一个频谱特性。信号的带宽有多种定义，一个常用的定义为：信号能量或功率的主要部分集中的频率范围。信号的绝对带宽定义为信号的非零值功率在频域上占的范围。常用的带宽度量方法是使用3 dB带宽（也称为半功率带宽）来刻画频谱的分散程度。3 dB带宽定义为比峰值低3 dB的频率范围。此外，频谱主瓣宽度的概念使用也很频繁，即零点带宽。
 
在DPSK调制系统中，由于原始信号的带宽无限大，但90％的能量均集中在主瓣带宽内，因此，为提高发射端的功率利用率，降低噪声的影响，通常需要在调制之前对原始基带信号进行成形滤波，在消除码间干扰的同时滤除主瓣外的噪声。根据奈奎斯特第一准则的原理，如果信号经传输后整个波形发生了变化，但只要其特征点的抽样值保持不变，那么用再次抽样的方法，仍然可以准确无误地恢复出原始数据。满足奈奎斯特第一准则的滤波器有很多种，无线通信中应用最为广泛的是幅频响应具有奇对称升余弦形状过渡带的一类滤波器，通常也叫做升余弦滚降滤波器。升余弦滤波器本身是一种有限脉冲响应滤波器，其传递函数的表达式为
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式中，a为大于0小于等于1的滚降因子。当a=0时，滤波器的带宽为Rs/2，称为奈奎斯特带宽；a=0.5时，滤波器的截止频率为(1+a)Rs/2=0.75Rs；a=1时，滤波器的截止频率为(1+a)Rs/2=Rs。
 
9.1.2 PSK信号的MATLAB仿真
 
本章主要讨论PSK解调系统的FPGA设计及实现，最终需要在FPGA平台上实现对中频采样PSK数字信号的解调。为测试工程实例最终实现后的性能，需要利用MATLAB仿真出输入FPGA芯片的数字信号。目前的数字接收机大多是在中频进行A/D采样，而后全部进行数字化处理，因此，需要仿真出中频采样后的PSK已调信号。在编写仿真程序之前，需要先了解信号的调制及传输模型。
 
1. PSK信号调制及传输模型
 
根据DPSK信号的调制原理，需要先将原始二进制数据转换成相对二进制数据，为提高发射端的功率利用率，降低噪声的影响，需要对相对数据进行成形滤波，滤波后的数据通过相乘器与载波信号相乘完成调制过程。载波频率一般比较高，以利于无线传输。在接收端则需要通过下变频器，将射频信号变换成标准的70 MHz中频信号，最后进行A/D采样转换成数字信号，送FPGA处理。
 
众所周知，信号的调制、下变频运算，其实是一个简单的频谱搬移过程，调制信号的频谱形状并不发生任何变化。需要注意的是，A/D采样过程也是对被采样信号的频谱搬移过程。对中频信号的直接采样，涉及三个问题：采样的频率、采样位数，以及采样后频谱搬移的情况。
 
根据带通信号采样定理，采样速率并不需要一定大于信号最高频率的两倍，用较低的采样速率也可以正确地反映带通信号的特性。对于某带通信号，假设其中心频率为f0，上下边带的截止频率分别为fh=f0+B/2，f1=f0-B/2，B为所需处理的信号带宽（注意与3 dB带宽相区别）。对其进行均匀采样，满足采样值不失真地重建信号的充要条件为[30]
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式中，[f1/B]表示不大于f1/B的最大整数。
 
根据DPSK解调原理，在中频对已调信号进行采样后，仍需要进一步对信号进行下变频，实现信号的零频搬移。最简单的方法是产生与载波（中频）频率相同的本地载波，根据直接数字频率合成（Direct Digital Synthesizer，DDS）的原理，产生70 MHz的标准中频载波，至少需要140 MHz的参考时钟。这将大大增加系统设计的难度，而利用A/D信号的镜像频谱实现零频搬移，可以有效克服DDS实现过程中所需参考时钟频率过高的问题。根据信号采样理论，A/D采样的同时也实现了信号频谱的kfs搬移。这样，则可以利用最靠近零频的镜像频谱实现零中频搬移，从而有效简化本地NCO的设计。
 
一般说来，A/D转换器的位数越高越好，这是因为A/D转换器的动态范围指标主要取决于转换位数，且位数越多，其动态性能越好。但同时也需要注意的是，A/D转换的位数越多，后续数字信号处理的复杂度也越大，所需硬件资源也会成倍增加。考虑到系统性能及实现的复杂度，对于PSK系统，工程上一般取5～8位二进制补码数据即能满足要求[15]。
 
2. PSK信号的MATLAB仿真
 
例9-1 MATLAB仿真DPSK调制信号
 
在DPSK调制系统中，原始数据码率Rs为4 MHz，发射端成形滤波器系数a=0.8。接收端中频为70 MHz，中频采样位数为8位，设计采样频率，用MATLAB仿真产生中频采样后形成的DPSK信号。
 
由于需要仿真中频采样的DPSK信号，首先需要确定A/D转换的频率。根据前述成形滤波器的频谱特性可知，当a=0.8时，滤波器截止频率为0.9Rs=3.6 MHz。考虑到中频接收端进行A/D采样前需要增加一级抗混叠滤波器，抗混叠滤波器必须有一个过渡带。其通带即为成形滤波器的截止频率，设置过渡带为1.6 MHz，则信号处理带宽范围为（64.8～75.2 MHz）。根据式（9-2）式容易得出，满足无失真重建信号的采样频率（单位为MHz）为
 
(25.0667, 25.92)∪(30.08, 32.4)∪(37.6, 43.2)∪(50.1333, 64.8)∪(75.2, 129.6)∪(150.4, inf)
 
一般选取码元速率整数倍频率作为采样频率，本实例选择采样频率fs=32 MHz。再根据A/D转换对信号频谱的搬移情况，容易得出最靠近零频的中心频率为6 MHz。有了以上的数据分析后，就可以编写程序产生70 MHz中频采样的DPSK仿真信号了。
 
下面直接给出程序文件DPSKSignalProduce.m的部分清单（图9-2为程序运行产生的信号频谱及滤波器特性）。
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 图9-2　中频采样DPSK调制信号及滤波器的幅频响应
 

 
% DPSKSignalProduce.m程序清单

ps=4*10^6;  %码速率为4 MHz

fs=32*10^6;  %采样速率为32 MHz

fc=70*10^6;  %载波频率为70 MHz



N=16000;    %仿真数据的长度

t=0:1/fs:(N*fs/ps-1)/fs;

%产生随机数据作为原始数据,并将绝对码变换为相对码

s=randn(1,N)>0;

ds=ones(1,N);

for i=2:N

    if s(i)==0

        ds(i)=ds(i-1);

    else

        ds(i)=-ds(i-1);

    end

end



%进行升余弦滤波,且滤波后进行fs频率采样

rcos=rcosflt(ds,ps,fs,'fir',0.8);

rcosf=rcos(1:length(t));

%产生70 MHz的载频信号

f0=cos(2*pi*fc*t);

%产生DPSK已调信号

dpsk=sqrt(2)*rcosf'.*f0;

%仿真产生中频抗混叠滤波器，带外抑制约为38 dB，处理带为6-3.6M～6+3.6M

fd=[800000 2400000 9600000 11200000];    %过渡带

mag=[0 1 0];                %窗函数的理想滤波器幅度

dev=[0.05 0.015 0.05];        %纹波

[n,wn,beta,ftype]=kaiserord(fd,mag,dev,fs)   %获取凯塞窗参数

b=fir1(n,wn,ftype,kaiser(n+1,beta));

f_s=filter(b,1,dpsk);          %中频滤波器滤波



%绘制信号及滤波器幅频响应

m_dpsk=20*log10(abs(fft(f_s,1024)));m_dpsk=m_dpsk-max(m_dpsk);

m_rcos=20*log10(abs(fft(rcosine(ps,fs,'fir',0.8),1024)));m_rcos=m_rcos-max(m_rcos);

m_kaiser=20*log10(abs(fft(b,1024)));

%设置幅频响应的横坐标单位为Hz

x_f=[0:(fs/length(m_kaiser)):fs/2];

%只显示正频率部分的幅频响应

m1=m_kaiser(1:length(x_f));m2=m_dpsk(1:length(x_f));

m3=m_rcos(1:length(x_f));

%绘制幅频响应曲线

plot(x_f,m1,'-.',x_f,m2,'-',x_f,m3,'--');

legend('中频滤波器','中频采样的DPSK信号','升余弦滤波器');

xlabel('频率(Hz)');ylabel('幅度(dB)');grid on;



%8比特量化中频采样仿真数据，并写入外部文本文件中

Q=8;

f_s=f_s/max(abs(f_s));%归一化处理

Q_s=round(f_s*(2^(Q-1)-1));

fid=fopen('D:\PllPrograms\Chapter_9\dpsk_data.txt','w');

for i=1:length(Q_s)

    B_s=dec2bin(Q_s(i)+(Q_s(i)<0)*2^Q,Q);

    for j=1:Q

       if B_s(j)=='1'

           tb=1;

       else

           tb=0;

       end

       fprintf(fid,'%d',tb);

    end

    fprintf(fid,'\r\n');

end

fprintf(fid,';');

fclose(fid);
 
9.1.3 锁相环解调PSK原理
 
DPSK解调技术实际上就是两个锁相环路的实现：载波同步环及位同步环。其中载波同步环用于在接收端恢复出与发射端同频同相的载波信号，以便实现接收端的相干解调；位同步环则用于在接收端恢复出与发射码率相同的位同步时钟信号，以确保每个数据位只采样一次，且在眼图张开最大处采样，以保证采样时的信噪比最高。其总体原理框图如图9-3所示。本章仅讨论采用锁相环提取载波同步的电路设计，有兴趣的读者可参考文献[8]，了解位同步环及码型转换电路的FPGA实现。
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 图9-3　DPSK解调总体原理图
 

 
目前的载波恢复电路有多种，其中最常用的有平方环、Costas环（同相-正交环）、判决反馈环及通用载波恢复环等，这些解调环本质上都是锁相环电路。J. P. Costas在1956年首先提出采用同相-正交环来恢复载波信号，随后Riter证明跟踪低信噪比的抑制载波信号的最佳装置是Costas环及平方环。传统的模拟Costas环因存在同相支路与正交支路的不平衡性从而使环路的性能受到一定的影响，且模拟电路还存在直流零点漂移、难以调试等缺点，而采用全数字的实现方式则可有效地避免这些问题。
 
Costas环的组成原理如图9-4所示，主要由VCO（数字实现时为DDS或NCO）、低通滤波器（LPF）、鉴相器（PD）及环路滤波器（LF）组成。
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 图9-4　Costas环组成原理图
 

 
设输入PSK调制信号为
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式中，M(t)为数据调制信号；ωc(t)为输入载波角频率。本地VCO的同相与正交支路乘法器输出分别为
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式中，Δϕ为输入信号和本地VCO信号的瞬时相位差，则同相、正交支路乘法器输出分别为
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式中，Kp1、Kp2为相乘器的系数，经过低通滤波后可得到
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式中，Kl1、Kl2为低通滤波器系数，经滤波后的同相、正交支路经过相乘鉴相并经环路滤波后，可得
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式中，Kp为鉴相增益。
 
式（9-8）表明，VCO/DDS的输入是受Δϕ控制的，环路滤波器输出为跟踪提供了所需的误差控制电压。
9.2 锁相环路解调参数设计
 
9.2.1 总体性能参数设计
 
例9-2 PSK解调电路总体参数设计
 
要设计环路参数，首先要明确电路的基本设计需求。对于我们要设计的电路来讲，基本要求是对例9-1产生的PSK调制信号完成解调，且要求在输入信噪比大于10 dB的情况下能够正常锁定。根据前面章节的分析，理想二阶环路具有优良的性能，因此PSK解调环路使用理想二阶锁相环电路。
 
根据7.4.3节的讨论，数字锁相环路参数的设计，关键在于设计环路滤波器的系数C1、C2，由于环路阻尼系数ξ在工程上一般取固定的值ξ=0.707，因此设计C1、C2的关键在于确定环路固有振荡频率ωn。由本书8.4节中的表8-5也可以看出，环路的主要性能都可由ωn直接计算。
 
1. 根据环路跟踪状态计算ωn范围
 
根据8.2节的讨论，锁相环路有两种跟踪状态：调制跟踪状态及载波跟踪状态。环路的跟踪状态由环路闭环响应的截止频率ωc和输入调角信号中的相位信号频率范围确定，当输入调角信号时，相位信号的最低频率高于ωc时，环路工作在载波跟踪状态；当相位信号的最高频率低于ωc时，环路工作在调制工作状态。
 
对于PSK解调电路来讲，由于要提取出输入信号中的载波信号，因此要求环路工作在载波状态，使得本地NCO输出的信号能够跟踪输入信号中载波信号的相位，从而实现相干解调。在本实例的PSK信号中，对载波的相位调制信号是码率为4 Mbps的基带信号，经成形滤波后（a=0.8），最高频率为3.6 MHz，最低频率为直流信号成分。要实现理想状态下的载波跟踪，需要ωc小于直流频率，这显然是不可能的。如果ωc大于3.6 MHz，则环路将完全工作在调制跟踪状态，无法实现相干解调。
 
因此，要使锁相环路正确地实现对PSK信号的相干解调，ωc需远远小于3.6 MHz。由表8-5可知
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可求得ωn的基本范围为
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2. 根据环路失锁门限计算范围
 
根据8.3.4节的讨论，当输入信号为固定频率信号时，理想二阶环路的失锁门限通常设定为[image: ]，如果为调角信号输入，通常要提高门限值，本电路输入为PSK调制信号，我们设置失锁门限为[image: ]。
 
由于PSK原始调制信号经成形滤波后，最高频率变为3.6 MHz，因此输入信号的中频带宽Bi=7.2 MHz。根据表8-5中的环路噪声带宽公式可求得环路带宽
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再根据表8-5中的环路自然谐振频率公式可求得环路自然谐振频率的范围为
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需要说明的是，上式中，BL的单位为Hz，计算出的ωn的单位为rad/s。
 
3. 根据环路快捕带或快捕时间确定ωn
 
对于理想二阶锁相环来讲，理论上其捕获带无限大，但在工程应用中，通常将环路的快捕带ΔωL作为主要设计参数。这是由于在快捕带外，环路的捕获时间较长，当输入信号动态范围较大，或环路失锁后，环路重捕困难，应用范围较窄。
 
根据表8-5中的快捕带及快捕时间计算公式，快捕带ΔωL与ωn成正比，快捕时间TLmax与ωn成反比。显然，快捕带越大，快捕时间越短，环路适应能力越强，性能越好。但根据前面的讨论，要提高PSK解调环路的性能，需要减小ωn。因此，ωn的取值必须兼顾快捕性能及跟踪性能。
 
根据式（9-10），要求ωn＜＜11 Mrad/s，一般来讲至少取最大值的1/10，即要求ωn＜1.1 Mrad/s，显然这个值也满足式（9-12）。
 
经过前面的讨论，同时考虑一定的余量，取ωn=0.5 Mrad/s，根据理想二阶锁相环的捕获带估计公式，可得环路的快捕带
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4. 根据环路滤波器系数计算公式，计算环路滤波器系数C1、C2
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式中，T=1/fs是输入锁相环路数据的采样周期。
 
根据7.4.3节的讨论，环路的相位增益值Kz通常设计成接近于1的值。因此，接下来的关键问题就是如何设计Kz，使其约等于1。由于Kz的值由锁相环路中各单元电路的增益乘积构成，因此我们必须详细设计锁相环路的各单元电路。
 
根据7.3.2的讨论，Kz=KdK'0，其中K'0为NCO的相位控制增益，由NCO的相位累加字位宽、频率字更新周期和驱动时钟频率确定；Kd为锁相环路除NCO外的电路单元级联贡献的增益，我们把它称为环路的线性控制增益，本质上是输入到NCO的最大电压值。理清了这几个概念之后，接下来开始设计锁相环路中的各单元电路。
 
9.2.2 下变频乘法器设计
 
根据图9-4的结构，Costas环中的DDS（FPGA设计时，采用NCO核实现）、乘法器、低通滤波器共同完成了一个数字下变频功能，即将采样后的中频信号下变频至零中频信号。这一节我们先对乘法器进行设计。
 
根据设计需求，输入的数据为8比特位宽，速率为32 MHz的采样信号。一般来讲，我们将NCO输出的载波信号位宽设置成6～12比特。根据4.1.2的讨论，NCO输出位宽越大，乘法输出取全精度运算，可以获得更大的乘法增益。
 
本实例中我们取NCO输出位宽为10比特（Quartus中NCO核输出的最小位宽为10比特），且考虑乘法输入数据的范围（参见4.1.2节的分析），设置乘法输出为全精度运算，输出数据位宽为18比特，但只取低17比特作为后续低通滤波器电路的输入。同时，为了提高环路工作频率，设置一级寄存器输出（乘法器IP核的流水线级数设置为1）。
 
因此，下变频乘法器输出的有效位宽为17比特，17比特的有符号数据所能表示的最大正值为216，考虑到输入信号与NCO输出信号相乘后产生的1/2倍乘法因子（三角函数相乘产生的乘法因子，参考式（9-6）和式（9-7）），乘法器输出的最大正值（最大电压）为215。
 
根据前面的分析，下变频乘法器IP核（mult_ddc）的主要参数如下。
 
• 输入数据A位宽：8比特。
 
• 输入数据B位宽：10比特。
 
• 输入数据类型：有符号数。
 
• 输出数据位宽：18比特。
 
• 流水线级数：1级。
 
9.2.3 下变频低通滤波器设计
 
例9-3 下变频低通滤波器的MATLAB设计
 
在典型的一阶锁相环及二阶锁相环中，此处讨论的低通滤波器相当于鉴相滤波器。对于Costas环来讲，工程上通常将这个滤波器称为下变频滤波器，将图9-4中的PD电路称为鉴相器。
 
低通滤波器参数的设计是Costas同步环中的一个重点，关键在于如何确定滤波器的过渡带及截止频率。显然，Costas环中的低通滤波器实际上对应的是锁相环中的鉴相滤波器，因此其参数设计仍然要满足3.5.4节讨论的结论。需要注意的是，3.5.4节讨论的结论是针对模拟锁相环路的参数，其中的环路增益是指模拟锁相环路的增益。对于Costas环来讲，或者对于全数字锁相环路来讲，需要分清模拟锁相环路增益与数字环路增益的区别。
 
具体来讲，Costas环下变频滤波器的通带截止频率选择与信号带宽一致，为确保不损失有用信号信息，本实例中取3.6 MHz。因此，接下来的关键问题是选择过渡带的截止频率。
 
过渡带带宽的选择有两个原则：一是必须确保滤除相邻的A/D镜像频率成分；二是需要滤除数字下变频引入的倍频分量[30]。根据带通采样定理，容易推导出相邻A/D镜像频率的最小间隔，即
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式中，fL为中频信号的下边缘频率（本实例为66.4 MHz），fH为中频信号的上边缘频率（本实例为73.6 MHz），fs为采样频率（本实例为32 MHz），k为整数。容易求出Δfad=4.8 MHz。
 
数字下变频引入倍频分量的最低频率为
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式中，f0为中频采样后的载波频率（本实例为6 MHz），Bf为中频信号处理带宽（本实例为7.2 MHz），m为整数。容易求出fcddc=8.4 MHz。
 
再根据前面所述的过渡带选择原则，可知低通滤波器的截止频率为
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容易求出低通滤波器的截止频率fc=8.4 MHz。需要注意的是，式（9-15）、式（9-16）和式（9-14）是设计低通滤波器的重要依据。在此前提下，若硬件资源允许，通带波动衰减应尽可能小，阻带衰减应尽可能大。
 
确定了滤波器的过渡带等参数后，就可以采用MATLAB提供的滤波器函数设计滤波器系数了。本实例采用最优滤波器函数（firpm）进行设计，具体设计方法可参考本书4.2.3节的相关内容。在FPGA实现中，还需要对滤波器系数进行量化处理。显然，量化位数越多，精度越高，同时占用硬件资源也越多。量化位数的多少也会对整个环路的增益产生影响，因为系数的量化位数直接影响FPGA实现后滤波器输出的位数。工程上一般取大于10比特的量化位数。与NCO的部分参数一样，量化位数最终需要在讨论环路滤波器参数设计时综合考虑。本实例采用12比特量化，具体设计依据在环路滤波器设计时讨论。下面是滤波器的MATLAB设计代码（filter_ddc.m），其频率特性如图9-5所示。
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 图9-5　量化前后的下变频低通滤器幅频响应
 

 
%filter_ddc.m程序清单

%用kaiserord计算满足性能要求的最小滤波器阶数；

%用firpm设计最优滤波器，将滤波器系数写入filter_ddc.txt文件中

%对滤波器系数进行量化，并绘制其幅频响应，输出量化后的滤波器系数



fs=32e6;                          %采样频率

fc=[3.6e6 8.4e6];                 %过渡带

mag=[1 0];                        %窗函数的理想滤波器幅度



dev=[0.04 0.01];                  %纹波

[n,wn,beta,ftype]=kaiserord(fc,mag,dev,fs)           %获取凯塞窗参数

fpm=[0 fc(1)*2/fs fc(2)*2/fs 1];                    %firpm函数的频段向量

magpm=[1 1 0 0];                                   %firpm函数的幅值向量

format long;



%设计最优滤波器

h_pm=firpm(n,fpm,magpm);



%求滤波器的幅频响应

m_pm=20*log10(abs(fft(h_pm,1024)));



%将生成的滤波器系数数据写入FPGA所需的txt文件中

fid=fopen('D:\PllPrograms\Chapter_9\E9_3\filter_ddc.txt','w');

fprintf(fid,'%12.12f\r\n',h_pm);

fclose(fid);



%量化滤波系数

qm=12;%量化位宽为12比特

q=round(h_pm/max(abs(h_pm))*(2^(qm-1)-1))

%求系数绝对值之和

s_q=sum(abs(q))

%求取量化后最大值与量化前最大值之比

gain=max(abs(q))/max(abs(h_pm))



%获取量化前后滤波器的幅频响应数据

q_pm=20*log10(abs(fft(h_pm,1024)));

q_pm=q_pm-max(q_pm);

q_pm12=20*log10(abs(fft(q,1024)));

q_pm12=q_pm12-max(q_pm12);



%设置幅频响应的横坐标单位为MHz

x_f=[0:(fs/length(q_pm)):fs/2]/1e6;

%只显示正频率部分的幅频响应

m_pm=q_pm(1:length(x_f));

m_pm12=q_pm10(1:length(x_f));



%绘制幅频响应曲线

plot(x_f,m_pm,'-',x_f,m_pm12,'--');

xlabel('频率(Hz)');ylabel('幅度(dB)');

legend('未量化','12位量化');

grid;
 
程序运行后，给出了滤波器增益为5 847。另外一个参数是滤波器的系统时钟频率。一般说来，系统时钟频率越高，则所需硬件资源越少，芯片内部时序要求也更严格，芯片功耗也会越大。这个参数可以根据硬件资源、芯片规模、数据速率等情况灵活选择，本实例设置为数据采样频率。FIR滤波器可以采用FIR核实现，FIR滤波器输入数据位数为乘法器输出的16位数据，输出取全部有效数据，共30比特，其主要参数设置如下。
 
• 输入数据位宽：16比特。
 
• 系数量化位宽：12比特。
 
• 滤波器系数文件：D:\PllPrograms\Chapter_9\E9_3\filter_ddc.txt。
 
• 运算结构：Distributed Arithmetic:Fully Serial Filter。
 
• 输出数据位宽：30比特。
 
9.2.4 鉴相乘法器设计
 
根据图9-4的结构，两路相互正交的信号经低通滤波后相乘，完成鉴相功能。
 
根据前面的讨论，滤波后输出数据位宽为30比特（下变频乘法器输出有效位宽为17比特，滤波器滤波后增加13比特有效位宽）。如果取两路30比特数据相乘，将产生59比特的有效数据。由于实例采用的FPGA器件中的乘法器核主要由9×9的乘法器核组成，如果输入数据位宽达到30比特，则需要16个9×9的乘法器核资源，不仅占用硬件资源多，运算速度也会受到影响。后续我们还会看到，考虑到整个锁相环路的增益，NCO核输入也不需要这么多的有效位宽。
 
根据前面的讨论，鉴相器实际上是同相支路与正交支路的相乘运算。在FPGA实现过程中，乘法运算不仅需要耗费较多的硬件资源，且运算速度也会受到一定限制。文献[15]给出的数字鉴相器十分简单，且易于FPGA实现，只需取同相支路的符号位作为过零检测脉冲，并与正交支路进行异或运算即可。其原理如图9-6所示，这样，鉴相器不增加有效位宽，输出数据位宽与输入相同，均为30比特。接下来我们对这种结构的合理性进行简单的分析。
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 图9-6　数字鉴相器原理图
 

 
由式（9-8）可知，当锁相环路处于线性跟踪状态时，误差相位2Δϕ是一个很小的值（为0或2π），Δϕ为0或π。此时，式（9-7）中同相支路中的cosΔϕ近似为1或-1。这样，就可以对同相支路作为符号判决，根据其数据符号输出正交支路数据，作为鉴相输出，从而形成图9-6所示的结构。为了提高系统运算速度，在FPGA实现时，可以在鉴相输出端增加一级寄存器。
 
现在我们再来考察一下由下变频乘法器、滤波器、鉴相乘法器三个部分电路级联所产生的线性控制增益。
 
根据前面的分析，下变频乘法器输出最大正值（最大电压）为215；滤波器输出有效位宽为30比特，滤波器贡献的增益为5 847；鉴相乘法器不贡献增益。因此，由下变频乘法器、滤波器、鉴相乘法器三个部分电路级联所产生的线性控制增益
 
Kd=215×5 847
 
由于环路滤波器一般设计成不贡献增益的环节，因此需要根据线性控制增益的值，合理设计NCO增益，使数字锁相环路的相位增益Kz≈1。
 
9.2.5 数控振荡器设计
 
数控振荡器采用Quartus软件提供的NCO核来实现，本书4.4.4节已讨论过NCO核的设计方法。
 
NCO核有三个重要的参数：输出数据位宽A、驱动时钟频率fclk、相位累加字位宽Bnco。由于Costas环路中需要对NCO的频率进行实时更新，因此必须要设置成频率（又叫做相位累加器）可编程状态，其中，频率字fcw、输出频率fout、系统时钟频率fclk、相位累加字位宽Bnco之间的关系为
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显然，相位累加字位数越多，频率分辨率越高。在设计整个载波同步环路时，环路的增益是一个非常重要的参数，而其中NCO的相位控制增益为
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式中，Tnco为NCO频率字更新周期。显然，NCO的相位累加字位数越多，NCO的增益越小；频率字更新周期越长，NCO增益越大。在讨论下变频乘法器时，已确定取A=10；NCO的驱动时钟一般取数据采样速率，因此fclk=fs=32 MHz。
 
接下来是相位累加字位宽及频率字更新周期参数的确定。关于频率字更新周期参数的设置，在进行环路仿真时再进行专门讨论，我们首先设定其更新周期与采样周期一致，则NCO的增益值为
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单独确定频率字位宽参数比较困难，因为这个参数的选择本身比较灵活，同时又与整个环路的性能紧密相关。
 
相位累加字位宽的选取需要使得锁相环路的相位增益Kz≈1。由于前面我们已经计算出了Kd的值，因此只要选取合理的NCO相位累加字位宽Bnco就可以了。经过简单的计算，当Bnco=30，Kz=1.12。根据设计要求，中频采样后的载波频率为6 MHz，根据式（9-18）可计算出对应的频率字。
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下面直接给出了实例中NCO核的主要参数设置。
 
• 输出数据位宽：10比特。
 
• 输出通道数：双通道（同时输出正弦、余弦波形）。
 
• 相位累加字位宽：30比特。
 
• 频率调制：可调。
 
• 频率调制输入位宽：30比特。
 
• 系统时钟频率：32 MHz。
 
• 初始信号频率：6 MHz。
 
9.2.6 环路滤波器设计
 
本书7.1.4节已经对环路滤波器的设计进行了讨论。本节主要讨论环路滤波器系数的设计。有了前面各节的分析，环路滤波器系数C1、C2的计算就比较简单了。
 
根据式（9-14），将ξ=0.707、Kz=1.12、ωn=0.5 Mrad/s、T=1/32×10-6代入，可计算得C1=0.0197、C2=0.000218。
 
对于一个乘数为常数的乘法运算来讲，我们可以采用工程上的近似处理方法。具体来讲，乘以系数C1=0.0197，可以近似为C1≈0.0156-2-6，即采用对被乘数右移6比特位的方法来近似处理，这样虽然会带来一定的误差，但将复杂的乘法运算瞬间转化为了简单的移位运算。同样，对于乘以系数C1=0.000218，可以近似为C1≈0.000244≈2-12，即采用对被乘数右移12比特的方法来近似处理。
9.3 锁相解调环的Verilog设计
 
9.3.1 顶层文件的Verilog设计
 
经过前面的分析，接下来就可以采用Verilog HDL对Costas环进行设计实现。为便于阅读理解，先给出顶层文件的程序清单，及综合后的RTL原理图，如图9-7所示。
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 图9-7　Costas环顶层文件RTL原理图
 

 
//这是PskDemod.v文件的程序清单

module PskDemod (

    rst,clk,din,

    datai,dataq);



    input  rst;                      //复位信号，高电平有效

    input  clk;                      //FPGA系统时钟：32 MHz

    input  signed [7:0]  din;        //输入数据

    output signed [29:0]  datai;     //同相支路输出数据

    output signed [29:0]  dataq;     //正交支路输出数据



    //实例化NCO核

    wire  reset_n,out_valid,clken;

    wire signed [29:0] CARRIER;

    wire signed [9:0]sine,cosine ;

    wire signed [29:0] frequency_df;

    assign reset_n = !rst;

    assign clken = 1'b1;

    assign CARRIER =30'd201326592;      //6 MHz

    //assign CARRIER =30'd202333225;    //6.03 MHz



    dds  u0  (

        .phi_inc_i (CARRIER),

        .clk (clk),

        .reset_n (reset_n),

        .clken (clken),

        .freq_mod_i (frequency_df),

        .fsin_o (sine),

        .fcos_o (cosine),

        .out_valid (out_valid));



    //实例化2个乘法器核

    wire signed [17:0] mdq,mdi;

    mult_ddc u1 (

        .clock (clk),

        .dataa (din),

        .datab (cosine),

        .result (mdq));

    mult_ddc u2 (

        .clock (clk),

        .dataa (din),

        .datab (sine),

        .result (mdi));



    //实例化2个低通滤波器核

    wire signed [29:0] di,dq;

    wire  ast_sink_valid,ast_source_ready;

    wire ast_sink_readyi_nc,ast_sink_ready q_nc,ast_source_validi_nc,ast_source_validq_nc;

    wire [1:0] ast_sink_error,ast_ source_errori_nc,ast_source_errorq_nc;

    assign ast_sink_valid = 1'b1;

    assign ast_source_ready = 1'b1;

    assign  ast_sink_error=2'b00;

    lpf u3 (

        .clk (clk),

        .reset_n (reset_n),

        .ast_sink_data(mdi[16:0]),

        .ast_sink_valid(ast_sink_valid),

        .ast_source_ready(ast_source_ready),

        .ast_sink_error(ast_sink_error),

        .ast_source_data(di),

        .ast_sink_ready(ast_sink_readyi_nc),

        .ast_source_valid(ast_source_validi_nc),

        .ast_source_error(ast_source_errori_nc));



    lpf u4 (

        .clk (clk),

        .reset_n (reset_n),

        .ast_sink_data(mdq[16:0]),

        .ast_sink_valid(ast_sink_valid),

        .ast_source_ready(ast_source_ready),

        .ast_sink_error(ast_sink_error),

        .ast_source_data(dq),

        .ast_sink_ready(ast_sink_readyq_nc),

        .ast_source_valid(ast_source_validq_nc),

        .ast_source_error(ast_source_errorq_nc));



    //实例化鉴相乘法器模块（采用正交支路符号判决方法实现）

    wire signed [29:0] pd;

    phase_detect  u5  (

        .clk (clk),

        .rst (rst),

        .di (di),

        .dq (dq),

        .pd (pd));

    //实例化环路滤波器模块

    filter_loop  u6(

        .rst (rst),

        .clk (clk),

        .pd  (pd),

        .frequency_df(frequency_df));



    assign datai = di;

    assign dataq = dq;



endmodule
 
9.3.2 鉴相器的Verilog设计
 
鉴相器采用图9-6所示的结构实现，下面直接给出鉴相器模块的程序清单及RTL原理图（见图9-8）。
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 图9-8　鉴相器模块RTL原理图
 

 
//这是phase_detect.v文件的程序清单

module phase_detect (

rst,clk,di,dq,

pd);



input     rst;                //复位信号，高电平有效

input     clk;                //FPGA系统时钟：32 MHz

input     signed [29:0] di;   //同相输入数据

input     signed [29:0] dq;   //正交输入数据

output    signed [29:0] pd;   //鉴相器输出数据



reg signed [29:0] pdout;

always @(posedge clk or posedge rst)

    if (rst)

        pdout <= 30'd0;

    else

        begin

            if (di[29])

                pdout <= -dq;

            else

                pdout <= dq;

        end

assign pd = pdout;



endmodule


 
9.3.3 环路滤波器的Verilog设计
 
本书7.1.4节已经对环路滤波器的设计进行了讨论，9.2.3节已经设计了环路滤波器系数，程序中采用右移的方法实现系数乘法运算。下面直接给出环路滤波器模块的程序清单及RTL原理图（见图9-9）。
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 图9-9　环路滤波器模块RTL原理图
 

 
//这是filter_loop.v文件的程序清单

module filter_loop (

  rst,clk,pd,

  frequency_df);



  input    rst;                         //复位信号，高电平有效

  input    clk;                         //FPGA系统时钟：32 MHz

  input   signed [29:0]  pd;            //输入数据：32 MHz

  output signed [29:0] frequency_df;    //环路滤波器输出数据



  reg  signed [29:0] sum_d;

  wire signed [29:0] pd_c2,pd_c1,sum;

  wire signed [29:0] df;



  assign pd_c1 = {{6{pd[29]}},pd[29:6]};      //c1;

  assign pd_c2 = {{12{pd[29]}},pd[29:12]};  //c2;

  always @(posedge clk or posedge rst)

    if (rst)

        sum_d <= 0;

     else

        sum_d <= sum;



  assign sum = pd_c2 + sum_d;

  assign df = sum_d + pd_c1;

  assign frequency_df = df;



  endmodule


 
环路中的NCO模块、低通滤波器模块及乘法器模块，采用Quartus软件中提供的IP核实现即可。至此，我们已完成了Costas锁相环的Verilog HDL程序设计。接下来，我们通过仿真来详细讨论电路的各项性能。
9.4 锁相解调环的仿真测试
 
9.4.1 环路捕获范围测试
 
本书7.2.3节对理想二阶环的捕获带进行了测试，NCO固定振荡频率为400 Hz时，捕获范围约为。
 
接下来我们测试前面设计的Costas环路的捕获性能。测试的方法与7.2.3节相同，都是通过读取由MATLAB程序（E9_1\DPSKSignalProduce.m）产生的dpsk_data.txt文件作为测试输入数据的。我们通过在PskDemod.v程序中修改“assign CARRIER=30'd201326592;”中的值来设置NCO的初始频率，从而模拟产生初始频偏。
 
图9-10、图9-11、图9-12、图9-13、图9-14、图9-15、图9-16是设置不同初始频偏情况下，采用ModelSim仿真软件对实现后的环路进行仿真测试的结果，仿真5 000个数据点。
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 图9-10　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz）
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 图9-11　环路仿真波形图（频差=0.03 MHz）
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 图9-12　环路仿真波形图（频差=-0.03 MHz）
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 图9-13　环路仿真波形图（频差=0.035 MHz）
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 图9-14　环路仿真波形图（频差=-0.035 MHz）
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 图9-15　环路仿真波形图（频差=0.04 MHz）
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 图9-16　环路仿真波形图（频差=-0.04 MHz）
 

 
从图中可以看出，具有理想二阶环特征的Costas环的捕获带范围约为，小于设计的快捕带；在环路捕获带范围内，环路均能够快速进入锁定跟踪状态；环路锁定后，Costas环路输出的同相信号（datai）呈现规则的波形，如果用示波器观察，可呈现清晰的眼图形状，同时正交信号（dataq）趋近于零值。
 
数字环路设计后的性能明显低于理论值，除了数字环路的有效字长效应外，另一个主要原因在于环路中的运算时延。第7章讨论的环路数字化模型，以及推导出的计算公式，没有考虑环路在工程设计的运算时延。
 
9.4.2 NCO更新周期对环路增益的影响
 
根据式7.3.1的讨论，NCO的相位控制增益为
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其中，Tnco为NCO的频率字更新周期。在前面对锁相环路进行设计时，Tnco的值设计为一个数据采样周期。如何设计Tnco的值？或者说其设计依据是什么？我们先进行简单的分析，而后再对ModelSim仿真测试结果进行讨论。
 
NCO的频率字每进行一次更新，相当于对NCO输出信号的频率（同时也作用于信号相位）进行一次调整。理想情况下，如在模拟电路中，环路中的下变频乘法器、低通滤波器、鉴相乘法器没有处理时延，环路能够及时对上一时刻计算出的误差相位进行调整。在对锁相环路进行工程实现时，为了提高系统运算速度，通常采用流水线运算结构，环路中的各部分电路均为增加一定的运算时延。因此，FPGA实现的锁相环路，每次对NCO的频率字进行更新时，所更新的值已经存在一定的滞后时延。具体到本章所设计的锁相环路来讲，下变频乘法器产生1个时钟周期时延，低通滤波器产生8个时钟周期时延，鉴相乘法器产生1个时钟周期时延，共计10个时钟周期时延。也就是说，当前更新NCO频率字的值，对应是的10个周期前的误差相位处理后的结果。
 
根据7.2.1节的讨论结果，环路能够正常锁定的情况下，增益越大，锁定时间越短，锁定速度越快。为测试NCO频率字更新周期对环路增益的影响，进而对环路锁定时间的影响，我们需要对环路滤波器的Verilog HDL代码进行修改，修改后的代码如下所示。
 
//这是修改后的filter_loop.v文件程序清单

module filter_loop (

 rst,clk,pd,

 frequency_df);



 input  rst;                          //复位信号，高电平有效

 input  clk;                          //FPGA系统时钟：32 MHz

 input  signed [29:0] pd;             //输入数据：32 MHz

 output signed [29:0] frequency_df;   //环路滤波器输出数据



 reg [7:0] count;//修改count的位宽，调整NCO相位字更新周期

   reg signed [29:0] sum,df;

   always @(posedge clk or posedge rst)

     if (rst)

           begin

               count <= 0;

               sum <= 0;

               df <= 0;

           end

     else

           begin

              //环路滤波器中的累加寄存器

              count <= count + 1;

              if (count==0)

                //c2=2^(-12)

                sum<=sum+{{12{pd[29]}},pd[29:12]};

              if (count==1)

                //c1=2^(-6)

                df<=sum+{{6{pd[29]}},pd[29:6]};

           end



     assign frequency_df = df[29:0];



endmodule


 
图9-17、图9-18、图9-19、图9-20、图9-21、图9-22、图9-23是设置不同NCO频率字更新周期的情况下，初始频偏为0时，采用ModelSim仿真软件对实现后的环路进行仿真后的波形图，仿真5 000个数据点。
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 图9-17　环路仿真波形图（CARRIER=6 MHz，Tnco=4/fclk）
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 图9-18　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=8/fclk）
 

 
 
 [image: ] 
 图9-19　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=16/fclk）
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 图9-20　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=32/fclk）
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 图9-21　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=64/fclk）
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 图9-22　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=128/fclk）
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 图9-23　环路仿真波形图（CARRIER =6 MHz，Tnco=256/fclk）
 

 
对比图9-10，从以上仿真波形可以看出，当NCO的频率字更新周期为一个采样周期时，环路锁定速度较慢，当更新周期为4个采样周期时，环路锁定速度明显加快。采样周期继续增加，环路锁定速度几乎不再增加。这与我们在7.2.1节的讨论结果不太一致。需要注意的是，前面的仿真都是在初始频偏为零的情况下进行的。由图9-23可知，当更新周期增加到256倍采样周期时，环路已经无法正常锁定。
 
接下来我们将初始频偏设置为30 kHz，仿真不同情况下的环路跟踪状态，如图9-24、图9-25、图9-26、图9-27、图9-28、图9-29、图9-30所示，仿真10 000个数据点。
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 图9-24 环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=4/fclk）
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 图9-25　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=8/fclk）
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 图9-26　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=16/fclk）
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 图9-27　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=32/fclk）
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 图9-28　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=64/fclk）
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 图9-29　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=128/fclk）
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 图9-30　环路仿真波形图（CARRIER =6.03 MHz，Tnco=256/fclk）
 

 
从以上仿真波形可以看出，在存在初始频偏的情况下（仿真中设置为30 kHz），随着NCO的频率字更新周期的增加，环路锁定速度逐渐变慢。这与我们在7.2.1节的讨论结果完全相反了。但对比一下图9-11（NCO相位字更新周期为一个数据采样周期）可以看出，在Tnco=4/fclk（见图9-24）、Tnco=8/fclk（见图9-25）时，环路的锁定速度均要快于Tnco=1/fclk时状态。当时Tnco＞8/fclk，环路锁定速度小于Tnco=1/fclk的情况。
 
综合以上的仿真结果，我们可以得出以下几条对工程设计有指导意义的结论。
 
（1）NCO频率字的更新周期所贡献的增益，与环路其他部分电路贡献的增益具有不同的性质。比如，可以增加低通滤波器量化系数，进而增加环路增益，环路增益将与环路锁定速度近似成比例地增加；加大NCO频率字更新周期，环路锁定速度不会成比例地增加。
 
（2）当NCO频率字更新周期大于2倍数据采样周期后，随着更新周期的增加，环路锁定速度逐渐减小。当更新周期大于2倍采样周期，且小于环路时延周期数时，环路锁定速度快于单个采样周期的情况。
 
（3）在实际工程应用中，NCO频率字更新周期通常设置为小于环路各部分电路运算时延之和，也可以设计更新周期为单个数据采样周期。
9.5 小结——渔王的儿子
 
在出版数字通信技术的MATLAB与FPGA实现系列图书之后，很多读者通过邮件或博客的方式与我交流学习中的体会。其中一部分问题是关于如何学习这些技术知识。我虽然尽力在书中详细介绍了数字通信系列技术的FPGA设计实现步骤及过程，但难免有不够详尽的地方。前段时间读到一则小故事，摘抄下来与大家分享：
 
有个渔人有着一流的捕鱼技术，被人们尊称为“渔王”。然而“渔王”年老的时候非常苦恼，因为他的三个徒弟的渔技都很平庸。
 
于是他经常向人诉说心中的苦恼：“我真不明白，我捕鱼的技术这么好，我的徒弟们为什么这么差？我从最基本的东西教起，告诉他们怎样织网最容易捕捉到鱼，怎样划船最不会惊动鱼，怎样下网最容易请鱼入瓮。后来，我又教他们怎样识潮汐，辨鱼汛……凡是我长年辛辛苦苦总结出来的经验，我都毫无保留地传授给了他们，可他们的捕鱼技术竟然赶不上技术比我差的渔民的徒弟！”
 
一位路人听了他的诉说后，问：“你一直手把手地教他们吗？”
 
“是的，为了让他们得到一流的捕鱼技术，我教得很仔细很耐心。”
 
“他们一直跟随着你吗？”
 
“是的，为了让他们少走弯路，我一直让他们跟着我学。”
 
路人说：“这样说来，你的错误就很明显了。你只传授给了他们技术，却没传授给他们教训。
 
虽然本书配套网络光盘中给出了完整的实例代码，读者要最终完全掌握这些知识，最好的方法是自己动手调试，甚至仅根据书中介绍的思路自己重新编写代码，在调试仿真中不断找出问题并加以解决，不断思考和实践，不断汲取失败的教训，积累成功的经验。
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