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  第1章　MADlib基础
 
MADlib是一个基于SQL的数据库内置的开源机器学习库，具有良好的并行度和可扩展性，有高度的预测精准度。MADlib最初由Pivotal公司与伯克利大学合作开发，提供了多种数据转换、数据探索、概率统计、数据挖掘和机器学习方法，使用它能够简易地对结构化数据进行分析和学习，以满足各行各业的应用需求。用户可以非常方便地将MADlib加载到数据库中，从而扩展数据库的分析功能。2015年7月MADlib成为Apache软件基金会的孵化器项目，经过两年的发展，于2017年8月毕业成为Apache顶级项目。MADlib 1.14可以与PostgreSQL、Greenplum和HAWQ等数据库系统无缝集成。
 
本章首先介绍MADlib的一些基本概念及其有别于其他机器学习工具包的特点。为了更好地使用MADlib，我们将简要说明它的设计思想、工作原理、执行流程和基础架构，还将罗列MADlib支持的模型和主要功能模块，最后说明MADlib软件包的安装与卸载。
 
1.1　基本概念
 
1.1.1　MADlib是什么
 
无论是经典的SAS、SPSS还是时下流行的MATLAB、R、Python，所有这些机器学习或数据挖掘软件都是自成系统的，具体来说就是具有一套完整的程序语言及其集成开发环境，提供了丰富的数学和统计分析函数，具备良好的人机交互界面，支持从数据准备、数据探索、数据预处理到开发和实现模型算法、数据可视化，再到最终结果的验证与模型部署及应用的全过程。它们都是面向程序员的系统或语言，重点在于由程序员自己利用系统提供的基本计算方法或函数，通过编程的方式实现应用需求。
 
MADlib具有与上述工具完全不同的设计理念，不是面向程序员，而是面向数据库开发人员或DBA。如果要用一句话说明什么是MADlib，那就是“SQL中的大数据机器学习库”。通常SQL查询能发现数据最明显的模式和趋势，但要想获取数据中最为有用的信息，需要的其实是完全不同的一套技术，一套牢固扎根于数学和应用数学的技能（机器学习），而具备这种技术的人才似乎只存在于学术界中。如果能将SQL的简单易用与数据挖掘的复杂算法结合起来，充分利用两者的优势和特点，对于广大传统数据库应用技术人员来说，就可将他们长期积累的数据库操作技能复用到机器学习领域，使转型更加轻松。现在，鱼和熊掌兼得的机会来了，DBA只要使用MADlib，就能用SQL查询实现简单的机器学习。
 
对用户而言，MADlib提供了可在SQL查询语句中调用的函数，即可以用select+function name的方式来调用这个库。这就意味着，所有的数据调用和计算都在数据库内完成而不需要数据的导入导出。MADlib不仅包括基本的线性代数运算和统计函数，还提供了常用的、现成的机器学习模型函数。用户不需要深入了解算法的程序实现细节，只要搞清楚各函数中相关参数的含义、提供正确的入参并能够理解和解释函数的输出结果即可。这种使用方式无疑会极大地提高开发效率，节约开发成本。在MADlib的世界里，一切皆函数，就是这么简单。
 
然而，任何事物都具有两面性，虽然MADlib提供了使用方便性、降低了学习和使用门槛，但是相对于其他机器学习系统而言，其灵活性与功能完备性显然是短板。首先，模型已经被封装在SQL函数中，性能优劣完全依赖于函数本身，基本没有留给用户进行性能调整的空间。其次，函数只能在SQL中调用，而SQL依赖于数据库系统。也就是说单独的MADlib函数库是毫无意义的，必须与PostgreSQL、Greenplum和HAWQ等数据库系统结合使用。最后，既然MADlib是SQL中的机器学习库，就注定它不关心数据可视化，本身不带数据的图形化表示功能。由此可见，MADlib作为工具，并不是传统意义上的机器学习系统软件，而只是一套可在SQL中调用的函数库，其出发点是让数据库技术人员用SQL快速完成简单的机器学习工作，比较适合做一些简单的、特征相对明显的机器学习。
 
即便如此，MADlib的易用性已经足以引起我们的兴趣。在了解了MADlib是什么及其优缺点后，用户就能根据自己的实际情况和需求有针对性地选择和使用MADlib来实现特定业务目标。
 
1.1.2　MADlib的设计思想
 
驱动MADlib架构的关键设计思想体现在以下方面：
 
 
 	操作数据库内的本地数据，避免在多个运行时环境之间不必要地移动数据。
 
 	充分利用数据库引擎功能，但将机器学习逻辑从数据库特定的实现细节中分离出来。
 
 	利用MPP无共享技术提供的并行性和可扩展性，如Greenplum或HAWQ数据库系统。
 
 	开放实施，保持与Apache社区的积极联系和持续的学术研究。


 
操作本地数据的思想与Hadoop是一致的。为了使全局的带宽消耗和I/O延迟降到尽可能小，在选择数据时，MADlib总是选择距离读请求最近的存储节点。如果在读请求所在节点的同一个主机上有需要的数据副本，那么MADlib会尽量选择它来满足读请求。如果数据库集群跨越多个数据中心，那么存储在本地数据中心的副本会优先于远程副本被选择。
 
MADlib库表现为数据库内置的函数。当函数在SQL语句中执行时，可以充分利用数据库引擎提供的功能。例如，在HAWQ中执行MADlib函数时，每个物理Segment在执行查询的时候会启动多个查询执行器（Query Executor, QE），使得单一物理Segment看起来就像多个虚拟Segment，从而使HAWQ能够更好地利用所有可用资源。虚拟Segment是内存、CPU等资源的容器，每个虚拟Segment都含有为查询启动的一个QE。查询就是在虚拟Segment中被QE所执行的。
 
MADlib利用Greenplum或HAWQ数据库系统使用的MPP（Massively Parallel Processing，大规模并行处理）架构，使用户能够获益于经过锤炼的基于MPP的分析功能及其查询性能，兼顾了低延时与高扩展。
 
MADlib现已成为Apache顶级项目，其整个项目和代码是在Apache上开源的，开发是在Pivotal的支持下基于Apache社区的，与社区有很好的互动。
 
1.1.3　MADlib的工作原理
 
现以HAWQ上的MADlib为例解释它的工作原理。图1-1是HAWQ的架构。当一个客户端查询向HAWQ发出请求时，Master节点会对查询进行处理，根据查询成本、资源队列定义、数据局部化和当前系统中的资源使用情况，为查询规划资源分配。之后查询被分发到Segment节点所在的物理主机并行处理，可能是节点子集或整个集群。每个Segment节点上的资源实施器监控着查询对资源的实时使用情况，避免异常资源占用。查询处理完成后，最后的结果再通过Master返回客户端。
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 图1-1　HAWQ架构
 

 
MADlib就是构建在HAWQ架构之上的，通过定义HAWQ上的UDA和UDF建立In-Database Functions。当我们使用SQL调用MADlib时，MADlib会首先进行输入的有效性判断和数据的预处理，将处理后的查询传给HAWQ，之后所有的计算即等同于普通的查询处理请求在HAWQ内执行。图1-2显示了MADlib在HAWQ上的工作原理。
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 图1-2　MADlib在HAWQ上的工作原理
 

 
1.1.4　MADlib的执行流程
 
图1-3中是整个MADlib函数调用过程的执行流程。在客户端，我们可以使用Jupyter、Zeppelin、psql等工具连接数据库并调用MADlib Function。MADlib预处理后根据具体算法生成多个查询传入数据库服务器，之后数据库服务器执行查询并返回String（一般是一个或多个存放结果的表）。
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 图1-3　MADlib执行流程
 

 
1.1.5　MADlib架构
 
MADlib架构如图1-4所示。
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 图1-4　MADlib架构
 

 
处于架构最上面一层的是用户接口。如前所述，用户只需通过在SQL查询语句中调用MADlib提供的函数来完成机器学习工作。当然这里的SQL语法要与特定数据库管理系统相匹配。最底层则是Greenplum、PostgreSQL、HAWQ等数据库管理系统，最终由它们处理查询请求。中间四层是构成MADlib的组件。从图1-4中可以看到，MADlib系统架构自上而下由四个主要组件构成：
 
（1）Python调用SQL模板实现的驱动函数
 
驱动函数是用户输入的主入口点，调用优化器执行迭代算法的外层循环。
 
（2）Python实现的高级抽象层
 
高级抽象层负责算法的流程控制。与驱动函数一起实现输入参数验证、SQL语句执行、结果评估，并可能在循环中自动执行更多的SQL语句直至达到某些收敛标准。
 
（3）C++实现的核心函数
 
这部分函数是由C++编写的核心函数，在内层循环中实现特定机器学习算法。出于性能考虑，这些函数使用C++而不是Python编写。
 
（4）C++实现的低级数据库抽象层
 
这些函数提供一个编程接口，对所有的PostgreSQL数据库内核实现细节进行抽象。它们提供了一种机制，使得MADlib能够支持不同的后端平台，从而使用户将关注点集中在内部功能而不是平台集成上。
 
1.2　MADlib的功能
 
1.2.1　MADlib支持的模型类型
 
MADlib支持以下常用机器学习模型类型，其中大部分模型都包含训练和预测两组函数。
 
（1）回归
 
如果所需的输出具有连续性，我们通常使用回归方法建立模型，预测输出值。例如，如果有真实的描述房地产属性的数据，我们就可以建立一个模型，预测基于房屋已知特征的售价。因为输出反应了连续的数值而不是分类，所以该场景是一个回归问题。
 
（2）分类
 
如果所需的输出实质上是分类的，就可以使用分类方法建立模型，预测新数据会属于哪一类。分类的目标是能够将输入记录标记为正确的类别。例如，假设有描述人口统计的数据，以及个人申请贷款和贷款违约历史数据，那么我们就能建立一个模型，描述新的人口统计数据集合贷款违约的可能性。此场景下输出的分类为“违约”和“正常”两类。
 
（3）关联规则
 
关联规则有时又叫作购物篮分析或频繁项集挖掘。相对于随机发生，确定哪些事项更经常一起发生，指出事项之间的潜在关系。例如，在一个网店应用中，关联规则挖掘可用于确定哪些商品倾向于被一起售出，然后将这些商品输入到客户推荐引擎中，提供促销机会，就像著名的啤酒与尿布的故事。
 
（4）聚类
 
识别数据分组，一组中的数据项比其他组的数据项更相似。例如，在客户细分分析中，目标是识别客户行为相似特征组，以便针对不同特征的客户设计各种营销活动，以达到市场目的。如果提前了解客户细分情况，这将是一个受控的分类任务。当我们让数据识别自身分组时，这就是一个聚类任务。
 
（5）主题建模
 
主题建模与聚类相似，也是确定彼此相似的数据组。这里的相似通常特指在文本领域中具有相同主题的文档。注意，MADlib的当前实现并不支持中文分词。
 
（6）描述性统计
 
描述性统计不提供模型，因此不被认为是一种机器学习方法，但是描述性统计有助于向分析人员提供信息以了解基础数据，为数据提供有价值的解释，可能会影响数据模型的选择。例如，计算数据集中每个变量内的数据分布有助于分析理解哪些变量应被视为分类变量、哪些变量是连续性变量以及值的分布情况。描述性统计通常是数据探索的组成部分。
 
（7）模型验证
 
不了解一个模型的准确性就开始使用它，很容易导致糟糕的结果，所以理解模型存在的问题，并用测试数据评估模型的精度尤为重要。需要将训练数据和测试数据分离，频繁进行数据分析，验证统计模型的有效性，评估模型不过分拟合训练数据。N-fold交叉验证方法经常被用于模型验证。
 
1.2.2　MADlib的主要功能模块
 
MADlib的主要功能模块如图1-5所示。
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 图1-5　MADlib主要功能模块
 

 
下面基于MADlib 1.10版本预览MADlib提供的具体模型算法或功能。
 
（1）Data Types and Transformations（数据类型与转换）
 
 
 	Arraysand Matrices（数组与矩阵） 
   
   	ArrayOperations（数组运算）
 
   	MatrixOperations（矩阵运算）
 
   	MatrixFactorization（矩阵分解）

  



 
◆　Low-rankMatrix Factorization（低阶矩阵分解）
 
◆　SingularValue Decomposition（SVD，奇异值分解）
 
 
 	Normsand Distance functions（范数和距离函数）
 
 	SparseVectors（稀疏向量）


 
 
 	DimensionalityReduction（降维） 
   
   	PrincipalComponent Analysis（PCA主成分分析）
 
   	PrincipalComponent Projection（PCP主成分投影）

  

 
 	Pivot（透视表）
 
 	EncodingCategorical Variables（分类变量编码）
 
 	Stemming（词干提取）


 
（2）Graph（图）
 
 
 	SingleSource Shortest Path（单源最短路径）


 
（3）Model Evaluation（模型评估）
 
 
 	CrossValidation（交叉验证）
 
 	PredictionMetrics（指标预测）


 
（4）Statistics（统计）
 
 
 	DescriptiveStatistics（描述性统计） 
   
   	Pearson's Correlation（皮尔森相关系数）
 
   	Summary（摘要汇总）

  

 
 	InferentialStatistics（推断性统计） 
   
   	HypothesisTests（假设检验）

  



 
 
 	ProbabilityFunctions（概率函数）


 
（5）Supervised Learning（监督学习）
 
 
 	ConditionalRandom Field（条件随机场）
 
 	RegressionModels（回归模型） 
   
   	ClusteredVariance（聚类方差）
 
   	Cox-ProportionalHazards Regression（Cox比率风险回归）
 
   	ElasticNet Regularization（弹性网络回归）
 
   	GeneralizedLinear Models（广义线性回归）
 
   	LinearRegression（线性回归）
 
   	LogisticRegression（逻辑回归）
 
   	MarginalEffects（边际效应）
 
   	MultinomialRegression（多分类逻辑回归）
 
   	OrdinalRegression（有序回归）
 
   	RobustVariance（鲁棒方差）

  

 
 	SupportVector Machines（支持向量机）
 
 	TreeMethods（树方法） 
   
   	DecisionTree（决策树）
 
   	RandomForest（随机森林）

  



 
（6）Time Series Analysis（时间序列分析）
 
 
 	ARIMA（自回归积分滑动平均）


 
（7）UnsupervisedLearning（无监督学习）
 
 
 	AssociationRules（关联规则） 
   
   	AprioriAlgorithm（Apriori算法）

  

 
 	Clustering（聚类） 
   
   	k-MeansClustering（k-Means）

  



 
 
 	TopicModelling（主题模型） 
   
   	LatentDirichlet Allocation（LDA）

  



 
（8）Utility Functions（应用函数）
 
 
 	DeveloperDatabase Functions（开发者数据库函数）
 
 	LinearSolvers（线性求解器） 
   
   	DenseLinear Systems（稠密线性系统）
 
   	SparseLinear Systems（稀疏线性系统）

  

 
 	PathFunctions（路径函数）
 
 	PMMLExport（PMML导出）
 
 	Sessionize（会话化）
 
 	TextAnalysis（文本分析） 
   
   	TermFrequency（词频）

  



 
1.3　MADlib的安装与卸载
 
1.3.1　确定安装平台
 
MADlib 1.14可以安装在PostgreSQL、Greenplum和HAWQ中。在不同的数据库系统，安装过程不尽相同。这里以在HAWQ 2.1.1.0中安装MADlib为例，演示MADlib的安装与卸载过程。后面章节进行的一系列示例也都在此实验环境中进行的。HAWQ的安装部署过程从略。
 
机器学习需要数据库系统提供有效的存储、索引和查询处理支持。源于高性能并行计算的技术在处理海量数据集方面常常是重要的。分布式技术也能帮助处理海量数据，并且当数据不能集中到一起处理时更是至关重要。
 
比照以上机器学习对数据库系统提出的要求，我们不妨简单考量一下HAWQ。先提出一点，HAWQ目前不支持索引。对于存储在Hadoop集群上的“大数据”分析应用而言，实际执行的操作几乎都是表扫描，很少需要定位几行数据，因此传统的由用户定义的索引用在此场景下的作用非常有限。HAWQ使用的随机分布存储策略具有较好的数据本地化特性，优化器在制定查询计划时，内部实现已然利用了索引的思想。HAWQ使用专为HDFS量身打造的基于成本的查询优化框架来增强其性能，所采用的MPP架构使用户能够获益于优异的查询性能，同时有效利用HDFS的分布式存储、容错机制、机架感知等功能，兼顾了低延时与高扩展。由此看来，在HAWQ上运行MADlib是实现大数据机器学习比较合理的选择。
 
1.3.2　下载MADlib二进制压缩包
 
下载地址为https://network.pivotal.io/products/pivotal-hdb。2.1.1.0版本的HAWQ提供了四个MADlib安装文件，如图1-6所示。经过测试，本环境只有MADlib 1.10.0版本的文件可以正常安装。
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 图1-6　下载MADlib安装文件
 

 
1.3.3　安装MADlib
 
以下命令需要使用gpadmin用户、在HAWQ的Master主机上执行。
 
（1）解压缩
 
 
 

tar -zxvfmadlib-ossv1.10.0_pv1.9.7_hawq2.1-rhel5-x86_64.tar.gz


 

 
（2）安装MADlib的gppkg文件
 
 
 

gppkg -imadlib-ossv1.10.0_pv1.9.7_hawq2.1-rhel5-x86_64.gppkg


 

 
该命令在HAWQ集群的所有节点（Master和Segment）上创建MADlib的安装目录和文件，默认目录为/usr/local/hawq_2_1_1_0/madlib。gppkg是Greenplum的包管理器应用程序，用于在集群所有节点上安装Greenplum数据库扩展包及其依赖。
 
（3）在指定数据库中部署MADlib
 
 
 

$GPHOME/madlib/bin/madpack install -c /dm -s madlib -p hawq


 

 
该命令在HAWQ的dm数据库中建立madlib schema，-p参数指定平台为HAWQ。命令执行后可以查看在madlib schema中创建的数据库对象。
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从查询结果可以看到，MADlib部署应用程序madpack首先创建数据库模式madlib，然后在该模式中创建数据库对象，包括一个表、一个序列、1324个普通函数、135个聚合函数。所有机器学习的模型、算法、操作和功能都是通过调用这些函数实际执行的。
 
（4）验证安装
 
 
 

$GPHOME/madlib/bin/madpack install-check -c /dm -s madlib -p hawq


 

 
该命令通过执行29个模块的77个案例验证所有模块都能正常工作。命令输出如下，如果看到所有案例都已经正常执行，就说明MADlib安装成功。这条命令需要执行较长时间。
 
 
 

[gpadmin@hdp3 Madlib]$ $GPHOME/madlib/bin/madpack install-check -c /dm -s

madlib -p hawq

madpack.py : INFO : Detected HAWQ version 2.1.

TEST CASE RESULT|Module: array_ops|array_ops.sql_in|PASS|Time: 1851

milliseconds

TEST CASE RESULT|Module: bayes|gaussian_naive_bayes.sql_in|PASS|Time: 24222

milliseconds

TEST CASE RESULT|Module: bayes|bayes.sql_in|PASS|Time: 70634 milliseconds



…



TEST CASE RESULT|Module: pca|pca.sql_in|PASS|Time: 523230 milliseconds

TEST CASE RESULT|Module: validation|cross_validation.sql_in|PASS|Time: 33685

milliseconds

[gpadmin@hdp3 Madlib]$


 

 
1.3.4　卸载MADlib
 
卸载过程基本上是安装的逆过程。
 
（1）删除madlib模式
 
方法1，使用madpack部署应用程序删除模式。
 
 
 

$GPHOME/madlib/bin/madpack uninstall -c /dm-s madlib -p hawq


 

 
方法2，使用SQL命令手工删除模式。
 
 
 

drop schema madlib cascade;


 

 
（2）删除其他遗留数据库对象
 
① 删除模式。如果模型验证过程中途出错，那么数据库中可能包含测试的模式（模式名称前缀都是madlib_installcheck_），只能手工执行SQL命令删除，例如：
 
 
 

drop schema madlib_installcheck_kmeanscascade;


 

 
② 删除用户。如果存在遗留的测试用户，就将其删除，例如：
 
 
 

drop user if existsmadlib_1100_installcheck;


 

 
（3）删除MADlib rpm包
 
查询包名：
 
 
 

gppkg -q --all


 

 
输出如下：
 
 
 

[gpadmin@hdp3 Madlib]$ gppkg -q --all

20170630:16:19:53:076493 gppkg:hdp3:gpadmin-[INFO]:-Starting gppkg with args:

-q --all

madlib-ossv1.10.0_pv1.9.7_hawq2.1


 

 
删除rpm包：
 
 
 

gppkg -rmadlib-ossv1.10.0_pv1.9.7_hawq2.1


 

 
1.4　小结
 
不同于其他机器学习工具，MADlib是一个基于SQL的数据库内置的可扩展机器学习库。其语法是基于SQL的，也就是说，可以用select+function name的方式来调用这个库。这意味着MADlib需要在数据库系统中使用，所有的数据调用和计算都在数据库内完成而不需要数据的导入导出。MADlib是一个运行在大规模并行处理数据库系统上的应用，因此可扩展性非常好，能够处理较大量级的数据，目前支持PostgreSQL、Greenplum和HAWQ。MADlib具有强大的数据分析能力，支持大量的机器学习、数据分析和统计算法。MADlib项目和代码在Apache社区开源，现已成为Apache软件基金会的顶级项目。
第2章　数据类型
 
通常机器学习操作的数据集可以看作数据对象的集合。数据对象有时也叫作记录、点、向量、模式、事件、案例、样本、观测或实体。数据对象用一组刻画对象基本特征的属性描述，如物体质量、事件发生的时间等。属性有时也叫作变量、字段、特征或维。在数学上，向量和矩阵可以用来表示数据对象及其属性。
 
和其他机器学习语言或工具一样，MADlib操作的基本对象也是向量与矩阵。在MADlib中，对向量和矩阵的操作是通过一系列函数完成的。
 
本章将介绍MADlib中向量和矩阵的概念，并举出一些简单的函数调用示例。用户可以使用psql的联机帮助查看函数的参数、返回值和函数体等信息，例如\df madlib.array_add或\df+ madlib.array_add。这里侧重于应用，因为理解这些函数的意义和用法是使用MADlib进行机器学习的基础。
 
2.1　向量
 
数学中的向量（vector，也称为欧几里得向量、几何向量、矢量）是一个具有大小（magnitude）和方向（direction）的值，可以形象化地表示为带箭头的线段。箭头所指代表向量的方向，线段长度代表向量的大小。图2-1（a）给出了两个向量：向量u长度为1、平行于y轴，向量v长度为2、与x轴夹角为45°。图2-1（b）和图2-1（c）分别以有向线段表示两个向量的差与和。
 

 [image: ] 
 图2-1　两个向量以及它们的和与差
 

 
2.1.1　MADlib中的向量操作函数
 
在MADlib中，一维数组与向量具有相同的含义。MADlib的数组运算模块（array_ops）提供了一组用C实现的基本数组操作，是机器学习算法的支持模块。数组运算函数支持以下数字类型：
 
 
 	SMALLINT
 
 	INTEGER
 
 	BIGINT
 
 	REAL
 
 	DOUBLE PRECISION（FLOAT8）
 
 	NUMERIC（内部被转化为FLOAT8，可能丢失精度）


 
数组运算函数列表及功能描述如表2-1所示。
 
 
 表2-1　MADlib数组运算函数
 
 [image: ] 

 
下面用具体的例子说明函数的含义及用法。
 
（1）建立具有两个整型数组列array1和array2的数据库表并添加数据。
 
 
 

drop table if exists array_tbl;

create table array_tbl

( id integer, array1 integer[], array2 integer[] );



insert into array_tbl values

( 1, '{1,2,3,4,5,6,7,8,9}','{9,8,7,6,5,4,3,2,1}' ),

( 2, '{1,1,0,0,1,2,3,99,8}','{0,0,0,-5,4,1,1,7,6}');


 

 
（2）查询array1列的最小值及下标、最大值及下标、平均值和标准差。
 
 
 

select id, madlib.array_min(array1)min,

           madlib.array_max(array1) max,

           madlib.array_min_index(array1) min_idx,

           madlib.array_max_index(array1) max_idx,

           madlib.array_mean(array1) mean,

           madlib.array_stddev(array1) stddev

from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
说明：
 
 
 	MADlib的数组下标从1开始。
 
 	标准差的计算公式为[image: ]。其中，μ表示数组元素平均值。


 
可以执行下面的查询验证标准差，结果同样是32.4259840936932。
 
 
 

select sqrt(sum(power(a-avg_a,2))/(count(*)-1))

 from (select avg(a) avg_a

         from (select unnest(array1) a from array_tbl where id=2) t) t1,

      (select unnest(array1) a from array_tbl where id=2) t2;


 

 
（3）执行数组加减运算。
 
 
 

select id, madlib.array_add(array1,array2), madlib.array_sub(array1,array2)

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
与数的加法一样，向量的加法也具有一些我们熟知的性质。如果u、v和w是3个向量，那么向量的加法具有如下性质：
 
 
 	向量加法的交换律，加的次序不影响结果：u+v=v+u。
 
 	向量加法的结合律，相加时向量分组不影响结果：(u+v)+w=u+(v+w)。
 
 	向量加法单位元存在性，存在一个零向量（zero vector），简记为0，是单位元。对于任意向量u，有u+0=u。
 
 	向量加法逆元存在性，对于每个向量u，都存在一个逆向量-u，使得u + (-u)=0。


 
（4）数组乘以一个标量。
 
 
 

select id,

madlib.array_scalar_mult(array1,3), madlib.array_scalar_mult(array1,-3)

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
标量乘改变向量的量值，若标量是正则方向不变，若标量为负则方向相反。假设u和v是向量、α和β是标量（数），向量的标量乘法具有如下性质：
 
 
 	标量乘法的结合律。被两个标量乘的次序不影响结果：α(βu) =(αβ)u。


 
 
 

select id,

       madlib.array_scalar_mult(madlib.array_scalar_mult(array1,3),2),

       madlib.array_scalar_mult(madlib.array_scalar_mult(array1,2),3)

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
 
 	标量加法对标量与向量乘法的分配率。两个标量相加后乘以一个向量等于每个标量乘以该向量之后的结果向量相加：(α+β)u =αu +βu。


 
 
 

select id,

       madlib.array_scalar_mult(array1,5),

       madlib.array_add

       (madlib.array_scalar_mult(array1,2),madlib.array_scalar_mult(array1,3))

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
 
 	标量乘法对向量加法的分配率。两个向量相加之后的和与一个标量相乘等于每个向量与该标量相乘然后相加：α(u+v)=αu+αv。


 
 
 

select id,

       madlib.array_scalar_mult(madlib.array_add(array1, array2),3),

       madlib.array_add

       (madlib.array_scalar_mult(array1,3),madlib.array_scalar_mult(array2,3))

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
 
 	标量单位元的存在性。如果α=1，那么对于任何向量u都有αu=u。


 
由向量加法和标量与向量乘法引出了向量空间的概念。向量空间（vector space）是向量的集合，连同一个相关联的标量集（如实数集），满足上述性质，并且向量加法和标量与向量乘法是封闭的。封闭是指向量相加的结果、向量与标量相乘的结果都是原向量集中的向量。向量空间具有如下性质：任何向量都可以用一组称作基（basis）的向量线性组合（linear combination）表示。更明确地说，如果u1，…，un是基向量，那对于任意向量v，都可以找到n个标量的集合{α1，…，αn}使得[image: ]。我们称基向量生成（span）了该向量空间。向量空间的维（dimension）是形成基所需要的最少向量数。通常，我们选取具有单位长度的基向量。
 
基向量通常是正交的（orthogonal）。向量正交是直线垂直的二维概念的推广。从概念上讲，正交向量是不相关的或独立的。如果基向量是相互正交的，那么将向量表示成基向量的线性组合事实上把该向量分解成一些独立分量（independent component）。
 
因此，n维空间的向量可以看作标量（数）的n元组。为了具体地解释，考虑二维欧几里得空间，其中每个点都与一个表示该点到原点的位移的向量相关联。到任意点的位移向量都可以用x方向和y方向的位移和表示。这些位移分别是该点的x和y坐标。
 
我们使用记号v=(v1, v2, …, vn-1, vn)引述向量v的分量。注意，vi是向量v的一个分量，而vi是向量集中的一个向量。从向量的分量角度看，向量的加法变得简单并易于理解。为了将两个向量相加，我们只需要简单地将对应的分量相加。例如，(2,3)+(4,2)=(6,5)。为了计算标量乘以向量，我们只需要用标量乘以每个分量即可，如3×(2,3)=(6,9)。
 
（5）数组乘除。注意，这里过滤掉id=2的行，否则查询会因为除零错误而失败。
 
 
 

select id,

madlib.array_mult(array1,array2), madlib.array_div(array1,array2)

  from array_tbl

 where 0 != all(array2);


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
参与计算的两个数组都是整型，结果也是整型，因此除法运算的结果都被取整。与加法类似，数组乘除运算实际也就是向量分量上的乘除：
 
 
 

select array_agg(a * b), array_agg(a/b)

 from (select unnest(array1) a, unnest(array2) b

         from array_tbl where id=1) t;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（6）计算数组点积。
 
 
 

select id, madlib.array_dot(array1,array2)

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
两个向量u和v的点积u·v的定义为：[image: ]。也就是说，两个向量的点积用向量对应分量的乘积的和来计算，如下面的查询结果为750。
 
 
 

select sum(a * b)

  from (select unnest(array1) a, unnest(array2) b

          from array_tbl where id=2) t;


 

 
由点积的定义来说明何谓两个向量正交。在欧式空间中，可以证明两个非零向量的点积为0当且仅当它们是垂直的。从几何角度，两个向量定义一个平面，并且它们的点积为0当且仅当这两个向量在平面内的夹角等于90°。我们说这样的两个向量是正交的（orthogonal）。
 
（7）向量规范化。
 
 
 

select madlib.normalize(array1) from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
点积也可以用来计算欧式空间中的向量长度：[image: ]。向量长度又称范数（norm），并记作‖u‖。给定一个向量u，我们可以通过用其长度除u的每个分量（通过计算u/‖u‖）找到一个向量，它与u指向相同的方向，但是具有单位长度。这称作将该向量规范化，具有L2范数1。根据规范化的定义，下面的查询与规范化函数结果相同：
 
 
 

select madlib.array_scalar_mult

(array1::float[],1/sqrt(madlib.array_dot(array1, array1)))

  from array_tbl;


 

 
并且可以使用下面的查询验证范数为1：
 
 
 

select id,sum(a)

  from(select id,power(unnest(madlib.normalize(array1)),2) a from array_tbl)t

group by id;


 

 
给定向量范数，向量的点积也可以写成：
 
u·v=‖u‖‖v‖cos(θ)
 
其中，θ是两个向量之间的夹角。把项分组并重新排列，上式可以改写成：
 
u·v=(‖v‖cos(θ))‖u‖=vu‖u‖
 
其中，vu= ‖v‖cos(θ)表示向量v在u的方向上的长度，如图2-2所示。如果u是单位向量，那么该点积是v在u方向上的分量，称为v在u上的正交投影（orthogonal projection）。当然，如果v是单位向量，那么该点积也是u在v方向上的投影。
 

 [image: ] 
 图2-2　向量v在向量u方向的正交投影
 

 
一个与正交性密切相关的概念是线性独立性（linear independent）。如果一个向量集中的每个向量都不能表示成该集合中其他向量的线性组合，那么该集合是线性独立的。如果一个向量集不是线性独立的，那么它们是线性依赖的（linear dependent）。我们希望基中每个向量都不线性依赖于其余的基向量。如果选择相互正交（独立的）基向量，就会自动得到一个线性独立的基向量集，因为任意两个向量都正交的向量集是线性独立的。
 
（8）构造一个9个元素的数组并将数组元素的值设为1.3。
 
 
 

select madlib.array_fill(madlib.array_of_float(9), 1.3::float);


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
array_of_float函数构造一个包含9个元素的数组，初始值为0。array_fill填充数组元素值。array_fill函数中第一个参数的数组元素数据类型需要与第二个参数的数据类型相同。
 
（9）过滤掉数组中的指定元素。
 
 
 

select madlib.array_filter(array1),

       madlib.array_filter(array1,2),

       madlib.array_filter(array1,20)

  from array_tbl;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
在没有给出第二个参数的情况下，madlib.array_filter函数默认过滤掉数组中的0元素，如果给出了第二个元素，就从第一个参数指定的数组中过滤掉该值。如果值在数组中不存在，就返回原数组。
 
（10）将二维数组列展开为一维数组集合。
 
array_unnest_2d_to_1d是MADlib 1.11版本新增的函数，用于将二维数组展开为一维数组。1.10版本并无此函数，但可以创建一个UDF实现。
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之后就可以调用函数展开二维数组：
 
 
 [image: ] 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
2.1.2　稀疏向量
 
有些数据集具有非对称特征，一个对象的大部分属性值都为0，在许多情况下，非零项还不到1%。实际上，稀疏性（sparsity）是一个优点，因为只有非零值才需要存储和处理，这将节省大量的计算时间和存储空间。此外，有些机器学习算法仅适合处理稀疏数据。
 
1. MADlib的稀疏向量
 
MADlib的svec模块实现了一种稀疏向量数据类型，能够为包含大量重复元素的向量提供压缩存储。浮点数组可进行各种计算，有时会有很多的零或其他默认值，在科学计算、零售优化、文本处理等应用中是很常见的。每个浮点数在内存或磁盘中占用8字节，节省多个零值的存储空间通常是有益的，而且跳过零值对于很多向量计算也会提升性能。
 
MADlib 1.10版本仅支持FLOAT8稀疏向量类型。例如，有如下float8[]数据类型的数组：
 
 
 

'{0, 33,...40000个0..., 12, 22 }'::float8[]


 

 
这个数组会占用320KB的内存或磁盘，而其中绝大部分存储的是0值。即使我们利用null位图将0作为null存储，还是会得到一个5KB（40000/8）的null位图，内存使用效率还是不够高。何况在执行数组操作时，40000个零列上的计算结果并不重要。为了解决这个向量存储问题，svec类型使用行程长度编码（Run Length Encoding, RLE），即用一个数–值对数组表示稀疏向量。上面的数组以这种方式被存储为：
 
 
 

'{1,1,40000,1,1}:{0,33,0,12,22}'::madlib.svec


 

 
就是说1个0、1个33、40000个0等，只使用5个整型和5个浮点数类型构成数组存储。除了节省空间，这种RLE表示也很容易实现向量操作，并使向量计算更快。svec模块提供了稀疏向量数据类型相关的函数库。
 
2. 创建稀疏向量
 
可以利用以下四种方式创建稀疏向量。
 
（1）直接使用常量表达式构建一个svec。
 
 
 

select'{n1,n2,...,nk}:{v1,v2,...vk}'::madlib.svec;


 

 
其中n1、n2、…、nk分别指定值v1、v2、…、vk的个数，例如：
 
 
 [image: ] 

 
（2）将一个float数组转换成svec。
 
 
 

select('{v1,v2,...vk}'::float[])::madlib.svec;


 

 
例如：
 
 
 

dm=# select ('{2,4,4,4,6,6,6,6,6}'::float[])::madlib.svec;

      svec

-----------------

 {1,3,5}:{2,4,6}

row)


 

 
（3）使用聚合函数创建一个svec，例如：
 
 
 [image: ] 

 
（4）利用madlib.svec_cast_positions_float8arr()函数创建svec，例如：
 
 
 [image: ] 

 
此查询语句的含义是，生成一个10个元素的svec向量，其中1、3、5位置上的值分别是2、4、6，其他位置的值为0。svec模块的svec_cast_positions_float8arr函数提供了从给定的位置数组和值数组声明一个稀疏向量的功能。下面再看一个例子：
 
 
 [image: ] 

 
第一个整数数组表示第二个浮点数数组的位置，即结果数组的第1、2、5、7、87下标对应的值分别为0.1、0.2、0.5、0.7、0.87。位置本身不需要有序，但要和值的顺序保持一致。第三个参数表示数组的最大维数。小于1最大维度将被忽略，此时数组的最大维度就是位置数组中的最大下标。最后的参数表示没有提供下标的位置上的值。
 
3. 稀疏向量示例
 
（1）简单示例
 
对svec类型可以应用<、>、*、**、/、=、+、SUM等操作和运算，并且具有典型的向量操作的相关含义。例如，加法（+）操作是对两个向量中相同下标对应的元素进行相加。为了使用svec模块中定义的运算符，需要将madlib模式添加到search_path中。
 
 
 

dm=# -- 将madlib模式添加到搜索路径中

dm=# set search_path="$user",public,madlib;

SET

dm=# -- 稀疏向量相加

dm=# select ('{0,1,5}'::float8[]::madlib.svec

dm(#        +'{4,3,2}'::float8[]::madlib.svec)::float8[];

 float8

---------

 {4,4,7}

(1 row)


 

 
如果最后不转换成float8[]，结果就是一个svec类型：
 
 
 [image: ] 

 
两个向量的点积（%*%）结果是FLOAT8类型，如(0*4+1*3+5*2)=13：
 
 
 [image: ] 

 
有些聚合函数对svec也是可用的，如svec_count_nonzero。
 
 
 

drop table if exists list;

create table list (a madlib.svec);

insert into list values

('{0,1,5}'::float8[]::madlib.svec),('{10,0,3}'::float8[]::madlib.svec),

('{0,0,3}'::float8[]::madlib.svec),('{0,1,0}'::float8[]::madlib.svec);


 

 
svec_count_nonzero函数统计svec中每一列非0元素的个数，返回计数的svec。
 
 
 [image: ] 

 
svec数据类型中不应该使用NULL，因为NULL会显式表示为NVP（No Value Present）。
 
 
 

dm=# select'{1,2,3}:{4,null,5}'::madlib.svec;

       svec

-------------------

 {1,2,3}:{4,NVP,5}

(1 row)


 

 
含有NULL的svec相加，结果中显示NVP。
 
 
 [image: ] 

 
可以使用svec_proj()函数访问svec元素，该函数的参数为一个svec和一个元素下标。
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通过svec_subvec()函数可以访问一个svec的子向量，该函数的参数为一个svec及其起止下标。
 
 
 [image: ] 

 
svec的元素／子向量可以通过svec_change()函数进行改变。该函数有三个参数：一个m维的svec sv1，起始下标j，一个n维的svec sv2，其中j+n-1≤m，返回类似sv1的svec，但子向量sv1[j:j+n-1]被sv2所替换。
 
 
 [image: ] 

 
还有处理svec的高阶函数，如svec_lapply对应R语言中的lapply()函数。这里的所谓高阶函数，可以简单理解为函数（svec_lapply）的参数是函数名（sqrt）。
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（2）扩展示例
 
下面的示例是稀疏向量的一个具体应用，说明如何将文档转化为稀疏向量，并进一步对文档归类。假设有一个由若干单词组成的文本数组：
 
 
 

drop table if exists features;

create table features (a text[]);

insert into features values

      ('{am,before,being,bothered,corpus,document,i,in,is,me,

         never,now,one,really,second,the,third,this,until}');


 

 
同时有一个文档集合，每个文档表示为一个单词数组：
 
 
 

drop table if exists documents;

create table documents(a int,b text[]);

insert into documents values

      (1,'{this,is,one,document,in,the,corpus}'),

      (2,'{i,am,the,second,document,in,the,corpus}'),

      (3,'{being,third,never,really,bothered,me,until,now}'),

      (4,'{the,document,before,me,is,the,third,document}');


 

 
如果忽略词的顺序，文档就可以用词向量表示，其中每个词是向量的一个分量（属性），而每个分量的值对应词在文档中出现的次数。文档集合的这种表示通常称作文档–词矩阵（document-term matrix）。文档是矩阵的行，词是矩阵的列。实践应用时，仅存放稀疏数据矩阵的非零项。
 
现在有了字典和文档，我们要对每个文档中出现单词的数量和比例应用向量运算，将文档进行分类。在开始处理前，需要找到每个文档中出现的字典中的单词。我们为每个文档创建一个稀疏特征向量（Sparse Feature Vector, SFV）。SFV是一个N维向量，N是字典单词的数量，SFV中的每个元素都是文档中对每个字典单词的计数。svec模块中有一个函数可以从文档创建SFV：
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注意，madlib.svec_sfv()函数的输出是每个文档一个向量，元素值是相应字典顺序位置上单词在文档中出现的次数。通过对比特征向量和文档，更容易理解这一点：
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可以看到文档"i am the second document in the corpus"的SFV为{1,3*0,1,1,1,1,6*0,1,2,3*0}。单词“am”是字典中的第一个单词，并且在文档中只出现一次。单词“before”没有出现在文档中，所以值为0，以此类推。函数madlib.svec_sfv()能够将大量文档高速并行转换为对应的SFV。
 
分类处理的其余部分都是向量运算。实际应用中很少使用实际计数值，而是将计数转为权重。最普通的权重叫作tf/idf，对应术语是Term Frequency / InverseDocument Frequency（词频–逆文档频率）。对给定文档中给定单词的权重计算公式为：
 
 
 

{#Times in document} * log {#Documents /#Documents the term appears in}


 

 
例如，单词“document”在文档A中的权重为1* log (4/3)，而在文档D中的权重为2*log (4/3)。在每个文档中都出现的单词的权重为0，因为log(4/4)=log(1)=0，仅出现在一个文档中的词具有最大权重log（文档数量）。TF-IDF是一种统计方法，用以评估一个词对于一个文件集或一个资料库其中一个文档的重要程度。词的重要性随着它在文档中出现的次数成正比增加，但同时会随着它在资料库中出现的频率成反比下降。简单来说就是一个词在一篇文档中出现的次数越多，同时在所有文档中出现的次数越少，越能够代表该文章。
 
对于这部分处理，我们需要一个具有字典维数（19）的稀疏向量，元素值为：
 
 
 

log(#documents/#Documents each term appearsin)


 

 
整个文档列表对应单一上述向量。#documents是文档总数，本例中是4，但对于每个字典单词都对应一个分母，其值为出现该单词的文档数。这个向量再乘以每个文档SFV中的计数，结果即为tf/idf权重。
 
 
 [image: ] 

 
查询权重：
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尽管文档具有数以百千计或数以万计的属性（词），但是每个文档向量都是稀疏的，因为它具有相对较少的非零属性值。这样，相似性不能依赖共享0的个数，因为任意两个文档多半不会包含许多相同的词，如果统计0-0匹配，那么大多数文档都会与其他大部分文档非常类似。因此文档的相似性度量需要忽略0-0匹配，而且必须能处理非二元向量。下面定义的余弦相似度（cosinesimilarity）就是文档相似性最常用的度量之一。如果x和y是两个文档向量，则：
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其中，“·”表示向量点积，[image: ]，‖x‖是向量x的长度，[image: ][image: ]。
 
现在就可以使用文档向量点积的ACOS获得一个文档与其他文档的“角距离”。下面计算第一个文档与其他文档的角距离：
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可以看到文档1与自己的角距离为0度，而文档1与文档3的角距离为90度，因为它们之间没有任何相同的单词。
 
2.2　矩阵
 
矩阵可以用来表示数据集，描述数据集上的变换，是MADlib中数据的基本格式，通常使用二维数组数据类型。MADlib中的向量是一维数组，可看作是矩阵的一种特殊形式。MADlib的矩阵运算模块（matrix_ops）实现SQL中的矩阵操作。本节将介绍矩阵的概念，说明MADlib矩阵运算相关函数，并举出一些简单的函数调用示例。
 
2.2.1　矩阵定义
 
矩阵（matrix）是把数集合汇聚成行和列的一种表表示。术语“m×n矩阵”通常用来说明矩阵具有m行和n列。下面所示的矩阵A是2×3矩阵。如果m=n，则我们称该矩阵为方阵（square matrix）。矩阵A的转置记作AT（通过交换A的行和列得到）。
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矩阵的元素用带下标的小写字母表示。对于矩阵A，aij是其第i行第j列的元素。行自上而下编号，列自左向右编号，编号从1开始。例如，a21是矩阵A的第2行第1列的元素，该元素的值是7。
 
矩阵的每一行或列定义一个向量。对于矩阵A，其第i个行向量（row vector）可以用ai∗表示，第j个列向量（column vector）用a∗j表示。使用前面的例子，a2∗=[7 5 2]，而a∗3=[1 2]T。注意，行向量和列向量都是矩阵，必须加以区分，即元素个数相同并且值相同的行向量和列向量代表不同的矩阵。
 
2.2.2　MADlib中的矩阵表示
 
MADlib支持稠密和稀疏两种矩阵表示形式，所有矩阵运算都以任一种表示形式工作。
 
1. 稠密
 
矩阵被表示为一维数组的行集合，例如3×10的矩阵如下：
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row_id列表示每一行的行号，是从1到N没有重复值的连续整型序列，N为矩阵的行数。row_vec列对应构成矩阵每行的一维数组，即行向量。
 
2. 稀疏
 
使用行列下标指示矩阵中每一个非零项，例如：
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常用这种方式表示包含多个零元素的稀疏矩阵。上面的例子只用6行表示一个4×7的矩阵中的非零元素。矩阵的行列元素个数分别由row_id和col_id的最大值指定。注意最后一行，即使value为0也要包含此行，它指出了矩阵的维度，而且指示矩阵的第4行与第7列的元素值都是0。
 
对于稀疏矩阵表，row_id和col_id列逻辑类似于关系数据库的联合主键，要求非空且唯一。value列应该是标量简单数据类型。上面矩阵对应的稠密表示如下：
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2.2.3　MADlib中的矩阵运算函数
 
与向量操作相同，矩阵运算函数支持的元素数据类型也包括SMALLINT、INTEGER、BIGINT、FLOAT8和NUMERIC（内部被转化为FLOAT8，可能丢失精度）。
 
1. 矩阵操作函数分类
 
MADlib的矩阵操作函数可分为表示、计算、提取、归约、创建、转换六类。下面列出每一类中所包含的函数名称及其参数。
 
（1）表示函数
 
 
 

-- 转为稀疏矩阵

matrix_sparsify( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- 转为稠密矩阵

matrix_densify( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- 获取矩阵的维度

matrix_ndims( matrix_in, in_args )


 

 
（2）计算函数
 
 
 

-- 矩阵转置

matrix_trans( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- 矩阵相加

matrix_add( matrix_a, a_args, matrix_b, b_args, matrix_out, out_args)

-- 矩阵相减

matrix_sub( matrix_a, a_args, matrix_b, b_args, matrix_out, out_args)

-- 矩阵相乘

matrix_mult( matrix_a, a_args, matrix_b, b_args, matrix_out, out_args)

-- 数组元素相乘

matrix_elem_mult( matrix_a, a_args, matrix_b, b_args, matrix_out, out_args)

-- 标量乘矩阵

matrix_scalar_mult( matrix_in, in_args, scalar, matrix_out, out_args)

-- 向量乘矩阵

matrix_vec_mult( matrix_in, in_args, vector)


 

 
（3）提取函数
 
 
 

-- 从行下标提取行

matrix_extract_row( matrix_in, in_args, index)

-- 从列下标提取列

matrix_extract_col( matrix_in, in_args, index)

-- 提取主对角线元素

matrix_extract_diag( matrix_in, in_args)


 

 
（4）归约函数（指定维度的聚合）
 
 
 

-- 获取指定维度的最大值。如果fetch_index=True，返回对应的下标

matrix_max( matrix_in, in_args, dim, matrix_out, fetch_index)

-- 获取指定维度的最小值。如果fetch_index=True，返回对应的下标

matrix_min( matrix_in, in_args, dim, matrix_out, fetch_index)

-- 获取指定维度的和

matrix_sum( matrix_in, in_args, dim)

-- 获取指定维度的均值

matrix_mean( matrix_in, in_args, dim)

-- 获取矩阵范数

matrix_norm( matrix_in, in_args, norm_type)


 

 
（5）创建函数
 
 
 

-- 创建一个指定行列维度的矩阵，用1初始化元素值

matrix_ones( row_dim, col_dim, matrix_out, out_args)

-- 创建一个指定行列维度的矩阵，用0初始化元素值

matrix_zeros( row_dim, col_dim, matrix_out, out_args)

-- 创建单位矩阵

matrix_identity( dim, matrix_out, out_args)

-- 用给定对角元素初始化矩阵

matrix_diag( diag_elements, matrix_out, out_args)


 

 
（6）转换函数
 
 
 

-- 矩阵求逆

matrix_inverse( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- 广义逆矩阵

matrix_pinv( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- 矩阵特征提取

matrix_eigen( matrix_in, in_args, matrix_out, out_args)

-- Cholesky分解

matrix_cholesky( matrix_in, in_args, matrix_out_prefix, out_args)

-- QR分解

matrix_qr( matrix_in, in_args, matrix_out_prefix, out_args)

-- LU分解

matrix_lu( matrix_in, in_args, matrix_out_prefix, out_args)

-- 求矩阵的核范数

matrix_nuclear_norm( matrix_in, in_args)

-- 求矩阵的秩

matrix_rank( matrix_in, in_args)


 

 
矩阵转换函数仅基于内存操作实现。单一节点的矩阵数据被用于分解计算。这种操作只适合小型矩阵，因为计算不是分布到多个节点执行的。
 
2. 矩阵操作函数示例
 
执行下面的脚本创建两个稠密表示的矩阵测试表并添加数据。mat_a矩阵4行4列，mat_b矩阵5行4列。
 
 
 

drop table if exists mat_a;

create table mat_a (row_id integer, row_vec integer[]);

insert into mat_a (row_id, row_vec) values

(1, '{9,6,5,8}'), (2, '{8,2,2,6}'), (3, '{3,9,9,9}'), (4, '{6,4,2,2}');

drop table if exists mat_b;

create table mat_b (row_id integer, vector integer[]);

insert into mat_b (row_id, vector) values

(1, '{9,10,2,4}'), (2, '{5,3,5,2}'), (3, '{0,1,2,3}'), (4, '{2,9,0,4}'), (5,

'{3,8,7,7}');


 

 
（1）由稠密矩阵表生成稀疏表示的表
 
 
 

drop table if exists mat_a_sparse;

select madlib.matrix_sparsify('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec',

                                    'mat_a_sparse', 'col=col_id, val=val');

drop table if exists mat_b_sparse;

select madlib.matrix_sparsify('mat_b', 'row=row_id, val=vector',

                                    'mat_b_sparse', 'col=col_id, val=val');


 

 
madlib.matrix_sparsify函数将稠密表示矩阵表转为稀疏表示的矩阵表，四个参数分别指定输入表名、输入表参数（代表行ID的列名、存储矩阵元素值的列名等）、输出表名、输出表参数（代表列ID的列名、存储矩阵元素值的列名等）。
 
上面的例子将稠密矩阵转为稀疏表示，并新建表存储转换结果。源表的两列类型分别是整型和整型数组，输出表包含三列，行ID列名与源表相同，列ID列和值列由参数指定。由于mat_a表的矩阵中不存在0值元素，生成的稀疏矩阵表共有16条记录，而mat_b中有两个0值，因此稀疏表中只有18条记录。
 
 
 [image: ] 

 
（2）矩阵转置
 
matrix_trans函数的第一个参数是源表名，第二个参数指定行、列或值的字段名，第三个参数为输出表名。
 
 
 

-- 稠密格式

drop table if exists mat_a_r;

select madlib.matrix_trans('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec','mat_a_r');

select * from mat_a_r order by row_id;


 

 
结果：
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-- 稀疏格式

drop table if exists mat_b_sparse_r;

select madlib.matrix_trans('mat_b_sparse', 'row=row_id, col=col_id,

val=val','mat_b_sparse_r');

select * from mat_b_sparse_r order by row_id, col_id;


 

 
结果：
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源矩阵5行4列，转置后的矩阵为4行5列。
 
（3）提取矩阵的主对角线
 
 
 

select madlib.matrix_extract_diag('mat_b', 'row=row_id, val=vector'),

     madlib.matrix_extract_diag

('mat_b_sparse_r', 'row=row_id, col=col_id, val=val');


 

 
结果：
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matrix_extract_diag函数的返回值是由对角线元素组成的数组。可以看到，矩阵和其对应的转置矩阵具有相同的主对角线。也就是说，矩阵转置实际上是沿着主对角线的元素对折操作。
 
（4）创建对角矩阵
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结果：
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madlib.matrix_diag函数输出的是一个稀疏表示的对角矩阵表，如果不指定“col=col_id”，输出表中代表列的列名为col。
 
（5）创建单位矩阵
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_identity(4, 'mat_r');

select * from mat_r;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
matrix_identity函数创建一个稀疏表示的单位矩阵表。主对角线上的元素都为1、其余元素全为0的方阵称为单位矩阵。
 
（6）提取指定下标的行或列
 
 
 [image: ] 

 
结果返回两个向量，即mat_a的第2行、mat_b_sparse的第3列：
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（7）获取指定维度的最大最小值及其对应的下标
 
 
 

drop table if exists mat_max_r, mat_min_r;

select madlib.matrix_max

('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec', 2, 'mat_max_r', true),

       madlib.matrix_min

('mat_b_sparse', 'row=row_id, col=col_id', 1, 'mat_min_r', true);

select * from mat_max_r, mat_min_r;


 

 
结果：
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matrix_max和matrix_min函数分别返回指定维度的最大值和最小值，其中维度参数的取值只能是1或2，分别代表行和列。返回值为数组类型，如果最后一个参数为‘true’，表示结果中包含最大最小值对应的下标数组列。
 
（8）创建元素为全0的矩阵
 
 
 

drop table if exists mat_r01, mat_r02;

select madlib.matrix_zeros(3, 2, 'mat_r01', 'row=row_id, col=col_id,

val=entry'),

       madlib.matrix_zeros(3, 2, 'mat_r02', 'fmt=dense');

select * from mat_r01;

select * from mat_r02;


 

 
结果分别为：
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注意，元素值全为0，所以稀疏表示的矩阵表只有1行。
 
（9）创建元素为全1的矩阵
 
 
 

drop table if exists mat_r11, mat_r12;

select madlib.matrix_ones(3, 2, 'mat_r11', 'row=row_id, col=col_id,

val=entry'),

       madlib.matrix_ones(3, 2, 'mat_r12', 'fmt=dense');

select * from mat_r11 order by row_id;

select * from mat_r12 order by row;


 

 
结果分别为：
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因为元素值全为1，所以稀疏表示的矩阵表有6行。
 
（10）获取行列维度数
 
 
 

select madlib.matrix_ndims('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec'),

       madlib.matrix_ndims('mat_a_sparse', 'row=row_id, col=col_id');


 

 
结果：
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（11）矩阵相加
 
与向量一样，矩阵也可以通过将对应元素（分量）相加来求和。MADlib的矩阵相加函数要求两个矩阵具有相同的行数和列数。更明确地说，假定A和B都是m×n的矩阵，A和B的和是m×n矩阵C，其元素由下式计算：
 
cij=aij+bij
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结果：
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madlib.matrix_add函数有三组参数，分别是两个相加的矩阵表和结果矩阵表。相加的两个矩阵表不必有相同的表示形式，如上面的函数调用中，一个矩阵为稠密形式，一个矩阵为稀疏形式，但两个矩阵必须具有相同的行列数，否则会报如下错误：
 
 
 

Matrix error: The dimensions of the two matrices don't match


 

 
矩阵加法具有如下性质：
 
 
 	矩阵加法的交换律。加的次序不影响结果：A+B=B+A。
 
 	矩阵加法的结合律。相加时矩阵分组不影响结果：(A+B)+C=A+(B+C)。
 
 	矩阵加法单位元的存在性。存在一个零矩阵（zero matrix），其元素均为0并简记为0，是单位元。对于任意矩阵A，有A+0=A。
 
 	矩阵加法逆元的存在性。对于每个矩阵A，都存在一个矩阵-A，使得A+(-A)=0。-A的元素为-aij。


 
（12）标量与矩阵相乘
 
与向量一样，也可以用标量乘以矩阵。标量α和矩阵A的乘积是矩阵B=αA，其元素由下式给出：
 
bij=αaij
 
例如，下面matrix_scalar_mult函数执行结果是由原矩阵的每个元素乘以3构成的矩阵表。
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_scalar_mult('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec', 3,

'mat_r');

select * from mat_r order by row_id;


 

 
结果：
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矩阵的标量乘法具有与向量的标量乘法非常相似的性质。
 
 
 	标量乘法的结合律，被两个标量乘的次序不影响结果：α(βA)=(αβ)A。
 
 	标量加法对标量与矩阵乘法的分配率，两个标量相加后乘以一个矩阵等于每个标量乘以该矩阵之后的结果矩阵相加：(α+β)A=αA+βA。
 
 	标量乘法对矩阵加法的分配率，两个矩阵相加之后的和与一个标量相乘等于每个矩阵与该标量相乘然后相加：α(A+B)=αA+αB。
 
 	标量单位元的存在性，如果α=1，则对于任意矩阵A，有αA=A。


 
我们可以认为矩阵由行向量或列向量组成，因此矩阵相加或用标量乘以矩阵等于对应行向量或列向量相加或用标量乘它们。
 
（13）矩阵乘法
 
我们可以定义矩阵的乘法运算。先定义矩阵与向量的乘法。矩阵与列向量的乘法：m×n矩阵A乘以n×1的列矩阵u的积是m×1的列矩阵v=Au，其元素由下式给出：
 
vi=ai∗·uT
 
换言之，我们取A的每个行向量与u的转置的点积。注意，在下面的例子中，u的行数必然与A的列数相等。
 
 
 [image: ]

 
类似地，我们可以定义矩阵被行向量左乘。矩阵与行向量的乘法：1×m的行矩阵u乘以m×n矩阵A的积是1×n的行矩阵v=uA，其元素由下式给出：
 
vi=u·(a∗j)T
 
换言之，我们取该行向量与矩阵A的每个列向量的转置的点积。下面给出一个例子：
 
 
 [image: ]

 
MADlib的matrix_vec_mult函数用于计算一个m×n矩阵乘以一个1×n的矩阵（向量），结果是一个1×m的矩阵。如下面的5×4的矩阵mat_b乘以一个1×4的矩阵，结果是一个1×5的矩阵。
 
 
 [image: ] 

 
可以用下面的查询验证矩阵乘以向量的结果。
 
 
 

dm=# select array_agg(madlib.array_dot(vector,array[1,2,3,4])) from mat_b;

    array_agg

------------------

 {51,34,20,36,68}

(1 row)


 

 
我们定义两个矩阵的乘积，作为上述概念的推广。m×n矩阵A与n×p矩阵B的积是m×p矩阵C（C=AB），其元素由下式给出：
 
cij=ai∗·(b∗j)T
 
换言之，C的第ij个元素是A的第i个行向量与B的第j个列向量转置的点积。
 
matrix_mult函数用于矩阵相乘。如前所述，第一组参数中的矩阵列数应该与第二组参数中的矩阵行数相同，否则会报错：
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可以对mat_b先进行转置，再与mat_a相乘。matrix_mult函数调用时的trans=true参数表示先对mat_b表行列转置再进行矩阵乘法。这次的矩阵乘法计算将正常执行。
 
 
 [image: ] 

 
结果是一个4×5矩阵：
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执行结果与下面的查询相同。
 
 
 [image: ] 

 
矩阵乘法具有如下性质。
 
 
 	矩阵乘法的结合律，矩阵乘的次序不影响计算结果：(AB)C=A(BC)。
 
 	矩阵乘法的分配率，矩阵乘法对矩阵加法是可分配的：A(B+C)=AB+AC并且(B+C)A=BA+CA。
 
 	矩阵乘法单位元的存在性，若Ip是p×p矩阵的单位矩阵，则对于任意m×n矩阵A，AIn=A并且ImA=A。


 
一般地，矩阵乘法是不可交换的，即AB≠BA。
 
如果我们有一个n×1列向量u，我们就可以把m×n矩阵A被该向量右乘看作u到m维列向量v=Au的变换。类似地，如果我们用一个（行）向量u=[u1,…,um]左乘A，我们可以将它看作u到n维行向量v=uA的变换。这样，我们可以把一个任意m×n矩阵A看作一个把一个向量映射到另一个向量空间的函数。
 
（14）两矩阵元素相乘
 
与矩阵乘法定义不同，MADlib的两矩阵元素相乘定义为C=AB，A、B、C均为m×n矩阵，C的元素由下式给出：
 
cij=aij×bij
 
MADlib的matrix_elem_mult函数执行两矩阵元素相乘，并输出结果矩阵。
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结果：
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（15）求矩阵的秩
 
 
 

select madlib.matrix_rank('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec');


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
注意，当矩阵以稀疏形式表示，并且列数大于行数时，matrix_rank函数会报错。
 
 
 

dm=# select madlib.matrix_rank('mat_b_sparse_r', 'row=row_id, col=col_id,

val=val');

ERROR:  plpy.SPIError: Function

"madlib.__matrix_compose_sparse_transition(double

precision[],integer,integer,integer,integer,double precision)": Invalid col

id. (UDF_impl.hpp:210)  (seg20 hdp4:40000 pid=123035) (plpython.c:4663)

CONTEXT:  Traceback (most recent call last):

  PL/Python function "matrix_rank", line 23, in <module>

    return matrix_ops.matrix_rank(schema_madlib, matrix_in, in_args)

  PL/Python function "matrix_rank", line 2702, in matrix_rank

  PL/Python function "matrix_rank", line 2672, in matrix_eval_helper

PL/Python function "matrix_rank"

dm=#


 

 
矩阵的秩（rank of a matrix）常常用来刻画矩阵。设矩阵A=(aij)m×n，在A中任取k行k列交叉处元素按原相对位置组成的k阶行列式，称为A的一个k阶子式。m×n矩阵A共有[image: ]个k阶子式。若A有r阶子式不为0，任何r+1阶子式（如果存在的话）全为0，则称r为矩阵A的秩，记作R(A)。
 
矩阵的秩具有以下基本性质：
 
 
 	0矩阵的秩为0。
 
 	若R(A)=r，则A中至少有一个r阶子式Dr≠0，所有r+1阶子式为0，且更高阶子式均为0，r是A中非零子式的最高阶数。
 
 	矩阵转置，秩不变。
 
 	0≤R(A)≤min(m,n)。
 
 	若A是n×n方阵，并且|A|≠0，则R(A)=n；反之，若R(A)=n，则|A|≠0。


 
矩阵的秩（rank of a matrix）是行空间和列空间的最小维度，此维度中的向量组是线性无关的。例如，把一个1×n的行向量复制m次，产生一个m×n的矩阵，则我们只有一个秩为1的矩阵。
 
（16）求逆矩阵
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_inverse('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec', 'mat_r');

select row_vec from mat_r order by row_id;


 

 
结果：
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设A、B是两个矩阵，若AB=BA=E，则称B是A的逆矩阵，而A则被称为可逆矩阵。其中E是单位矩阵。下面看一个不可逆矩阵的例子。
 
 
 

create table t1 (a int, b int[]);

insert into t1 values

(1,'{1,2,3}'),(2,'{2,4,6}'),(3,'{3,6,9}');

select madlib.matrix_rank('t1', 'row=a, val=b');

select madlib.matrix_inverse('t1', 'row=a, val=b', 't2');

select * from t2 order by a;


 

 
3阶矩阵t1的秩为1，用matrix_inverse求t1的逆矩阵，结果如下：
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如果求逆的矩阵不是方阵，那matrix_inverse函数会报如下错误：
 
 
 

Matrix error: Inverse operation is only defined for square matrices


 

 
（17）求广义逆矩阵
 
把逆矩阵推广到不可逆方阵（奇异矩阵）或长方矩阵上，这就是所谓的广义逆矩阵。广义逆矩阵具有逆矩阵的部分性质，并且在方阵可逆时，它通常与逆矩阵一致。
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_pinv('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec', 'mat_r');

select row_vec from mat_r order by row_id;


 

 
结果：
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matrix_pinv函数用于求矩阵的广义逆矩阵。还以上面的不可逆方阵为例，求它的广义逆矩阵。
 
 
 

drop table if exists t1,t2;

create table t1 (a int, b int[]);

insert into t1 values

(1,'{1,2,3}'),(2,'{2,4,6}'),(3,'{3,6,9}');

select madlib.matrix_pinv('t1', 'row=a, val=b', 't2');

select * from t2 order by a;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
再看一个长方矩阵的例子。
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_ndims('mat_b', 'row=row_id, val=vector'),

       madlib.matrix_pinv('mat_b', 'row=row_id, val=vector', 'mat_r');

select * from mat_r order by row_id;


 

 
mat_b是一个5×4矩阵，它的广义逆矩阵如下：
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（18）提取矩阵的特征值
 
 
 

drop table if exists mat_r;

select madlib.matrix_eigen('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec', 'mat_r');

select * from mat_r order by row_id;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（19）求矩阵范数
 
matrix_norm函数用于求矩阵范数，支持的类型值有‘fro’‘one’‘inf’‘max’‘spec’，分别代表frobenius范数、1范数、infinity范数、max范数和spectral范数。默认为frobenius范数。
 
 
 

select madlib.matrix_norm('mat_b_sparse', 'row=row_id, col=col_id, val=val');


 

 
结果：
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F-范数的公式为：[image: ]。依据公式可知下面查询的结果与matrix_norm函数的返回值相等。
 
 
 

select sqrt(sum(power(val,2))) from mat_b_sparse;


 

 
（20）求矩阵核范数
 
 
 

select madlib.matrix_nuclear_norm('mat_a', 'row=row_id, val=row_vec');


 

 
结果：
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矩阵的核范数是指矩阵奇异值的和，关于矩阵奇异值，在讨论MADlib的矩阵分解函数时再进行详细说明。
 
2.3　小结
 
本章介绍了MADlib的基本数据类型，向量与矩阵。在MADlib中，向量和矩阵分别用数据库中的一维数组和二维数组数据类型存储。MADlib提供了丰富的向量和矩阵操作函数，这里对大部分函数给出了例子说明。这些函数虽然简单，但是作为MADlib的基础模块非常重要。数据分析的对象通常被抽象为向量或矩阵，而许多机器学习的复杂算法内部也是对向量或矩阵进行计算。
第3章　数据转换
 
机器学习模型的质量好坏与训练所用的数据密切相关。好的训练数据的一个关键特性是以一种针对学习和归纳进行优化的方式提供的。在业内，这种将数据一起置入优化格式的过程称为数据转换。本章介绍MADlib的主要数据转换相关模块，包括邻近度、矩阵分解、透视表和分类变量编码。
 
3.1　邻近度
 
MADlib的线性代数模块（linalg module）包括基本线性代数操作的实用函数，其中包括多种范式、距离、相似度、向量均值、矩阵聚合等函数。本节先讨论相似性和相异性的基本概念，然后对照概念说明MADlib的线性代数函数，并用简单示例描述这些函数的用法。
 
相似性和相异性是重要的概念，因为它们被许多机器学习技术所使用，如聚类、近邻分类和异常检测等。我们使用术语邻近度（proximity）表示相似性或相异性。两个对象之间的相似度（similarity）是指这两个对象相似程度的数值度量。两个对象越相似，它们的相似度就越高。通常，相似度是非负的，并常常在0（不相似）和1（完全相似）之间取值。两个对象之间的相异度（dissimilarity）是这两个对象差异程度的数值度量。对象越类似，它们的相异度就越低。术语距离（distance）经常用作相异度的同义词，用来表示特定类型的相异度。有时相异度在区间[0,1]中取值，但相异度在0和∞之间取值也很常见。
 
通常使用变换把相似度转换成相异度或相反，或者把邻近度变换到一个特定区间，如[0,1]。例如，我们可能有相似度，其值域从1到10，但是我们打算使用的算法或软件只能处理相异度，或只能处理[0,1]区间的相似度。这种变换相对独立于特定的邻近度度量方法。
 
3.1.1　MADlib的邻近度相关函数
 
1. 函数概览
 
利用MADlib提供的邻近度相关函数，可以很方便地实现新算法。这些函数操作的对象是向量（一维FLOAT8数组）和矩阵（二维FLOAT8数组）。注意，这类函数只接受FLOAT8数组参数，因此在调用函数时，需要将其他类型的数组转换为FLOAT8[]。表3-1列出了相关函数的简要说明。
 
 
 表3-1　MADlib邻近度相关函数
 
 [image: ] 

 
2. 函数示例
 
（1）范数
 
 
 

select madlib.norm1('{1,-2,3}'),madlib.norm2('{1,-2,3}');


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
1范数的定义为向量各元素绝对值的和，2范数的定义是向量各元素平方和的平方根。根据定义下面的查询与范数函数的结果相同。
 
 
 

select sum(norm1) norm1, sqrt(sum(norm2)) norm2

  from (select abs(unnest('{1,-2,3}'::float[])) norm1 ,

               power(unnest('{1,-2,3}'::float[]),2) norm2) t;


 

 
（2）欧几里得距离（L2范数）
 
 
 

select madlib.dist_norm2('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
 
 
 

    dist_norm2

------------------

 5.19615242270663

(1 row)


 

 
2范数与欧几里得距离相对应。一维、二维、三维或高维空间中两个点x和y之间的欧几里得距离（Euclidean distance）d由如下公式定义：
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其中，n是维数，而xk和yk分别是x和y的第k个属性值（分量）。
 
（3）闵可夫斯基距离（Lp范数）
 
 
 

select madlib.dist_pnorm('{1,-2,3}', '{4,-5,6}', 5);


 

 
结果：
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欧几里得距离可以用闵可夫斯基距离（Minkowski distance）来推广：
 
 
 [image: ]

 
其中r是标量参数。注意不要将参数r与维数（属性数）n混淆。欧几里得距离、曼哈顿距离和上确界距离是对n的所有值（1,2,3…）定义的，并且指定了将每个维（属性）上的差的组合成总距离的不同方法。
 
（4）曼哈顿距离（L1范数）
 
 
 

select madlib.dist_norm1('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
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闵可夫斯基距离的r=1时称为曼哈顿距离，r=2时就是欧几里得距离。
 
（5）上确界距离（Lmax或L∞范数）
 
 
 

select madlib.dist_inf_norm('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
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闵可夫斯基距离的r=∞时称为上确界距离。这是对象属性之间的最大距离。更正式地，L∞距离由下面的公式定义：
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（6）平方欧几里得距离
 
 
 

select madlib.squared_dist_norm2('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
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平方欧几里得距离即：
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（7）Jaccard距离
 
 
 

select madlib.dist_jaccard('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
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Jaccard距离的定义是1-Jaccard系数（Jaccard Coefficient）。Jaccard系数定义为A与B交集的大小与A与B并集的大小的比值。假定x和y是两个数据对象，代表两个事务。如果每个二元属性对应于商店的一种商品，1表示该商品被购买，而0表示该商品未被购买。由于未被顾客购买的商品数远远大于被购买的商品数，因此常常使用Jaccard系数来处理这种仅包含非对称二元属性的对象。Jaccard系数通常用符号J表示，由如下等式定义：
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其中：
 
f00=x取0并且y取0的属性个数
 
f01=x取0并且y取1的属性个数
 
f10=x取1并且y取0的属性个数
 
f11=x取1并且y取1的属性个数
 
（8）Tanimoto距离
 
 
 

select madlib.dist_tanimoto('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
Tanimoto距离（谷本距离）定义为1-Tanimoto系数。Tanimoto系数又称广义Jaccard系数，可以用于文档数据，并在二元属性情况下归约为Jaccard系数。该系数用EJ表示，由下式定义：
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（9）余弦相似度
 
 
 

select madlib.cosine_similarity('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
在介绍MADlib的稀疏向量时，曾经举了一个tf/idf算法的例子。当时我们使用了反余弦函数计算文档的角距离，从而以此判断文档的相似度（参见2.1.2小节）。文档的相似性度量不仅应当像Jaccard度量一样需要忽略0-0匹配，还必须能够处理非二元向量。文档相似性最常用的度量之一就是余弦相似度，其定义如下。若x和y是两个文档向量，则
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其中，“·”表示向量点积，[image: ]，‖x‖是向量x的长度，[image: ][image: ]。
 
余弦相似度实际上是x和y之间夹角（余弦）的度量。这样，若余弦相似度为1，则x和y之间的夹角为0度，并且除大小（长度）之外，x和y是相同的；若余弦相似度为0，则x和y之间的夹角为90度，以文档为例，说明它们不包含任何相同的词（术语）。
 
余弦相似度公式可以写成下面的形式：
 
 
 [image: ]

 
其中，x＇=x/‖x‖，y＇=y/‖y‖。x和y被它们的长度除，规范化成具有长度1。这意味着在计算相似度时，余弦相似度不考虑两个数据对象的量值。（当量值很重要时，欧几里得距离可能是一种更好的选择。）对于长度为1的向量，余弦度量可以通过简单地取点积计算。在需要大量对象之间的余弦相似度时，将对象规范化，使之具有单位长度可以减少计算时间。
 
（10）角距离
 
 
 

select madlib.dist_angle('{1,-2,3}', '{4,-5,6}');


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
角距离定义为余弦相似度上的反余弦函数：
 
 
 

dm=# select acos(madlib.cosine_similarity('{1,-2,3}', '{4,-5,6}'));

       acos

-------------------

 0.225726128552734

(1 row)


 

 
（11）取矩阵的行列
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结果：
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（12）求向量平均值
 
 
 

drop table if exists vector;

create table vector(id integer, v float8[]);

insert into vector values (1, '{4,1}'), (2, '{8,-6}'), (3, '{5,9}');

select madlib.avg(v) from vector;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
平均值函数madlib.avg对一组向量分量求平均值，返回由分量平均值构成的结果向量。
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（13）求向量的归一化平均值
 
 
 

select madlib.normalized_avg(v) from vector;


 

 
结果：
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madlib.normalized_avg的计算过程为：
 
（1）将原数据中的向量做标准差归一化。
 
（2）对归一化后的数据求向量平均值。
 
（3）对结果向量再做一次标准差归一化，返回结果向量。
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注意，madlib.normalized_avg函数只做归一化，不做中心化（均值不为0）。
 
（14）合并向量
 
 
 

select madlib.matrix_agg(v) from vector;


 

 
结果：
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madlib.matrix_agg函数将参数中的一组向量合并为一个矩阵（二维数组）。
 
3.1.2　距离度量的中心化和标准化
 
距离度量的一个重要问题是当属性具有不同的值域时如何处理，这种情况通常称作“变量具有不同的尺度”。例如，基于年龄和收入两个属性来度量人之间的欧几里得距离，除非这两个属性是标准化的，否则两个人之间的距离将被收入所左右。
 
当属性具有不同值域（不同的方差）并且数据分布近似于正太分布时，需要标准化步骤对数据进行预处理。通过中心化和标准化处理，可以得到均值为0、标准差为1的服从正太分布的数据。
 
假设样本集X的均值（mean）为m，标准差（Standard Deviation）为s，那么X的标准化变量表示为：
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假设有一组数值x1、x2、…、xn，其算术平均值为m，则标准差的计算公式为：
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标准差是一组数据平均值分散程度的一种度量。标准差较大，表示大部分数值和其平均值之间差异较大；标准差较小，代表这些数值比较接近平均值。
 
通过简单的推导可得，两个向量x和y的标准化欧几里得距离的计算公式为：
 
 
 [image: ]

 
其中，xk是向量x的第k个分量，yk向量y的第k个分量，sk是第k个分量上的标准差。这样，在计算距离时，不同特征的影响程度就一样了。如果将方差的倒数看成是权重，标准化欧氏距离公式也可以看作是一种加权欧氏距离。标准化欧几里得距离解决了不同属性的尺度（值域）不一致的问题。
 
3.1.3　选取正确的邻近度度量
 
邻近度度量的类型应该与数据类型相适应。对于稠密的、连续的数据，通常使用距离度量，如欧几里得距离。在机器学习中，取实数值的数据是连续的数据，而具有有限个值或无限但可数个值的数据称为离散数据。连续属性之间的邻近度通常用属性值的差来表示，并且距离度量提供了一种将这些差组合到总邻近性度量的良好的方法。尽管属性可能有不同的取值范围和不同的重要性，但这些问题通常可以使用标准化或加权的方法处理。
 
对于稀疏数据，常常包含非对称的属性，通常使用忽略0-0匹配的相似性度量。从概念上讲，这反映了如下事实：对于一对复杂对象，相似度依赖于它们共同具有的性质数目，而不是依赖于它们都缺失的性质数目。在特殊情况下，对于稀疏的、非对称的数据，大部分对象都只具有少量被属性描述的性质，因此如果考虑它们都不具有的性质，那么它们都高度相似。余弦、Jaccard和广义Jaccard度量对于这类数据是合适的。
 
3.2　矩阵分解
 
矩阵分解（Matrix Factorization）简单说就是将原始矩阵拆解为数个矩阵的乘积。在一些大型矩阵计算中，其计算量大，化简繁杂，使得计算非常复杂。如果运用矩阵分解，将大型矩阵分解成简单矩阵的乘积形式，就可大大降低计算的难度以及计算量。这就是矩阵分解的主要目的。矩阵的秩问题、奇异性问题、特征值问题、行列式问题等都可以通过矩阵分解后清晰地反映出来。另一方面，对于那些大型的数值计算问题，矩阵的分解方式以及分解过程也可以作为计算的理论依据。MADlib 1.10提供了低秩矩阵分解和奇异值分解两种矩阵分解方法。
 
3.2.1　低秩矩阵分解
 
1. 背景知识
 
矩阵中的最大不相关向量的个数叫作矩阵的秩，可通俗理解为数据有秩序的程度。秩可以度量相关性，而向量的相关性实际上又带有矩阵的结构信息。如果矩阵之间各行的相关性很强，就表示这个矩阵实际可以投影到更低维度的线性子空间，也就是用几个特征就可以完全表达了，它就是低秩的。所以我们可以总结的一点是：如果矩阵表达的是结构性信息，例如图像、用户推荐表等，那么这个矩阵各行之间存在着一定的相关性，这个矩阵一般就是低秩的。
 
如果A是一个m行n列的数值矩阵、rank(A)是A的秩，并且rank(A)远小于m和n，就称A是低秩矩阵。低秩矩阵每行或每列都可以用其他的行或列线性表示，可见它包含大量的冗余信息。利用这种冗余信息，可以对缺失数据进行恢复，也可以对数据进行特征提取。
 
MADlib的lmf模块可用两个低秩矩阵的乘积逼近一个稀疏矩阵，逼近的目标就是让预测矩阵和原来矩阵之间的均方根误差（Root Mean Squared Error, RMSE）最小，从而实现所谓“潜在因子模型”。lmf模块提供的低秩矩阵分解函数就是为任意稀疏矩阵A找到两个矩阵U和V，使得||A-UVT||2的值最小化，其中‖·‖2代表Frobenius范数。换句话说，只要求得U和V，就可以用它们的乘积来近似模拟A。因此低秩矩阵分解有时也叫UV分解。假设A是一个m×n的矩阵，则U和V分别是m×r和n×r的矩阵，并且1≤r≤min(m,n)。
 
2. MADlib低秩矩阵分解函数
 
MADlib的lmf_igd_run函数能够实现低秩矩阵分解功能。本小节介绍MADlib低秩矩阵分解函数的语法和参数含义，下一小节用一个实例说明该函数的具体用法。
 
（1）lmf_igd_run函数语法
 


     lmf_igd_run( rel_output,

                 rel_source,

                 col_row,

                 col_column,

                 col_value,

                 row_dim,

                 column_dim,

                 max_rank,

                 stepsize,

                 scale_factor,

                 num_iterations,

                 tolerance )


 
（2）参数说明
 
lmf_igd_run函数参数说明如表3-2所示。
 
 
 表3-2　lmf_igd_run函数参数说明
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矩阵分解一般不用数学上直接分解的办法，尽管直接分解出来的精度很高，但是效率实在太低！矩阵分解往往会转化为一个优化问题，通过迭代求局部最优解。但是有一个问题——通常原矩阵的稀疏度很大，分解很容易产生过拟合（overfitting），简单说就是为了迁就一些错误的偏僻的值导致整个模型错误的问题。所以现在的方法是在目标函数中增加一项正则化（regularization）参数来避免过拟合问题。
 
因此，一般的矩阵分解的目标函数（也称损失函数，loss function）为：
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前一项是预测后矩阵和原矩阵的误差，这里计算只针对原矩阵中的非空项。后一项就是正则化因子，用来解决过度拟合的问题。这个优化问题求解的就是分解之后的U、V矩阵的潜在因子向量。
 
madlib.lmf_igd_run函数使用随机梯度下降法（stochastic gradient descent）求解这个优化问题，迭代公式为：
 
Udi=Udi+γ(EijVdj-λUdi)
 
Udj=Vdj+γ(EijUdi-λVdj)
 
其中，[image: ]。
 
γ是学习速率，对应stepsize参数；λ是正则化系数，对应scale_factor参数。γ和λ这是两个超参数，对于最终结果影响极大。在机器学习的上下文中，超参数是在开始学习过程之前设置值的参数，而不是通过训练得到的参数数据。通常情况下，需要对超参数进行优化，以提高学习的性能和效果。γ的大小不仅会影响到执行时间，还会影响到结果的收敛性。γ太大的话会导致结果发散，一般都会把γ取得很小，不同的数据集取的值不同，但大概是0.001这个量级。这样的话训练时间会长一些，但结果会比较好。λ的值一般也比较小，大概取0.01这个量级。
 
迭代开始前，需要对U、V的特征向量赋初值。这个初值很重要，会严重地影响到计算速度。一般的做法是在均值附近产生随机数作为初值。也正是由于这个原因，从数据库层面看，madlib.lmf_igd_run函数是一个非确定函数，也就是说，同样一组输入数据，多次执行函数生成的结果数据是不同的。迭代结束的条件一般是损失函数的值小于某一个阈值（由tolerance参数指定）或者到达指定的最大迭代次数（由num_iterations参数指定）。
 
3. 低秩矩阵分解函数示例
 
我们将通过一个简单示例说明如何利用madlib.lmf_igd_run函数实现潜在因子（Latent Factor）推荐算法。该算法的思想是：每个用户（user）都有自己的偏好，比如一个歌曲推荐应用中，用户A喜欢带有“小清新的”“吉他伴奏的”“王菲”等元素，如果一首歌（item）带有这些元素，就将这首歌推荐给该用户，也就是用元素去连接用户和歌曲。每个人对不同的元素偏好不同，而每首歌包含的元素也不一样。
 
（1）潜在因子矩阵
 
我们希望能找到这样两个矩阵：
 
 
 	潜在因子–用户矩阵Q，表示不同的用户对于不同元素的偏好程度，1代表很喜欢，0代表不喜欢，如图3-1所示。


 

 [image: ] 
 图3-1　潜在因子–用户矩阵
 

 
 
 	潜在因子–音乐矩阵P，表示每首歌曲含有各种元素的成分。比如图3-2中，音乐A是一个偏小清新的音乐，含有“小清新”这个潜在因子的成分是0.9、“重口味”的成分是0.1、“优雅”的成分是0.2等，如图3-2所示。
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 图3-2　潜在因子–音乐矩阵
 

 
利用这两个矩阵，我们能得出张三对音乐A的喜欢程度是：张三对小清新的偏好*音乐A含有小清新的成分＋对重口味的偏好*音乐A含有重口味的成分＋对优雅的偏好*音乐A含有优雅的成分＋……即0.6*0.9+0.8*0.1+0.1*0.2+0.1*0.4+0.7*0=0.68。
 
对每个用户每首歌都这样计算可以得到不同用户对不同歌曲的评分矩阵[image: ]，如图3-3所示。注意，这里的波浪线表示的是估计的评分，接下来我们还会用到不带波浪线的R表示实际的评分矩阵。
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 图3-3　估计的评分矩阵
 

 
因此我们对张三推荐四首歌中得分最高的B、对李四推荐得分最高的C，对王五推荐B。如果用矩阵表示即为：
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（2）如何得到潜在因子
 
潜在因子是怎么得到的呢？面对大量用户和歌曲，让用户自己给歌曲分类并告诉我们其偏好系数显然是不现实的，事实上我们能获得的只有用户行为数据。假定使用以下量化标准：单曲循环=5，分享=4，收藏=3，主动播放=2，听完=1，跳过=-2，拉黑=-5，则在分析时能获得的实际评分矩阵R（也就是输入矩阵）如图3-4所示。
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 图3-4　实际评分矩阵
 

 
推荐系统的目标就是预测出空白对应位置的分值。推荐系统基于这样一个假设：用户对项目的打分越高，表明用户越喜欢。因此，预测出用户对未评分项目的评分后，根据分值大小排序，把分值高的项目推荐给用户。这是一个非常稀疏的矩阵，因为大部分用户只听过全部歌曲中很少一部分。如何利用这个矩阵去找潜在因子呢？这里主要应用到的就是矩阵的UV分解，如图3-5所示。
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 图3-5　矩阵的UV分解
 

 
矩阵分解的想法来自于矩阵补全，即依据一个矩阵给定的部分数据把缺失的值补全。一般假设原始矩阵是低秩的，我们可以从给定的值来还原这个矩阵。由于直接求解低秩矩阵从算法以及参数的复杂度来说效率很低，因此常用的方法是直接把原始矩阵分解成两个子矩阵相乘。例如，将图3-5所示的评分矩阵分解为两个低维度的矩阵，用Q和P两个矩阵的乘积去估计实际的评分矩阵，而且我们希望估计的评分矩阵和实际的评分矩阵不要相差太多，也就是求解矩阵分解的目标函数：
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如前所述，实际应用中，往往还要加上2范数的罚项，然后利用梯度下降法就可以求得P和Q两个矩阵的估计值。例如，我们上面给出的那个例子可以分解成两个矩阵，如图3-6所示。
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 图3-6　分解后得到的UV矩阵
 

 
这两个矩阵相乘就可以得到估计的得分矩阵，如图3-7所示。
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 图3-7　预测矩阵
 

 
将用户已经听过的音乐剔除后，选择分数最高的音乐推荐给用户即可。这个例子里用户7和用户8有较强的相似性，如图3-8所示。
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 图3-8　评分相似的用户
 

 
从推荐的结果来看，正好推荐的是对方评分较高的音乐，如图3-9所示。
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 图3-9　对相似用户的推荐
 

 
该算法假定我们要恢复的矩阵是低秩的，实际上这种假设是十分合理的，比如一个用户对某歌曲的评分是其他用户对这首歌曲评分的线性组合。所以，通过低秩重构就可以预测用户对其未评价过的音乐的喜好程度，从而对矩阵进行填充。
 
（3）利用madlib.lmf_igd_run函数实现
 
① 建立输入表并生成输入数据
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说明：
 
 
 	从前面的解释可以看到，推荐矩阵的行列下标分别表示用户和歌曲。然而在业务系统中，userid和musicid很可能不是按从1到N的规则顺序生成的，因此通常需要建立矩阵下标值与业务表ID之间的映射关系，这里使用HAWQ的BIGSERIAL自增数据类型对应推荐矩阵的索引下标。
 
 	在生成原始数据时对图3-4的例子做了适当的修改。用户表中u5和u10用户没有给任何歌曲打分，而音乐表中的m10、m14、m15无评分。我们希望看到的结果是，除了与打分行为相关的用户和歌曲以外，也能为u5、u10推荐歌曲，并可能将m10、m14、m15推荐给用户。


 
② 调用lmf_igd_run函数分解矩阵
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说明：
 
 
 	最大行列数可以大于实际行列数，如这里传入的参数是11和16，而实际的用户数与歌曲数是10和15。
 
 	max_rank参数为最大秩数，要小于min(row_dim, column_dim)，否则函数会报错：


 


NOTICE:  Matrix lmf_data to be factorized: 11 x 16

ERROR:  plpy.SPIError: Function "madlib.lmf_igd_transition(double

precision[],integer,integer,double precision,double

precision[],integer,integer,integer,double precision,double precision)":

Invalid parameter: max_rank >= row_dim || max_rank >= column_dim

(plpython.c:4663)


 
 
 	最大秩数实际可以理解为最大的潜在因子数，也就是例子中的最大量化指标个数。本例中共有7个指标，因此max_rank参数传7。
 
 	stepsize和scale_factor参数对于结果的影响巨大，而且不同的学习数据，参数值也不同。也就是说超参数的值是与输入数据相关的。在本例中，使用默认值时RMSE很大。经过反复测试，对于测试矩阵，stepsize和scale_factor分别为0.1和1时误差相对较小。


 
函数执行结果的控制台输出如下：
 
 
 [image: ] 

 
可以看到，均方根误差值为0.0033。
 
③ 检查结果
 
从上一步的输出看到，lmf_igd_run()函数返回的模型ID是1，需要用它作为查询条件。
 
 
 

select array_dims(matrix_u) as u_dims, array_dims(matrix_v) as v_dims

  from lmf_model

 where id=1;


 

 
结果：
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结果表中包含分解成的两个矩阵，U（用户潜在因子）矩阵11行7列，V（音乐潜在因子）矩阵16行7列。
 
④ 查询结果值
 
 
 

select matrix_u, matrix_v from lmf_model where id=1;


 

 
⑤ 矩阵相乘生成推荐矩阵
 
MADlib的矩阵相乘函数是matrix_mult，支持稠密和稀疏两种矩阵表示。稠密矩阵需要指定矩阵对应的表名、row和val列，稀疏矩阵需要指定矩阵对应的表名、row、col和val列。现在要将lmf_igd_run函数输出的矩阵装载到表中再执行矩阵乘法。这里使用稀疏形式，只要将二维矩阵的行、列、值插入表中即可。
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结果：
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这两个矩阵（11×3与16×3）相乘生成的结果表是稠密形式的11×16矩阵，这就是我们需要的推荐矩阵。为了方便与原始的索引表关联，将结果表转为稀疏表示。
 
 
 [image: ] 

 
结果：
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最后与原始的索引表关联，过滤掉用户已经听过的歌曲，选择分数最高的歌曲推荐。
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结果：
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这就是为每个用户推荐的歌曲。可以看到，m12、m8分别推荐给了用户u5、u10，m14、m15分别推荐给了用户u3、u4。
 
MADlib的低秩矩阵分解函数可以作为推荐类应用的算法实现。从函数调用角度看，madlib.lmf_igd_run函数是一个非确定函数，也就是说，同样一组输入数据，函数生成的结果数据却不同（对于同样的输入数据，每次的推荐可能不一样）。在海量数据的应用中，推荐可能需要计算的是一个“几亿”×“几亿”的大型矩阵，如何保证推荐系统的性能将成为巨大的挑战。
 
3.2.2　奇异值分解
 
1. 背景知识
 
低秩矩阵分解是用两个矩阵的乘积近似还原一个低秩矩阵。MADlib还提供了另一种矩阵分解方法，即奇异值分解。奇异值分解简称SVD（Singular Value Decomposition），可以理解为将一个比较复杂的矩阵用更小更简单的三个子矩阵的相乘来表示，这三个小矩阵描述了原矩阵重要的特性。
 
要理解奇异值分解，先要知道什么是特征值和特征向量。m×n矩阵M的特征值和特征向量分别是标量值λ和向量u，它们是如下方程的解：
 
Mu=λu
 
换言之，特征向量（eigenvector）是被M乘时除量值外并不改变的向量。特征值（eigenvalue）是缩放因子。该方程也可以写成(M-λE)u=0，其中E是单位矩阵。
 
对于方阵，可以使用特征值和特征向量分解矩阵。假设M是n×n矩阵，具有n个独立的（正交的）特征向量u1,…,un和n个对应的特征值λ1,…,λn。设U是矩阵，它的列是这些特征向量，即U=[u1,…,un]；并且Λ是对角矩阵，它的对角线元素是λi，1≤i≤n。则M可以被表示为：
 
M=UΛU-1
 
这样，M可以被分解成三个矩阵的乘积。U称为特征向量矩阵（eigenvector matrix），而Λ称为特征值矩阵（eigenvalue matrix）。
 
更一般地，任意矩阵都可以用类似的方法分解。对于一个M×N（M≥N）的矩阵M，存在以下的SVD分解：
 
Mm×n=Um×m∑m×n(Vn×n)T
 
其中，U是m×m矩阵，∑是m×n矩阵，V是n×n矩阵。U和V是标准正交矩阵，即它们的列向量都是单位长度，并且相互正交。这样，UUT=Em，VVT=En，E是单位矩阵。∑是对角矩阵，其对角线元素非负，并且被排好序，使得较大的元素先出现，即σi,i≥σi+1,i+1。
 
V的列向量V1,…,Vn是右奇异向量（right singular vector），U的列向量是左奇异向量（left singular vector）。奇异值矩阵（singular value matrix）∑的对角线元素通常记作σ1,…,σn，称为M的奇异值（singular value）。最多存在rank(M)≤min(m,n)个非零奇异值。
 
矩阵的奇异值分解也可以用下面的等式表示，其结果是秩为1的m×n矩阵。
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这种表示的重要性是每个矩阵都可以表示成秩为1矩阵的以奇异值为权重的加权和。由于以非递增顺序排列的奇异值通常下降很快，因此有可能使用少量奇异值和奇异值向量得到矩阵的很好的近似。这对于维归约是很有用的。
 
矩阵的SVD分解具有如下性质。
 
 
 	属性中的模式被右奇异向量（V的列）捕获。
 
 	对象中的模式被左奇异向量（U的列）捕获。
 
 	矩阵A可以通过依次取公式[image: ]中的项，以最优的方式不断逼近。也就是说，奇异值越大，该奇异值和相关联的奇异向量决定矩阵的比例越大。


 
很多情况下，前10%甚至更少的奇异值的平方就占全部奇异值平方的90%以上了，因此可以用前k个奇异值来近似描述原矩阵：
 
Mm×n≈Um×k∑k×k(Vn×k)T
 
k的取值由下面的公式决定：
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其中，percentage称为“奇异值平方和占比的阈值”，一般取90%，k是一个远小于m和n的值，这样也就达到了降维的目的。
 
2. MADlib奇异值分解函数
 
MADlib的SVD函数可以对稠密矩阵和稀疏矩阵进行奇异值因式分解，并且提供了一个稀疏矩阵的本地高性能实现函数。
 
（1）稠密矩阵的SVD函数
 
语法如下：
 


     svd( source_table,

         output_table_prefix,

         row_id,

         k,

         n_iterations,

         result_summary_table );


 
参数如表3-3所示。
 
 
 表3-3　SVD函数参数说明
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source_table表中含有一个row_id列标识每一行，从数字1开始。其他列包含矩阵的数据。可以使用两种稠密格式的任何一个，例如下面示例的2×2矩阵。
 
格式一：
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格式二：
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（2）稀疏矩阵的SVD函数
 
表示为稀疏格式的矩阵使用此函数。为了高效计算，在奇异值分解操作之前，输入矩阵会被转换为稠密矩阵。
 
语法如下：
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参数如表3-4所示。
 
 
 表3-4　svd_sparse函数参数说明
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（3）稀疏矩阵的本地实现SVD函数
 
此函数在计算SVD时使用本地稀疏表示（不跨节点），能够更高效地计算稀疏矩阵，适合高度稀疏的矩阵。
 
语法如下：
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参数同svd_sparse函数。
 
（4）输出表
 
三个SVD函数的输出都是以下三个表：
 
 
 	左奇异矩阵表：表名为<output_table_prefix>_u。
 
 	右奇异矩阵表：表名为<output_table_prefix>_v。
 
 	奇异值矩阵表：表名为<output_table_prefix>_s。


 
左右奇异向量表的格式为：
 
 
 	row_id：INTEGER类型。每个特征值对应的ID，降序排列。
 
 	row_vec：FLOAT8[]类型。该row_id对应的特征向量元素，数组大小为k。


 
由于只有对角线元素是非零的，奇异值表采用稀疏表格式，其中的row_id和col_id都是从1开始。奇异值表具有以下列：
 
 
 	row_id：INTEGER类型，第i个奇异值为i。
 
 	col_id：INTEGER类型，第i个奇异值为i（与row_id相同）。
 
 	value：FLOAT8类型，奇异值。


 
除了矩阵分解得到的三个输出表外，奇异值分解函数还会输出一个结果摘要表，存储函数执行的基本情况信息具有以下列：
 
 
 	rows_used：INTEGER类型，计算SVD使用的行数。
 
 	exec_time：FLOAT8类型，计算SVD使用的总时间。
 
 	iter：INTEGER类型，迭代运行次数。
 
 	recon_error：FLOAT8类型，质量得分（近似精度）。计算公式为：
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 	relative_recon_error：FLOAT8类型，相对质量分数。计算公式为：


 
 
 [image: ]

 
（5）联机帮助
 
可以执行下面的查询获得SVD函数的联机帮助。
 
 
 

select madlib.svd();

-- 用法

select madlib.svd('usage');

-- 示例

select madlib.svd('example');


 

 
3. 奇异值分解函数示例
 
下面我们使用稀疏SVD函数解决前面低秩矩阵分解示例中的歌曲推荐问题。
 
（1）建立输入表并生成输入数据
 
推荐矩阵的行列下标分别表示用户和歌曲。然而在业务系统中，userid和musicid很可能不是按从1到N的规则顺序生成的，因此需要建立矩阵下标值与业务表ID之间的映射关系，这里使用HAWQ的BIGSERIAL自增数据类型对应推荐矩阵的索引下标。
 
 
 [image: ] 

 
这里从业务数据生成有过打分行为的9个用户以及被打过分的8首歌曲。注意，查询中排序子句的作用是便于业务ID与矩阵里的行列ID对应。
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之所以要用用户行为表作为数据源，是因为矩阵中包含所有有过打分行为的用户和被打过分的歌曲，但不包括与没有任何打分行为相关的用户和歌曲。与低秩矩阵分解不同的是，如果包含无行为记录的用户或歌曲，就会在计算余弦相似度时出现除零错误。正因如此，如果要用奇异值分解方法推荐没有被评过分的歌曲，或者为没有评分行为的用户形成推荐，就需要做一些特殊处理，比如将一个具有特别标志的虚拟用户或歌曲用平均分数赋予初值，手工添加到评分矩阵表中。
 
（2）执行SVD
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选择svd_sparse_native函数的原因是测试数据比较稀疏，矩阵实际数据只占1/3（25/72），该函数效率较高。这里给出的行、列、奇异值个数分别为9、8、7。svd_sparse_native函数要求行数大于等于列数，而奇异值个数小于等于列数，否则会报错。结果U、V矩阵的行数由实际的输入数据所决定，例如测试数据最大行值为9、最大列值为8，则结果U矩阵的行数为9、V矩阵的行数为8，而不论行、列参数的值是多少。U、V矩阵的列数、S矩阵的行列数均由奇异值个数参数所决定。
 
 
 

-- 查看SVD结果

select array_dims(row_vec) from svd_u;

select * from svd_s order by row_id, col_id;

select array_dims(row_vec) from svd_v;

select * from svd_summary;


 

 
结果：
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从中可以看出，结果U、V矩阵的维度分别是9×7和8×7，奇异值是一个7×7的对角矩阵。这里还有一点与低秩矩阵分解函数不同，低秩矩阵分解函数由于引入了随机数，是不确定函数，因此相同参数的输入可能得到不同的输出结果矩阵。但奇异值分解函数是确定的，只要输入的参数相同，输出的结果矩阵就是一样的。
 
（3）对比不同奇异值个数的逼近程度
 
让我们按k的取值公式计算一下奇异值的比值，验证k设置为6、8时的逼近程度。
 
 
 

-- k=8

drop table if exists svd8_u, svd8_v, svd8_s, svd8_summary cascade;

select madlib.svd_sparse_native

('svd_data', 'svd8', 'row_id', 'col_id', 'val', 9, 8, 8, NULL,

'svd8_summary');

-- k=6

drop table if exists svd6_u, svd6_v, svd6_s, svd6_summary cascade;

select madlib.svd_sparse_native

('svd_data', 'svd6', 'row_id', 'col_id', 'val', 9, 8, 6, NULL,

'svd6_summary');

-- 对比逼近程度

select * from svd6_summary;

select * from svd_summary;

select * from svd8_summary;

select s1/s3, s2/s3

  from (select sum(value*value) s1 from svd6_s) t1,

       (select sum(value*value) s2 from svd_s) t2,

       (select sum(value*value) s3 from svd8_s) t3;


 

 
结果：
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可以看出，随着k值的增加，误差越来越小。在本示例中，奇异值个数为6、7的近似度分别为97.7%和99.7%，当k等于8时并没有降维，分解的矩阵相乘等于原矩阵。后面的计算都使用k等于7的结果矩阵。
 
（4）基于用户的协同过滤算法UserCF生成推荐
 
所谓UserCF算法，简单说就是依据用户的相似程度形成推荐。
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说明：
 
 
 	最内层查询调用madlib.cosine_similarity函数返回指定用户与其他用户的余弦相似度。
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 	外面一层查询按相似度倒序取得排名。


 
 
 

select r2,s,row_number() over (order by s desc) rn from …


 

 
 
 	外面一层查询取得最相近的5个用户，同时排除相似度为1的用户，因为相似度为1说明两个用户的歌曲评分一模一样，而推荐的应该是用户没有打过分的歌曲。


 
 
 

select r2,s from … where rn <=5 and s < 1


 

 
 
 	外面一层查询取得相似用户打分在3及其以上的歌曲索引ID。


 
 
 

select r2,s,col_id,val from … where t1.r2=t2.row_id and t2.val >=3


 

 
 
 	外面一层查询取得歌曲索引ID的排名，目的是去重，避免相同的歌曲推荐多次，并且过滤掉被推荐用户已经打过分的歌曲。


 
 
 

select r2,s,col_id,val,

       row_number() over (partition by col_id order by col_id) rn

  from … where col_id not in (select col_id from svd_data where row_id=$1)


 

 
 
 	最外层查询关联歌曲索引表取得歌曲业务主键，并按相似度和打分推荐前5个歌曲。
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通常输入的用户ID是业务系统的ID，而不是索引下标，因此定义一个接收业务系统的ID函数，内部调用fn_user_cf函数生成推荐。
 
 
 

-- 测试推荐结果

select * from fn_user_recommendation('u1');

select * from fn_user_recommendation('u3');

select * from fn_user_recommendation('u9');


 

 
结果：
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因为u3和u9的评分完全相同、相似度为1，所以为他们生成的推荐也完全相同。
 
（5）基于歌曲的协同过滤算法ItemCF生成推荐
 
所谓ItemCF算法，简单说就是依据歌曲的相似程度形成推荐。
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说明：
 
 
 	最内层查询调用madlib.cosine_similarity函数返回指定用户打过分的歌曲与没打过分的歌曲的相似度。
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 	外面一层查询按相似度倒序取得排名。


 
 
 

select t1.*, row_number() over (partition by r1 order by s desc) rn …


 

 
 
 	外面一层查询取得与每个打分歌曲相似度排前三的歌曲，并以歌曲索引ID分区，按相似度倒序取得排名，目的是去重，避免相同的歌曲推荐多次。


 
 
 

select t1.r2,t1.s,row_number() over (partition by r2 order by s desc) rn

from … where rn <=3


 

 
 
 	最外层查询关联歌曲索引表取得歌曲业务主键并推荐。
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通常输入的用户ID是业务系统的ID，而不是索引下标，因此定义一个接收业务系统的ID函数，内部调用fn_item_cf函数生成推荐。
 
 
 

-- 测试推荐结果

select * from fn_item_recommendation('u1');

select * from fn_item_recommendation('u3');

select * from fn_item_recommendation('u9');


 

 
结果：
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因为u3和u9的评分作品完全相同、相似度为1，所以按作品相似度为他们生成的推荐也完全相同。
 
（6）为新用户寻找相似用户
 
假设一个新用户u10的评分向量为'{0,4,5,3,0,0,-2,0}'，要利用已有的奇异值矩阵找出该用户的相似用户。
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确认从评分向量计算svd_u向量的公式：
 
u10[1:8]×svd_v[8:7]×svd_s[7:7]^-1
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根据公式，将（4）、（5）两步的结果矩阵相乘。注意：（4）的结果mat_r_10是一个稠密矩阵，（5）的结果svd_s_10是一个稀疏矩阵。
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查询与u10相似的用户：
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结果：
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u10与u4的相似度高达99%，从原始的评分向量可以得到验证：
 
 
 

u4：'{0,4,4,3,0,0,-2,0}'

u10：'{0,4,5,3,0,0,-2,0}'


 

 
将结果向量插入svd_u矩阵：
 
 
 

insert into svd_u

select user_idx, row_vec from matrix_r_10, tbl_idx_user where userid='u10';


 

 
3.3　透视表
 
MADlib提供了一个名为pivot的函数（一个基础的数据汇总工具）。熟悉SQL的用户一定不会对pivot一词陌生，它的中文译作“透视表”或“枢轴表”，通常用来实现OLAP或报表系统中一类常见的行列转置需求。pivot函数能够对一个表中存储的数据执行基本行转列操作，并将汇总后的结果输出到另一个表中。严格说pivot函数并不是一个机器学习模型或算法，但它确实使行列转置操作变得更为简单与灵活。
 
1. 函数语法
 


     pivot(

         source_table,

         output_table,

        index,

         pivot_cols,

         pivot_values,

         aggregate_func,

         fill_value,

         keep_null,

         output_col_dictionary

     )


 
2. 参数说明
 
pivot函数中的参数如表3-5所示。
 
 
 表3-5　pivot函数参数
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3. 示例
 
（1）建立示例数据表并添加数据
 
 
 

drop table if exists pivset cascade;

create table pivset

( id integer, piv integer, val float8 );

insert into pivset values

(0, 10, 1), (0, 10, 2), (0, 20, 3), (1, 20, 4), (1, 30, 5),

(1, 30, 6), (1, 10, 7), (null, 10, 8), (1, null, 9), (1, 10, null);

select * from pivset order by id, piv;


 

 
结果：
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可以看到，pivset表的三列中各有一行的值为NULL。
 
（2）执行聚合操作并生成透视表
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset', 'pivout', 'id', 'piv', 'val');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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id是分组列，piv是需要按值做行转列操作的列，val是需要执行AVG聚合的列，其他参数并未显式赋值，均使用默认值。可以看到，这里的输出中将NULL显示为空串。单从这个简单的例子看，pivot与下面的查询语句结果是一样的：
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显然pivot函数更简洁也更灵活，因为实际上我们一般事先不会知道结果有多少列。pivot为用户提供了一种非常简单的方式，实现了所谓的动态行转列功能。
 
（3）增加源表列并创建相应的视图
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结果：
 
 
 [image: ] 

 
视图定义查询中的coalesce函数将NULL值替换为0，功能类似于Oracle的NVL函数或SQL Server的ISNULL函数。
 
（4）在视图上应用聚合函数
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val', 'sum');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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和（2）的查询类似，只不过这次我们把集合函数换成了‘sum’。
 
（5）创建一个用户自定义聚合函数（注意函数必须定义为严格的）
 
 
 

drop function if exists array_add1 (anyarray, anyelement) cascade;

create function array_add1(anyarray, anyelement) returns anyarray as $$

  select $1 || $2

$$ language sql strict;

drop aggregate if exists array_accum1 (anyelement);

create aggregate array_accum1 (anyelement) (

    sfunc=array_add1,

    stype=anyarray,

    initcond='{}'

);

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val',

'array_accum1');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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array_add1函数被声明为严格的，将一个元素添加到一个数组中。array_accum1以‘val’的值为参数，调用array_add1函数生成相应的数组，并忽略val列中的NULL值。
 
（6）在转置列中保持NULL值
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val', 'sum', true);

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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这次我们在调用pivot函数时，将keep_null参数设置为‘true’。从结果可以看出，比前面的查询多了一列val_sum_piv_null，用于表示piv为NULL时val的聚合值。
 
（7）替换结果中的NULL值
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val', 'sum', '999');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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从查询结果看到，我们用999替换了聚合结果中的NULL值。
 
（8）使用多个分组列
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id,id2', 'piv', 'val');

select * from pivout order by id,id2;


 

 
结果：
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我们将分组列定义为id和id2两列，从结果可以看出，结果数据由3行变为7行，与下面的查询逻辑上等价，结果相同。
 
 
 

select id, id2,

       sum(case when piv=10 then val else 0 end)

       /sum(case when piv=10 and val is not null then 1 else null end)

as val_avg_piv_10,

       sum(case when piv=20 then val else 0 end)

       /sum(case when piv=20 and val is not null then 1 else null end)

as val_avg_piv_20,

       sum(case when piv=30 then val else 0 end)

       /sum(case when piv=30 and val is not null then 1 else null end)

as val_avg_piv_30

  from pivset_ext

 group by id, id2 order by id, id2;


 

 
（9）对多列进行行转列
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv, piv2', 'val');

\x on

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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我们将根据piv和piv2两列的值进行行转列，piv有3个不同值，piv2有4个不同值，因此结果中将包含12个由行转成的列，共3行。
 
（10）聚合多列
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val, val2');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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按照id分组，每个piv值（不含NULL）对应两列，分别代表对val与val2的聚合值，结果中共有6个由行转成的列，共3行。
 
（11）同一列使用多个聚合函数
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val', 'avg, sum');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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可以对同一列执行不同的聚合函数，按参数给出的聚合函数顺序，pivot函数为每个聚合函数生成由行转成的列。本例中piv有3个不同值，分别执行avg与sum两种聚合操作，因此结果中有6个由行转成的列，共3行。
 
（12）对不同列使用不同的单一聚合函数
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val, val2',

'val=avg, val2=sum');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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将（10）和（11）中的两个例子相结合，对两列分别执行不同的聚合操作，结果也是3行6列。pivot函数能够对不同的数据列执行不同的聚合操作，为获取用户关心的汇总数据提供了较大的灵活性。
 
（13）为不同列使用多个聚合函数
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id', 'piv', 'val, val2',

    'val=avg, val2=[avg,sum]');

select * from pivout order by id;


 

 
结果：
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这个例子更复杂些，对val列执行单一avg聚合，而对val2列执行avg与sum两种聚合操作。与前面的例子同理，本次结果中包含9个由行转成的列，共3行。
 
（14）联合所有选项
 
 
 

drop table if exists pivout;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id, id2', 'piv, piv2', 'val, val2',

    'val=avg, val2=[avg,sum]', '999', true);

select * from pivout order by id,id2;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
本例结合了前面介绍的所有参数选项，结果行数为7（按id、id2两列分组）、列数为48（等于“piv的不同值个数”（4，包括一个NULL列）×“piv2的不同值个数”（4）×聚合操作列数（3，val列avg聚合、val2列avg和sum聚合））。
 
（15）创建一个输出列名字典表
 
 
 

drop table if exists pivout, pivout_dictionary;

select madlib.pivot('pivset_ext', 'pivout', 'id, id2', 'piv, piv2', 'val,

val2', 'val=avg, val2=[avg,sum]', '999', true, true);

\x off

select * from pivout_dictionary;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
这里生成的字典表包含6列，分别是行转列后生成的数字列名、聚合列名、聚合函数名、原表中需要转置的列名（本例有两列）、行转列后生成的惯用列名。此时查询输出的结果表，生成的列名是以数字ID表示的：
 
 
 

\x on

select * from pivout order by id,id2;


 

 
结果：
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3.4　分类变量编码
 
1. 背景知识
 
在统计学中，分类变量是指具有有限的、通常是固定数量值的变量，其变量值是定性的，表现为互不相容的类别或属性。若按每个分类变量值分组，则每个被观察的数据点或记录属于某一特定组。在计算机科学和一些数学分支中，分类变量被称为枚举类型。有时将分类变量的每一个可能值称为级别，与随机分类变量相关的概率分布称为分类分布。
 
回归分析时需要特别注意分类变量。与双值或连续变量不同，分类变量不能直接代入回归方程。例如，假设有一个名为race的变量，其编码为1=Hispanic、2=Asian、3=Black、4=White，那么在回归中直接代入race变量的数字值，将会得出线性效果，但这并不是分类本来的意义。因此，像这样的分类变量需要被编码成一系列指示变量，然后就可以将指示值输入到回归模型中。从数据库的角度来看，所谓分类变量编码，简单说就是为分类列的每个值创建一个新的分类编码列，然后将数据的类别指示值（通常就是0或1）赋给各个分类编码列。有多种编码系统用于分类编码，常见的包括one-hot、dummy、effects、orthogonal和Helmert等。MADlib当前支持one-hot和dummy编码技术。
 
 
 	当需要用一组特定的预测变量与其他预测变量组做比较时，通常使用哑编码（dummy coding），与之比较的变量组称为参照组。
 
 	one-hot编码与哑编码类似，两者的区别是前者为每种分类值建立数字类型的0/1指示列。在每行数据中（对应一个数据点）只有一个分类编码列的值可以为1。one-hot编码中没有参考类别。


 
2. 函数语法
 
 
 [image: ] 

 
3. 参数说明
 
encode_categorical_variables函数的参数说明如表3-6所示。
 
 
 表3-6　encode_categorical_variables函数参数说明
 
 [image: ] 

 
 
 （续表）
 
 [image: ] 

 
 
 （续表）
 
 [image: ] 

 
4. 示例
 
（1）使用鲍鱼数据集的子集。
 
鲍鱼数据集（Abalone Dataset，参见https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Abalone）是一个机器学习应用标准数据集，涉及根据鲍鱼个体的测量数据来预测鲍鱼的年龄（环的数量）。这是一个多分类（multi-class classification）问题，但也可以抽象为回归问题。该数据集有4177个观察值、8个输入变量和1个输出变量，每个类的观察值数量不均等。变量名包括性别（M, F, I）、长度、直径、高度、总重量、剥壳重量、内脏重量、壳重、环的数量。
 
 
 

drop table if exists abalone;

create table abalone (

    id serial,

    sex character varying,

    length double precision,

    diameter double precision,

    height double precision,

    rings int

);

insert into abalone (sex, length, diameter, height, rings) values

('m',    0.455,  0.365,  0.095,  15), ('m',    0.35,   0.265,  0.09,   7),

('f',    0.53,   0.42,   0.135,  9), ('m',    0.44,   0.365,  0.125,  10),

('i',    0.33,   0.255,  0.08,   7), ('i',    0.425,  0.3,    0.095,  8),

('f',    0.53,   0.415,  0.15,   20), ('f',    0.545,  0.425,  0.125,  16),

('m',  0.475,  0.37,   0.125,  9), (null,  0.55,   0.44,   0.15,   19),

('f',  0.525,  0.38,   0.14,   14), ('m',   0.43,   0.35,   0.11,   10),

('m',  0.49,   0.38,   0.135,  11), ('f',   0.535,  0.405,  0.145,  10),

('f',  0.47,   0.355,  0.1,    10), ('m',   0.5,    0.4,    0.13,   12),

('i',  0.355,  0.28,   0.085,  7), ('f',   0.44,   0.34,   0.1,    10),

('m',  0.365,  0.295,  0.08,   7), (null,  0.45,   0.32,   0.1,    9);


 

 
（2）使用one-hot编码创建新表，通过对‘sex’列编码，替换‘f’‘m’和‘i’三个值，默认不对NULL编码。
 
 
 [image: ] 

 
结果：
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（3）包含NULL值的one-hot编码，注意新增的‘sex_NULL’列。
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结果：
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（4）对源表中的所有列编码，并且指定‘id’列作为主键列，使得输出表中只包含主键和分类编码列。
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结果：
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源表有id、sex、length、diameter、height、rings六列，由于指定了id列为索引列，因此id列不被编码；length、diameter、height这三列是double precision类型，而编码只针对布尔、整数和文本数据类型，因此这三列也不被编码，对剩下的sex列的3个值、rings列的11个值进行编码，结果表共有包含id在内的15列。
 
（5）只对top n的分类值编码，把其他值分组到另一个杂项列中。top值或针对所有编码列，或按列指定。作为后者的一个例子，这里对‘sex’的值指定top 2、对‘rings’的值指定top 50%。
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结果：
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可以看到，结果表中对sex列的‘m’和‘f’两个值创建了编码列，其他值创建了一个杂项编码列；同样对rings列的10、7、9三个值创建了编码列，其他值创建了一个杂项编码列。
 
下面验证一下占前两位的sex值是‘m’和‘f’：
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再验证一下rings取值占总记录数50%的值为10、7、9：
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（6）如果希望在输出结果表里同时看到原始分类及其编码，可以在index参数中包含分类变量列。正如前面所讲，如果‘categorical_cols’参数值为‘*’，那么这种方法不可行，因为此情况下‘row_id’参数中指定的列根本就不会被编码。
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结果：
 
 
 [image: ] 

 
（7）对于哑编码方式，我们将‘sex’中的‘i’值作为参考值，这里使用了‘value_to_drop’参数。
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结果：
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结果表中只有三列，分别是id列和sex值为‘m’‘f’的两个编码列。id为5、6、17的三行，编码的两列值都是0，因为这三行的sex值为‘i’，id为10、20的两行编码的两列值也都是0，因为这两行的sex值为空。
 
（8）为源表中的两个分类变量创建输出数组。
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结果：
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对比（4）的结果，这里用（4）的结果列构成了结果数组，注意结果数组元素的排列顺序，先按分类列的出现顺序sex、rings排序，再按sex、rings两列分类值的升序顺序。
 
查看带有数组元素索引的字典表。
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（9）创建输出字典表。
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结果：
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查看字典表，该表定义输出表中的数字编码列。
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（10）选择数据分布策略，例如随机分布。
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查看输出表的数据分布策略。
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（11）如果需要对FLOAT数据类型的变量进行编码，可以在函数调用中按以下方式进行显式数据类型转换。
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结果：
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3.5　小结
 
本章介绍了邻近度、矩阵分解、透视表、分类变量编码四类MADlib提供的数据转换方法。MADlib的linalg模块中包含大量距离和标准化函数。低秩矩阵分解和奇异值分解是MADlib中两种矩阵分解方法，可以用来实现“潜在因子模型”“协同过滤”等常用推荐算法。透视表虽然不是一种机器学习模型，但其强大的功能使动态行列转置操作变得更为简单与灵活。将分类变量引入归回分析时，通常需要使用分类变量编码，MADlib的分类变量编码函数当前支持one-hot和dummy编码方法。
第4章　数据探索
 
数据探索是对数据进行初步研究和分析，以便更好地了解数据的特征，为建模的变量选择和算法选择提供依据，是有助于针对不同类型的数据或条件进行统计分析的一种技术。有时我们可能对数据的类型或特点知之甚少，需要通过统计技术来探索数据内部隐藏的规律和特征，就是通常所说的“让数据说话”。本章从描述性统计、概率统计和主成分分析三个方面讨论MADlib的数据探索功能。
 
4.1　描述性统计
 
对数据进行统计是从定量的角度去探索数据，也是最基本的数据探索方式，其主要目的是了解数据从统计学上反映出来的量的特征，从而更好地认识这些将要被学习的数据。
 
我们先要清楚两个关于统计学的基本概念：总体和样本。统计的总体是人们研究对象的全体，又称母体，如工厂一天生产的全部产品。总体中的每一个基本单位，如一件产品称为个体，个体的特征用一个变量，如x来表示。从总体中随机产生的若干个体的集合称为样本，如n件产品。从总体中随机取得的一批数据，记作x1, x2,…,xn，n称为样本容量。从统计学的角度，简单说统计的任务是由样本推断总体；从数据探索的角度，我们就要关注更具体的内容，通常是由样本推断总体的数据特征。
 
MADlib提供了描述性统计、概率函数、统计推论三类数据统计模块，本节介绍描述性统计的相关函数及用法。所谓描述性统计分析，就是对一组数据的各种特征进行分析，以便于描述测量样本的各种特征及其所代表的总体的特征。描述性统计分析的项目很多，常用的有平均数、标准差、协方差、中位数、频数分布、正态或偏态程度等。这些分析是复杂统计分析的基础。MADlib 1.10提供皮尔森相关和汇总统计两种描述性统计方法。
 
4.1.1　皮尔森相关
 
1. 背景知识
 
两个具有二元变量或连续变量的数据对象之间的相关性是对象属性之间线性联系的度量。更准确地描述是，两个数据对象x和y之间的皮尔森相关（Pearson's correlation）系数由下式定义：
 
 
 [image: ]

 
这里我们使用标准的统计学记号和定义：
 
 
 [image: ] 

 
其中，[image: ]、[image: ]分别表示x与y的均值，sx、sy分别表示x、y的标准差（standard deviation），sxy表示x与y的协方差（covariance）。
 
标准差是各个数据与均值偏离程度的度量，这种偏离有时也称为变异。均值可能被离群点扭曲，并且由于标准差用均值计算，因此它也对离群点敏感。两个变量的协方差是度量两个随机变量相关程度的指标，如果一个变量跟随着另一个变量同时变大或者变小，那么这两个变量的协方差就是正值，反之为负值。协方差的值越接近0，表明两个变量越不具有线性关系。
 
虽然协方差能反映两个随机变量的相关程度，但是协方差值的大小并不能很好地度量两个随机变量的关联程度。为了更好地度量两个随机变量的相关程度，引入了皮尔森相关系数。由公式可知，皮尔森相关系数（相关度）是在协方差的基础上除以两个随机变量的标准差得到的。
 
相关度总是在-1到1之间取值。当两个变量的线性关系增强时，相关系数趋于1或-1；当一个变量增大，另一个变量也增大时，表明它们之间是正相关的，相关系数大于0；如果一个变量增大，另一个变量却减小，表明它们之间是负相关的，相关系数小于0；特别地，相关系数等于1表示完全相关，等于-1表示完全负相关，即xk=ayk+b，其中a和b是常数。
 
下面两个x和y的值集分别给出相关度为-1和+1的情况，第一组中x和y的均值为0。
 
x=(-3,6,0,3,-6)
 
y=(1,-2,0,-1,2)
 
x=(3,6,0,3,6)
 
y=(1,2,0,1,2)
 
如果相关度为0，表明两个随机变量之间不存在线性相关关系。然而，仍然可能存在非线性关系。在下面的例子中，数据对象的属性之间存在非线性关系[image: ]，但是它们的相关度为0。
 
x=(-3,-2,-1,0,1,2,3)
 
y=(9,4,1,0,1,4,9)
 
由于两个变量的相关性直接指出了两个变量线性相关的程度，因此对数据探索而言，皮尔森相关系数比协方差更可取。
 
2. MADlib的皮尔森相关函数
 
MADlib的皮尔森相关函数为输入源表中的所有数字列生成一个互相关矩阵。如源表中有M个变量（M个数字列），则函数输出是一个M×M的方形对称矩阵，其中的第（i,j）个元素值就是第i个变量与第j个变量的皮尔森相关系数。输出矩阵对角线上的元素，即变量与自身的相关性总是1.0。
 
（1）语法
 
MADlib的皮尔森相关性有两个函数，一个输出相关系数，另一个输出协方差。两个函数的语法只有函数名不同，参数完全一样。
 
相关系数函数语法如下：
 


     correlation( source_table,

                  output_table,

                  target_cols,

                  verbose

                )


 
协方差函数用于计算变量间的协方差，语法如下：
 


     covariance( source_table,

                 output_table,

                 target_cols,

                 verbose

                )


 
（2）参数
 
correlation及covariance函数中的参数说明如表4-1所示。
 
 
 表4-1　correlation及covariance函数参数说明
 
 [image: ] 

 
 
 表4-2　correlation及covariance输出表列说明
 
 [image: ] 

 
注意，输出表作为下三角矩阵排列，上三角形设为空，对角线元素值为1.0。
 
 
 表4-3　概要表列说明
 
 [image: ] 

 
（3）示例
 
① 查看联机帮助
 
 
 

-- 相关系数函数

select madlib.correlation();

-- 用法

select madlib.correlation('usage');

-- 示例

select madlib.correlation('example');



-- 协方差函数

select madlib.covariance();

-- 用法

select madlib.covariance('usage');

-- 示例

select madlib.covariance('example');


 

 
② 创建输入数据集，共有6列，其中id、temperature和humidity三列是数字类型。
 
 
 

drop table if exists example_data;

create table example_data(

    id serial, outlook text,

    temperature float8, humidity float8,

    windy text, class text);

insert into example_data values

(1, 'sunny', 85, 85, 'false', 'dont play'),

(2, 'sunny', 80, 90, 'true', 'dont play'),

(3, 'overcast', 83, 78, 'false', 'play'),

(4, 'rain', 70, 96, 'false', 'play'),

(5, 'rain', 68, 80, 'false', 'play'),

(6, 'rain', 65, 70, 'true', 'dont play'),

(7, 'overcast', 64, 65, 'true', 'play'),

(8, 'sunny', 72, 95, 'false', 'dont play'),

(9, 'sunny', 69, 70, 'false', 'play'),

(10, 'rain', 75, 80, 'false', 'play'),

(11, 'sunny', 75, 70, 'true', 'play'),

(12, 'overcast', 72, 90, 'true', 'play'),

(13, 'overcast', 81, 75, 'false', 'play'),

(14, 'rain', 71, 80, 'true', 'dont play'),

(15, null, 100, 100, 'true', null),

(16, null, 110, 100, 'true', null);


 

 
③ 在数据集上运行correlation()函数。
 
 
 [image: ] 

 
④ 查看相关矩阵。
 
 
 

select * from example_data_output order by column_position;


 

 
结果：
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根据皮尔森相关系数计算公式，执行下面的查询验证函数执行结果：
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结果：
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可以看到，按公式得出的humidity与temperature的相关系数与函数的输出结果相同。
 
⑤ 计算数据集特征的协方差。
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⑥ 查看协方差矩阵。
 
 
 

select * from cov_output order by column_position;


 

 
结果：
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注意，函数输出中humidity与temperature的协方差是82.125，分母用n代替了n-1，若出于无偏估计的要求，则应该被(n-1)除：
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当前实现在计算列的相关系数时，会忽略列中包含的空值，这意味着NULL对最终相关性结果没有任何影响。
 
相关系数的一个常见应用是特征选择与降维。相关系数的绝对值大小表示两个变量之间的线性相关强度，正负号表示相关的方向。一般来说，观测数据的个数越多，计算出来的相关系数越能真实地反映客观事物的本来面目。
 
设相关系数为r，当0.7≤|r|<1时，称为高度相关；当0.4≤|r|<0.7时，称为中等相关；当0.2≤|r|<0.4时，称为低度相关；当|r|<0.2时，称为极低相关。如果变量x与y是高度相关的，就说明它们传递了相似的信息，可能只需要保留x、y之一，而抛弃掉另一个。相关系数r接近0，只是表示这两个变量不存在明显的线性相关模式，但不能肯定地说这两个变量之间就没有规律性的联系。如前面所示的[image: ]，两个变量之间存在明显的某种曲线性相关，但计算线性相关系数时，其r值往往接近零。
 
4.1.2　汇总统计
 
1. 背景知识
 
汇总统计（summary statistics）是量化的，用单个数或数的小集合捕获可能很大的值集的各种特征。对于大多数应用，汇总统计是最常见的统计形式。统计量是加工出来的、反映样本数量特征的函数，它不含任何未知量。
 
（1）基本统计量
 
非严格定义情况下，一个数据集合的基本统计量包括总记录数、不同值的个数及各自占比、缺失值的记录数及占比、空白值的记录数及占比等值。从数据库表的角度看，这些统计量简单而直观，对目标属性列使用基本的count(*)、count(distinct)函数，以及类似is null这样的过滤条件执行数据库查询即可得到诸如此类的统计量。
 
（2）频率和众数
 
给定一个无序的、分类在{v1,v2,…,vk}上取值的数据集合，假设集合中有m个数据对象，值vi的频率定义为：
 
 
 [image: ]

 
分类属性的众数（mode）是具有最高频率的属性值。
 
分类属性常常（但并非总是）具有少量值，因此这些值的众数和频率可能是令人感兴趣的和有用的。对于连续数据，按此定义的众数通常没有意义，因为单个值的出现基本不超过一次。然而，在某些情况下，众数可能提供关于值的性质或关于出现遗漏值的重要信息。例如，以毫米为单位测量，20个人的身高通常不会重复，但是若以分米为单位测量，则某些人可能具有相同的身高。此外，若使用唯一的值表示遗漏值，则该值常常表现为众数。
 
（3）百分位数
 
对于有序数据，考虑值集的百分位数（percentile）更有意义。具体地说，给定一个有序的或连续的属性x和0与100之间的数p，第p个百分位数xp是一个x值，使得x的p%的观测值小于xp。例如，从1到10的整数的百分位数x0%,x10%,…,x90%,x100%依次为1，2,3,4,5,6,7,8,9,10。按照惯例，min(x)=x0%，max(x)=x100%。
 
（4）位置度量：均值和中位数
 
对于连续数据，两个使用最广泛的汇总统计是均值（mean）和中位数（median），它们是值集位置的度量。考虑m个对象的集合和属性x，设{x1,…,xm}是这m个对象的x属性值，设{x(1),…,x(m)}代表以非递减序排序后的x值。这样，x(1)=min(x)，而x(m)=max(x)，于是均值和中位数定义如下：
 
 
 [image: ]
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概括地说，若有奇数个值，则中位数是中间值；若有偶数个值，则中位数是中间两个值的平均值。这样，对于7个值，中位数是x(4)，而对于10个值，中位数是[image: ]。
 
尽管有时将均值解释为值集的中间，但是这仅当值以对称方式分布时才是对的。如果值的分布是倾斜的，那么中位数是中间的一个更好的指示符。此外，均值对于离群值很敏感，对于包含离群值的数据，中位数可以再次稳健地提供中间值的估计。
 
为了克服传统均值定义的问题，有时使用截断均值（trimmed mean）概念。指定0和100之间的百分位数p，丢弃高端和低端(p/2)%的数据，然后用常规的方法计算均值，所得的结果即是截断均值。中位数是p=100%时的截断均值，标准均值是p=0%时的截断均值。
 
（5）散布度量：极差和方差
 
连续数据的另一组常用的汇总统计是值集的散布度量。这种度量表明属性值是否散布很宽，或者是否相对集中在单个点（如均值）附近。
 
最简单的散布度量是极差（range）。给定属性x，它具有m个值{x1,…,xm}，x的极差定义为：
 
range(x)=max(x)-min(x)=x(m)-x(1)
 
尽管极差标识最大分布，但是如果大部分值都集中在一个较窄的范围内，并且更极端的值的个数相对较少，就可能会引起误解。因此，作为散布的度量，方差（variance）更可取。通常，属性x的观测值的方差记作[image: ]，定义如下：
 
 
 [image: ]

 
标准差是方差的平方根，记作sx，它与x具有相同的单位。
 
方差对离群值特别敏感，因为它使用均值与其他值的差的平方。这样常常需要使用比值集散布更稳健的估计。下面是三种这样的度量的定义：绝对平均偏差（absolute average deviation, AAD）、中位数绝对偏差（median absolute deviation, MAD）和四分位数极差（interquartile range, IQR）。
 
 
 [image: ]

 
（6）分布度量：偏度和峰度
 
值集的偏度（skewness）反映分布的对称性，偏度大于零称为右偏态，此时数据位于均值右边的比位于左边的多；偏度小于零称为左偏态，情况相反；而偏度接近0则可认为分布是对称的。
 
峰度（kurtosis）是分布形状的另一种度量。正态分布的峰度为3，若峰度比3大得多，表示分布有沉重的尾巴，说明样本中含有较多远离均值的数据，因而峰度可以用作衡量偏离正态分布的尺度之一。
 
2. MADlib的汇总统计函数
 
MADlib的summary()函数为任意数据表生成汇总统计。该函数调用MADlib库中的多种方法提供数据汇总度量值。
 
（1）语法
 
summary()函数语法如下：
 


     summary ( source_table,

               output_table,

               target_cols,

               grouping_cols,

               get_distinct,

               get_quartiles,

               ntile_array,

               how_many_mfv,

               get_estimates

             )


 
该函数返回以下三部分内容：
 
 
 	output_table：TEXT类型，输出表的名称。
 
 	row_count：INTEGER类型，输出表的行数。
 
 	duration：FLOAT8类型，计算汇总值所用的秒数。


 
（2）参数
 
summary函数中的参数说明如表4-4所示。
 
 
 表4-4　summary函数参数说明
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 表4-5　summary函数输出表列说明
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（3）示例
 
① 查看summary()函数的联机帮助。
 
 
 

select * from madlib.summary();

-- 用法

select madlib.summary('usage');

-- 示例

select madlib.summary('example');


 

 
② 创建输入数据集。
 
 
 [image: ] 

 
③ 运行summary()函数。
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结果：
 
 
 [image: ] 

 
这里为除id外的其他6个数字列计算汇总统计值，并且按‘bedroom’列分组。array[0.1,0.2,0.3]参数表示求每一列的10%、20%、30%的百分位值。
 
④ 查看汇总统计数据。
 
 
 

\x on

select * from houses_summary;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
可以看到，输出表有21条记录。bedroom列具有2、3、4三个值，summary函数按每个bedroom的值分三组计算其他5列的汇总统计值，并且会按不分组（表级）计算全部6个列的汇总统计值，因此生成21条结果数据。
 
⑤ 可以执行下面的查询验证madlib.summary函数输出中tax的概要：
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结果：
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4.2　概率统计
 
样本是随机变量，统计量作为样本的函数自然也是随机变量。当用它们去推断总体时，有多大的可靠性与统计量的概率分布有关。本节学习概率统计的基本知识，以及在此基础上的统计推论。MADlib提供了概率函数和统计推论两个模块，分别用于实现概率和假设检验相关的函数。
 
4.2.1　概率
 
1. 背景知识
 
（1）概率的定义
 
我们从随机试验开始讨论。随机试验（random experiment）是测量其结果不确定的过程的试验，所有可能结果的集合称为样本空间（sample space）Ω。例如，对于掷一个色子，Ω={1,2,3,4,5,6}是样本空间。事件（event）E对应于这些结果的一个子集，即E⊆Ω。例如，E={2,4,6}是掷一个色子时观察到偶数点的事件。
 
概率P是定义在样本空间Ω上的实数值的函数，满足如下性质：
 
 
 	对于任意事件E⊆Ω，0≤P(E)≤1。
 
 	P(Ω)=1。
 
 	对于任意不相交的事件集E1,E2,…,Ek∈Ω，
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事件E的概率记作P(E)，是在可能无穷多次试验中观测到E的次数所占的比例。
 
（2）概率质量函数与概率密度函数
 
在随机试验中，通常有一个我们想测量的量。例如，统计掷50次硬币背面朝上的次数。因为这种量值依赖于随机试验的结果，所以这种感兴趣的量称为随机变量（random variable）。随机变量的值可能是离散的或连续的。
 
对于离散随机变量X，X取特定值x的概率是X(e)=x的所有结果e的总概率。
 
P(X=x)=P(E={e|e∈Ω,X(e)=x})
 
离散随机变量X的概率分布也称作它的概率质量函数（probability mass function, pmf）。
 
考虑随机投一枚均匀硬币4次的随机试验。该试验有24=16种可能的结果。设X是随机变量，度量在试验中观测到背面的次数。X的5个可能值是0,1,2,3,4。X的概率质量函数如下：
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P(X=2)=6/16，因为在4次投掷中观测到两次背面的结果有6种。
 
若X是连续随机变量，则X的值在a和b之间的概率为：
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函数FX(x)称为累积分布函数（Cumulative Distribution Function, CDF），函数f(x)称为概率密度函数（probability density function, pdf）。因为f是连续分布，所以X取特定值x的概率总是为0。
 
表4-6显示了一些著名的离散和连续概率函数。概率（质量或密度）函数的概念可以推广到多个随机变量。例如，如果X和Y是随机变量，表示p(X,Y)是联合（joint）概率函数。如果P(X,Y)=P(X)×P(Y)，表示随机变量X和Y是相互独立的。两个随机变量是独立的，意味着一个变量的值对另一个的值没有影响。
 
 
 表4-6　概率函数的例子（Γ（n+1）=nΓ（n）并且Γ（1）=1）
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（3）条件概率
 
对于理解随机变量之间的依赖性，条件概率（conditional probability）是另一个有用的概念。给定X，变量Y的条件概率记作P(Y|X)，定义为：
 
 
 [image: ]

 
若X和Y是独立的，则P(Y|X)=P(Y)。使用称作Bayes定理的公式，条件概率P(Y|X)和P(X|Y)都可以用另一个表示。Bayes定理由下式给出：
 
 
 [image: ]

 
如果{X1,X2,…,Xk}是随机变量X的所有可能的结果集，那么上式的分母可以用下式表示：
 
 
 [image: ]

 
上式称作全概率律（law of total probability）。
 
（4）期望值
 
随机变量X的函数g的期望值（expected value）记作E[g(X)]，是g(X)的加权平均值，其中权重由X的概率函数给出。若X是离散随机变量，则它的期望值可以用下式计算：
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若X是连续随机变量，则：
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其中f(X)是X的概率密度函数，连续随机变量的期望值可以通过用积分取代求和得到。
 
在概率论中，有一些特别有用的期望值。首先，若g(X)=X，则：
 
 
 [image: ]

 
这个期望值对应于随机变量X的均值（mean）。另一个有用的期望值是g(X)=(X-μx)时的期望值。这个函数的期望值是：
 
 
 [image: ]

 
这个期望值对应于随机变量X的方差（variance）。方差的平方根对应于随机变量X的标准差（standard deviation）。
 
考虑前面的随机试验。掷4次均匀的硬币，期望看到背面朝上的平均次数为：
 
μx=0×1/16+1×4/16+2×6/16+3×4/16+4×1/16=2
 
期望看到背面朝上次数的方差为：
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对于一对随机变量，要计算的一个有用的期望是协方差（covariance）函数Cov，它的定义如下：
 
Cov(X,Y)=E[(X-μx)(Y-μy)]
 
注意，随机变量X的方差等于Cov(X,X)。函数的期望值还具有如下性质：
 
 
 	若α是常量，则E[α]=α。
 
 	E[αX]=αE[X]。
 
 	E[αX+bY]=αE[X]+bE[Y]。


 
根据这些性质，方差和协方差公式可以写成如下形式：
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2. MADlib的概率相关函数
 
MADlib的概率函数（prob）模块提供了丰富的概率累积分布、密度／质量和分位函数。为了便于使用，所有累积分布和密度／质量函数（简写分别为CDF和PDF/PMF）定义为处理包括无穷大在内的所有浮点数范围内的数据。若输入数据为NULL或者不是数字，则函数产生的结果也是NULL或非数字。无穷大输入的运算结果将受限于浮点数的表示范围。
 
分位函数（Quantile Function）是这样一个累积概率分布函数F，它接收概率参数p∈[0,1]，如果存在一个唯一的x，使得F(x)=p，就返回x。如果不存在这样的x，当p<0.5，结果返回sup{x∈D|F(x)<=p}，即所有满足F(x)<=p的x的上界值；当p>=0.5，结果为inf{x∈D|F(x)>=p}，即所有满足F(x)>=p的x的下界值。其中D表示分布的值域，这里包括连续的实数集R，以及离散分布的非负整数集N。
 
很明显，上面的公式包括以下特殊情况。0分位数总是数据集合中的最小值，1分位数总是数据集合中的最大值。对于离散非负整数集合分布上的分位数p∈[0,1]，由于x∈N，因此公式演变为F(x)<p<F(x+1)，就是说当p<0.5时，p分位数返回满足公式的x，而当p≥0.5时，p分位数返回满足公式的x+1。为了确保能得到分位数，作为一种特殊情况，p<F(0)的p分位数为0。
 
（1）函数语法
 


     -- 累积分布函数

     distribution_cdf(random variate[, parameter1 [, parameter2 [, parameter3] ] ])



     -- 概率密度/质量函数

     distribution_{pdf|pmf}(random variate[, parameter1 [, parameter2 [, parameter3] ] ])



     -- 分位函数：

     distribution_quantile(probability[, parameter1 [, parameter2 [, parameter3] ] ])


 
其中，distribution指的是某种具体的分布，分布不同，参数也有所不同。MADlib 1.10中提供的概率函数有91个，按不同概率分布可分成以下类别。
 
 
 	伯努利分布


 
 
 

float8  bernoulli_cdf (float8 x, float8 sp)

float8  bernoulli_pmf (int4 x, float8 sp)

float8  bernoulli_quantile (float8 p, float8 sp)


 

 
 
 	贝塔分布


 
 
 

float8  beta_cdf (float8 x, float8 alpha, float8 beta)

float8  beta_pdf (float8 x, float8 alpha, float8 beta)

float8  beta_quantile (float8 p, float8 alpha, float8 beta)


 

 
 
 	二项分布


 
 
 

float8  binomial_cdf (float8 x, int4 n, float8 sp)

float8  binomial_pmf (int4 x, int4 n, float8 sp)

float8  binomial_quantile (float8 p, int4 n, float8 sp)


 

 
 
 	柯西分布


 
 
 

float8  cauchy_cdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  cauchy_pdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  cauchy_quantile (float8 p, float8 location, float8 scale)


 

 
 
 	卡方分布


 
 
 

float8  chi_squared_cdf (float8 x, float8 df)

float8  chi_squared_pdf (float8 x, float8 df)

float8  chi_squared_quantile (float8 p, float8 df)


 

 
 
 	指数分布


 
 
 

float8  exponential_cdf (float8 x, float8 lambda)

float8  exponential_pdf (float8 x, float8 lambda)

float8  exponential_quantile (float8 p, float8 lambda)


 

 
 
 	极值分布


 
 
 

float8  extreme_value_cdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  extreme_value_pdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  extreme_value_quantile (float8 p, float8 location, float8 scale)


 

 
 
 	费舌尔分布


 
 
 

[plain] view plain copy

float8  fisher_f_cdf (float8 x, float8 df1, float8 df2)

float8  fisher_f_pdf (float8 x, float8 df1, float8 df2)

float8  fisher_f_quantile (float8 p, float8 df1, float8 df2)


 

 
 
 	伽玛分布


 
 
 

float8  gamma_cdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  gamma_pdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  gamma_quantile (float8 p, float8 shape, float8 scale)


 

 
 
 	几何分布


 
 
 

float8  geometric_cdf (float8 x, float8 sp)

float8  geometric_pmf (int4 x, float8 sp)

float8  geometric_quantile (float8 p, float8 sp)


 

 
 
 	超几何分布


 
 
 

float8  hypergeometric_cdf (float8 x, int4 r, int4 n, int4 N)

float8  hypergeometric_pmf (int4 x, int4 r, int4 n, int4 N)

float8  hypergeometric_quantile (float8 p, int4 r, int4 n, int4 N)


 

 
 
 	逆伽玛分布


 
 
 

float8  inverse_gamma_cdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  inverse_gamma_pdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  inverse_gamma_quantile (float8 p, float8 shape, float8 scale)


 

 
 
 	Kolmogorov分布


 
 
 

float8  kolmogorov_cdf (float8 x)


 

 
 
 	拉普拉斯分布


 
 
 

float8  laplace_cdf (float8 x, float8 mean, float8 scale)

float8  laplace_pdf (float8 x, float8 mean, float8 scale)

float8  laplace_quantile (float8 p, float8 mean, float8 scale)


 

 
 
 	逻辑斯谛分布


 
 
 

float8  logistic_cdf (float8 x, float8 mean, float8 scale)

float8  logistic_pdf (float8 x, float8 mean, float8 scale)

float8  logistic_quantile (float8 p, float8 mean, float8 scale)


 

 
 
 	对数正态分布


 
 
 

float8  lognormal_cdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  lognormal_pdf (float8 x, float8 location, float8 scale)

float8  lognormal_quantile (float8 p, float8 location, float8 scale)


 

 
 
 	负二项分布


 
 
 

float8  negative_binomial_cdf (float8 x, float8 r, float8 sp)

float8  negative_binomial_pmf (int4 x, float8 r, float8 sp)

float8  negative_binomial_quantile (float8 p, float8 r, float8 sp)


 

 
 
 	非中心贝塔分布


 
 
 

float8  non_central_beta_cdf (float8 x, float8 alpha, float8 beta, float8 ncp)

float8  non_central_beta_pdf (float8 x, float8 alpha, float8 beta, float8 ncp)

float8  non_central_beta_quantile (float8 p, float8 alpha, float8 beta, float8

ncp)


 

 
 
 	非中心卡方分布


 
 
 

float8  non_central_chi_squared_cdf (float8 x, float8 df, float8 ncp)

float8  non_central_chi_squared_pdf (float8 x, float8 df, float8 ncp)

float8  non_central_chi_squared_quantile (float8 p, float8 df, float8 ncp)


 

 
 
 	非中心F分布


 
 
 

float8  non_central_f_cdf (float8 x, float8 df1, float8 df2, float8 ncp)

float8  non_central_f_pdf (float8 x, float8 df1, float8 df2, float8 ncp)

float8  non_central_f_quantile (float8 p, float8 df1, float8 df2, float8 ncp)


 

 
 
 	非中心T分布


 
 
 

float8  non_central_t_cdf (float8 x, float8 df, float8 ncp)

float8  non_central_t_pdf (float8 x, float8 df, float8 ncp)

float8  non_central_t_quantile (float8 p, float8 df, float8 ncp)


 

 
 
 	正态分布


 
 
 

float8  normal_cdf (float8 x, float8 mean=0, float8 sd=1)

float8  normal_cdf (float8 x, float8 mean)

float8  normal_cdf (float8 x)

float8  normal_pdf (float8 x, float8 mean=0, float8 sd=1)

float8  normal_pdf (float8 x, float8 mean)

float8  normal_pdf (float8 x)

float8  normal_quantile (float8 p, float8 mean=0, float8 sd=1)

float8  normal_quantile (float8 p, float8 mean)

float8  normal_quantile (float8 p)


 

 
 
 	帕累托分布


 
 
 

float8  pareto_cdf (float8 x, float8 scale, float8 shape)

float8  pareto_pdf (float8 x, float8 scale, float8 shape)

float8  pareto_quantile (float8 p, float8 scale, float8 shape)


 

 
 
 	泊松分布


 
 
 

float8  poisson_cdf (float8 x, float8 mean)

float8  poisson_pmf (int4 x, float8 mean)

float8  poisson_quantile (float8 p, float8 mean)


 

 
 
 	瑞利分布


 
 
 

float8  rayleigh_cdf (float8 x, float8 scale)

float8  rayleigh_pdf (float8 x, float8 scale)

float8  rayleigh_quantile (float8 p, float8 scale)


 

 
 
 	学生t分布


 
 
 

float8  students_t_cdf (float8 x, float8 df)

float8  students_t_pdf (float8 x, float8 df)

float8  students_t_quantile (float8 p, float8 df)


 

 
 
 	三角分布


 
 
 

float8  triangular_cdf (float8 x, float8 lower, float8 mode, float8 upper)

float8  triangular_pdf (float8 x, float8 lower, float8 mode, float8 upper)

float8  triangular_quantile (float8 p, float8 lower, float8 mode, float8 upper)


 

 
 
 	均匀分布


 
 
 

float8  uniform_cdf (float8 x, float8 lower, float8 upper)

float8  uniform_pdf (float8 x, float8 lower, float8 upper)

float8  uniform_quantile (float8 p, float8 lower, float8 upper)


 

 
 
 	韦布尔分布


 
 
 

float8  weibull_cdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  weibull_pdf (float8 x, float8 shape, float8 scale)

float8  weibull_quantile (float8 p, float8 shape, float8 scale)


 

 
（2）示例
 
 
 

-- 求标准正态分布下1的概率密度函数

select madlib.normal_pdf(1,0,1), exp(-0.5)/sqrt(2*pi());


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
 
 

-- 求标准正态分布下1的累积分布函数

select madlib.normal_cdf(1,0,1);


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
正态分布的累积分布函数为：[image: ]。上面的查询是将x=1、μ=0、σ=1代入函数所求得的值。
 
 
 

-- 求标准正态分布下概率为0、0.25、0.5、0.75、1的分位数值

\x on

select madlib.normal_quantile(0, 0, 1),

       madlib.normal_quantile(0.25, 0, 1),

       madlib.normal_quantile(0.5, 0, 1),

       madlib.normal_quantile(0.75, 0, 1),

       madlib.normal_quantile(1, 0, 1);


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
4.2.2　统计推论
 
1. 背景知识
 
为了获取关于总体的结论，从整个总体收集数据通常是不可行的。相反，我们必须基于从样本数据收集的证据得到合理的结论。这种基于样本数据获取关于总体的可靠结论的过程称作统计推论（statistical inference）。概括地说，统计推论是在对样本数据进行描述的基础上，对统计总体的未知数量特征做出以概率形式表述的推论。
 
（1）点估计
 
在统计学中，术语统计量（statistic）是指从样本数据推导出的数值量。两个最有用的统计量是样本均值（[image: ]）和样本方差（[image: ]）：
 
 
 [image: ]

 
 
 [image: ]

 
使用样本统计量估计总体参数的过程称为点估计（point estimation）。
 
假设X1,X2,…,XN是从均值μX、方差[image: ]的总体抽取的N个独立同分布观测的随机样本。令[image: ]为样本均值，则：
 
 
 [image: ]

 
其中，E[Xi]=μX，因为所有观测都来自均值为μX的相同分布。这一结果表明样本的均值[image: ]逼近总体均值μX，特别是当N充分大时。用统计学的术语来说，样本均值称作总体均值的无偏（unbiased）估计。可以证明样本均值的方差为：
 
 
 [image: ]

 
由于总体的方差通常是未知的，因此通常用样本方差[image: ]替换[image: ]来近似总体均值的方差。量[image: ]称为均值的标准误差（standard error）。
 
（2）中心极限定理
 
正态分布是最常用的概率分布，因为很多随机现象都可以用这种分布建模。这是称作中心极限定理（central limit theorem）的统计学原理的推论。
 
中心极限定理：考虑从均值为μX、方差为[image: ]的概率分布抽取的、大小为N的随机样本。如果[image: ]是样本均值，那么当样本的规模增大时，[image: ]的分布逼近均值为μX、方差为[image: ]的正态分布。
 
无论随机变量从何种分布提取，中心极限定理都成立。例如，假设我们从具有某个未知分布的数据集随机地抽取N个独立实例。令Xi是一个随机变量，它指示第i个实例是否被给定的分类器正确预测，即若该实例被正确分类则Xi=1，否则Xi=0。样本均值[image: ]表示分类器的期望准确率。中心极限定理表明，尽管抽取实例的分布可能不是正态的，但是期望准确率（样本均值）往往是正态分布。
 
（3）区间估计
 
在估计总体的参数时，指出估计的可靠性是重要的。例如，假设我们对由随机抽取的观测估计总体均值μX感兴趣。使用诸如样本均值[image: ]这样的点估计可能并不充分，当样本的规模比较小时尤其如此。作为替代，给出一个以高概率包含总体均值的区间可能更有用。这种找到总体参数的区间的估计任务称为区间估计（interval estimation）。令θ是需要估计的总体参数。若：
 
P(θ1<θ<θ2)=1-α
 
则(θ1,θ2)是θ在置信水平（confidence level）1-α上的置信区间（confidence interval）。图4-1显示了由均值为0、方差为1的正态分布导出的参数的95%置信区间。正态分布下的阴影面积为0.95。换言之，如果我们从该分布产生一个样本，那么被估计的参数落在-2和+2之间的可能性为95%。
 

 [image: ] 
 图4-1　参数的置信区间
 

 
考虑一个随机抽取的观测序列X1,X2,…,XN。我们想根据样本均值[image: ]，在68%置信区间估计总体均值μX。根据中心极限定理，当N充分大时，[image: ]逼近均值为μX、方差为[image: ]的正态分布。可以用如下方法把这种分布变换为标准正态分布（均值为0、方差为1的正态分布）：
 
 
 [image: ]

 
其中总体的标准差用样本均值的标准误差近似。查标准正态分布概率表得到P(-1<Z<1)=0.68。该概率可以写成：
 
 
 [image: ]

 
或等价地改成：
 
 
 [image: ]

 
因此，μX的68%置信区间为[image: ]。
 
（4）假设检验
 
假设检验是数理统计中按照一定的假设条件由样本推断总体的一种方法，假设检验有时也称为“显著性检验”（Test of statistical significant），是研究样本与样本之间、样本与总体之间的误差是由抽样误差引起还是本质误差引起的统计推论方法。它的基本思想是在假设成立的条件下，根据某个统计方法（如T检验、卡方检验等）估计输入数据的统计特性，根据统计特性和输入数据的分布估计假设成立的概率大小，如果小于某一个预先设定的“显著性水平”（significant level），就说明假设不成立，反之则说明假设成立。
 
设检验所定义的假设称为零假设，数学上一般写成H0。与H0对立的假设，即对立假设，也叫备择假设。由于我们对于假设的判断是基于概率统计所做出的，因此我们就很有可能（一定的概率）做出错误的判断。错误分两种，第一类错误为H0假设成立，但是我们却认为它不成立，第二类错误是说H0不成立，但是我们却认为它成立。一般而言，第一类错误更为严重，所以在判断时，允许犯这种错误的可能性必须要极低——犯第一类错的事件应该是一个小概率事件。假设检验就是基于这种小概率原理，事先确定作为判断的标准，即允许犯错的小概率标准，这种小概率标准就是统计学上定义的“显著性水平α”。若根据假设计算出来的概率小于这个显著性水平，则拒绝原假设；反之，若大于这个标准，则承认原假设。因此，一般把1-α称为“置信区间”或者“接收区间”，小于α的区间称为“拒绝区间”。
 
举个例子来说明，一个人被控诉犯罪，陪审团根据现有的条件做出对这个人有罪还是无罪的判断。事实上，陪审团就是进行一个假设检验。假设H0“被告无罪”；假设H1“被告有罪”。当然，陪审团现在还不知道哪个假设是成立的，他们必须根据控辩双方的证词做出判断，判断的结果只有两种，一种是被告无罪释放，一种是被告罪名成立。在判断的过程中，陪审团可能犯的错有两种，一种是被告本来无罪被判成有罪，一种是被告有罪却无罪释放。从司法的角度来看，第一类的错误更严重，因此司法系统要求构建的第一类错误的概率尽可能小。
 
假设检验的基本步骤如下：
 
步骤01　提出检验假设又称无效假设，符号是H0；备择假设的符号是H1。H0表示样本与总体或样本与样本间的差异是由抽样误差引起的，H1表示样本与总体或样本与样本间存在本质差异。
 
步骤02　选定可以允许的小概率标准，即假设H0成立却错误判断的可允许范围α；当检验假设为真，但被错误地拒绝的概率，记作α，通常取α=0.05或α=0.01。
 
步骤03　选定统计方法，由样本观察值按相应的公式计算出统计量的大小，如Z值、T值等。根据数据的类型和特点，可分别选用F检验、T检验、秩和检验、卡方检验等。
 
步骤04　根据统计量的大小及其分布确定检验假设成立的可能性P的大小并判断结果。若P>α，结论为按α所取水准不显著，不拒绝H0，即认为差别很可能是由于抽样误差造成的，在统计上不成立；如果P≤α，结论为按所取α水准显著，拒绝H0，接受H1，认为此差别不大可能仅由抽样误差所致，很可能是实验因素不同造成的，故在统计上成立。P值的大小一般可通过查阅相应的界值表得到。
 
假设检验一般是参数、非参数检验都可以，但对于能使用参数检验的，首选参数检验，对不能满足条件的才选用非参数检验。参数检验是在总体分布形式已知的情况下，对总体分布的参数如均值、方差等进行推断的方法。但是，在数据分析过程中，由于种种原因，人们往往无法对总体分布形态做简单假定，此时参数检验的方法就不再适用了。非参数检验正是一类基于这种考虑在总体方差未知或知道甚少的情况下，利用样本数据对总体分布形态等进行推断的方法。由于非参数检验方法在推断过程中不涉及有关总体分布的参数，因而得名“非参数检验”。
 
2. MADlib中的假设检验
 
（1）输入的数据
 
输入的数据被假定为所有行存储的都是规范化值。一般来说，期望如下形式的输入数据。
 
 
 	单样本检验输入数据


 
 
 

{TABLE|VIEW} source (

    ...

    value DOUBLE PRECISION

    ...

)


 

 
 
 	两样本检验输入数据


 
 
 

{TABLE|VIEW} source (

    ...

    first BOOLEAN,

    value DOUBLE PRECISION

    ...

)


 

 
first为真，表示数据来自第一个样本，否则来自第二个样本。
 
 
 	多样本检验输入数据


 
 
 

{TABLE|VIEW} source (

    ...

    group INTEGER,

    value DOUBLE PRECISION

    ...

)


 

 
group标识数据所属的样本。
 
（2）使用方法
 
无论哪种输入数据形式，所有的检验都是作为聚合函数实现的。非参数检验实现为有序聚合函数，因此需要包含ORDER BY子句。下面给出一些最简单的用法形式。
 
① 运行参数单样本检验
 
select test(value) from source，其中test可以是下面两个函数之一：
 
 
 	t_test_one（单样本t检验）
 
 	chi2_gof_test（卡方拟合优度检验）


 
② 运行参数两样本／多样本检验
 
select test(first/group, value) from source，其中test可以是下面函数之一：
 
 
 	f_test（F检验）
 
 	t_test_two_pooled（等方差两样本t检验）
 
 	t_test_two_unpooled（韦尔奇t检验）
 
 	one_way_anova（多样本单向方差分析）


 
③ 运行非参数两样本／多样本检验
 
select test (first/group, value order by value) from source，其中test可以是下面的函数之一：
 
 
 	ks_test（Kolmogorov-Smirnov检验）
 
 	mw_test（Mann-Whitney检验）
 
 	wsr_test (多样本Wilcoxon符号秩检验)


 
3. MADlib假设检验示例
 
（1）单样本T检验
 
 
 [image: ] 

 
问题1：
 
正常人的脉搏平均数为72次／分。现测得15名患者的脉搏：71，55，76，68，72，69，56，70，79，67，58，77，63，66，78。试问这15名患者的脉搏与正常人的脉搏是否有差异？假设脉搏数据符合正态分布。
 
该问题中只提供了一组样本，因此采用单样本T检验。
 
① 建立检验假设，确定检验标准
 
 
 	H0：这15名患者的脉搏与正常人的脉搏无显著差异
 
 	H1：这15名患者的脉搏与正常人的脉搏有显著差异
 
 	α=0.05


 
一般来说，我们将一个假设放在H0上，是因为一方面我们对这个论述“感兴趣”，另一方面方便构建检验统计量及确定相应的分布。选择H0、H1的思考逻辑是：为了检验H0是否正确，先假定它正确。如果样本的观测值得出一个与H0应有的结果完全矛盾的结果，我们就不能接受（拒绝）H0，转而接受H1的假设。出于以上的情况，H0、H1是不对等的，不能随意交换。通常情况下H0要取那个在实践中受到保护、不证自明、要有足够的证据才能否定诸如此类的命题。实际应用中我们常把相等的、无差别的、等号成立的结论作为H0，将待证明的、不相等的、有差别的命题作为H1。所以在具体统计中的参数检验，H0表示相等，H1则是大于、小于或者不相等。
 
② 执行单样本T检验
 
 
 

-- 建立输入表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (a int);

insert into t1 values

(71),(55),(76),(68),(72),(69),(56),

(70),(79),(67),(58),(77),(63),(66),(78);



-- 执行单样本T检验

select (madlib.t_test_one(a - 72)).* from t1;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
从执行结果可知，p_value=0.088，按α=0.05显著性水平，p> α，不拒绝H0，差异无统计学意义，说明这15名患者的脉搏与正常人的脉搏差异不显著。
 
 
 [image: ] 

 
madlib.t_test_one函数输出四个字段：statistic是统计量，df表示自由度，p_value_one_sided表示单尾P值，p_value_two_sided表示双尾P值。其中统计量的计算公式为：（样本均值–标准值）／（样本标准差／样本数量的平方个）。可以执行以下查询验证函数输出的统计值：
 
 
 [image: ] 

 
自由度为：样本数量-1=15-1=14
 
（2）带参数两样本T检验
 
 
 [image: ] 

 
问题2：
 
从问题1的15名患者脉搏数据随机抽样两组假设的样本，判断两个整体数据有无显著性差异。
 
① 建立检验假设，确定检验标准
 
 
 	H0：无显著差异
 
 	H1：有显著差异
 
 	α=0.05


 
② 执行带参数两样本T检验
 
 
 

-- 建立输入表，生成数据

drop table if exists t2;

create table t2 as

select * from (select true is_sample1,a from t1 order by random() limit 10) t1

union all

select * from (select false is_sample1,a from t1 order by random() limit 10) t2;


 

 
假设总体方差相等。
 
 
 

select (madlib.t_test_two_pooled(is_sample1, a)).* from t2;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
假设总体方差不等。
 
 
 

select (madlib.t_test_two_unpooled(is_sample1, a)).* from t2;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
从执行结果可知，p_value=0.79，按α=0.05显著性水平，p>α，不拒绝H0，差异无统计学意义。说明两组数据无显著差异。
 
 
 [image: ] 

 
（3）F检验
 
F检验又叫方差齐性检验。在两个样本T检验中要用到F检验。从两个研究总体中随机抽取样本，要对这两个样本进行比较的时候，首先要判断两个总体方差是否相同，即方差齐性。若两个总体方差相等，则直接用T检验，若不等，则可采用T'检验或变量变换或秩和检验等方法。其中要判断两总体方差是否相等，就可以用F检验。
 
 
 [image: ] 

 
问题3：
 
对问题2生成的两组数据执行F检验，判断两组整体数据方差是否相等。
 
 
 

select (madlib.f_test(is_sample1, a)).* from t2;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
p_value=0.96，按ɑ=0.05显著性水平，p>ɑ，说明两组数据方差无显著差异。
 
 
 [image: ] 

 
（4）拟合优度检验
 
拟合优度检验是用卡方统计量进行统计显著性检验的重要内容之一。它依据总体分布状况，计算出分类变量中各类别的期望频数，与分布的观察频数进行对比，判断期望频数与观察频数是否有显著差异，从而达到从分类变量进行分析的目的。
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问题4：
 
交通部门统计事故与星期的关系得到：
 
星期：一　二　三　四　五　六　日
 
次数：36　23　29　31　34　60　25
 
问每天事故发生的可能性是否相同？
 
① 建立检验假设，确定检验标准
 
 
 	H0：每天事故发生的可能性相同
 
 	H1：每天事故发生的可能性不同
 
 	α=0.05


 
② 执行拟合优度检验
 
 
 

-- 建立表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (a int);

insert into t1 values (36),(23),(29),(31),(34),(60),(25);



-- 执行拟合优度检验

select (madlib.chi2_gof_test(a, avg_a)).* from t1,(select avg(a) avg_a from

t1) t;


 

 
结果：
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p_value=0.00015，按α=0.05显著性水平，p<α，拒绝H0，差异具有统计学意义，说明事故发生的可能性不同，的确与星期几有关。
 
 
 [image: ] 

 
（5）卡方独立性检验
 
MADlib的卡方独立性检验利用拟合优度检验函数实现。对于输入矩阵的每个元素(i, j)，它的期望值为sum(第i行)* sum(第j列)。例如，元素(2,1)的期望值为sum(第2行)* sum(第1列)。
 
卡方独立性检验就是统计样本的实际观测值与理论推论值之间的偏离程度，它决定了卡方值的大小。卡方值越大，越不符合；卡方值越小，偏差越小，越趋于符合，若两个值完全相等，卡方值就为0，表明理论值完全符合。
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问题5：
 
某医疗机构为了解患肺癌与吸烟是否有关，进行了一次抽样调查，共调查了9965个成年人，其中吸烟者2148人，不吸烟者7817人。调查结果是：吸烟的2148人中49人患肺癌、2099人不患肺癌、不吸烟的7817人中42人患肺癌、7775人不患肺癌。根据这些数据能否断定：患肺癌与吸烟有关？
 
① 建立检验假设，确定检验标准
 
 
 	H0：患肺癌与吸烟无关
 
 	H1：患肺癌与吸烟有关
 
 	α=0.05


 
② 卡方独立性检验
 
 
 [image: ] 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
p_value比α小得多，因此拒绝H0，患肺癌与吸烟有关。
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（6）方差分析
 
一个复杂的事物，其中往往有许多因素互相制约又互相依存。方差分析的目的是通过数据分析找出对该事物有显著影响的因素、各因素之间的交互作用以及显著影响因素的最佳水平等。方差分析是在可比较的数组中，把数据间总的“变差”按各指定的变差来源进行分解的一种技术。对变差的度量采用离差平方和。方差分析方法就是从总离差平方和分解出可追溯到指定来源的部分离差平方和，这是一个很重要的思想。
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问题6：
 
设有三个车间以不同工艺生产同一种产品，为考察不同工艺对产品产量的影响，现对每个车间记录5天的日产量，如下所示。三个车间的日产量是否有显著差异？
 
 
 

序号 A1 A2 A3

1    44 50 47

2    45 51 44

3    47 53 44

4    48 55 50

5    46 51 45



-- 建立表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (x int, observed int);

insert into t1 values

(1,44),(2,50),(3,47),

(1,45),(2,51),(3,44),

(1,47),(2,53),(3,44),

(1,48),(2,55),(3,50),

(1,46),(2,51),(3,45);



-- 执行方差分析

\x on

select (madlib.one_way_anova(x, observed)).* from t1;


 

 
结果：
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由输出的结果可以得到如下方差分析表：
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p_value远小于0.05，故得出结论是三个车间的日产量有显著差异。
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（7）Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验
 
K-S检验以两位数学家Kolmogorov和Smirnov的名字命名的，是一个拟合优度检验，研究样本观察值的分布和设定的理论分布是否吻合，通过对两个分布差异的分析确定是否有理由认为样本的观察结果来自所假定的理论分布总体。K-S检验的基本思路是：先将顺序分类资料数据的理论累积频率分布与观测的经验累积频率分布加以比较，求出它们最大的偏离值，然后在给定的显著性水平上检验这种偏离值是否是偶然出现的。
 
从madlib.ks_test函数的入参定义可以看出，MADlib的K-S检验只支持两样本。
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问题7：
 
为了研究两家电信运营商套餐在目标市场的年龄维度上的分布是否相同，该电信运营公司开展了一个社会调查活动。两种通信套餐的用户年龄数据如下：
 
套餐1：18，18，25，22，24，23，26
 
套餐2：22，48，51，34，42，26，44，31，38
 
① 建立检验假设，确定检验标准
 
 
 	H0：两种套餐的目标市场年龄分布不存在显著差异
 
 	H1：两种套餐的目标市场年龄分布存在显著差异
 
 	α=0.05


 
② 执行K-S检验
 
 
 

-- 建立表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (first boolean, observed int);

insert into t1 values

(true,18),(true,18),(true,25),(true,22),(true,24),(true,23),(true,26),

(false,22),(false,48),(false,51),(false,34),(false,42),(false,26),(false,44),

(false,31),(false,38);



-- 执行K-S检验

select (madlib.ks_test(first, observed,

        (select count(observed) from t1 where first),

        (select count(observed) from t1 where not first)

        order by observed)).*

  from t1;


 

 
结果：
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相应的P值为0.007，在5%的显著性水平上，P值足够小，因此拒绝原假设，表明两种套餐的目标市场年龄分布存在显著差异。
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（8）Mann-Whitney检验
 
Mann-Whitney检验假设两个样本分别来自除了总体均值以外完全相同的两个总体，目的是检验这两个总体的均值是否有显著的差别。
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问题8：
 
一种产品有两种不同的工艺生产方法，它们的使用寿命数据如下：
 
工艺甲：661，669，675，679，682，692，693
 
工艺乙：646，649，650，651，652，662，663，672
 
它们的使用寿命分布是否相同？
 
 
 

-- 建立表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (first boolean, observed int);

insert into t1 values

(true,661),(true,669),(true,675),(true,679),(true,682),(true,692),(true,693),

(false,646),(false,649),(false,650),(false,651),(false,652),(false,662),(fals

e,663),(false,672);



-- 执行Mann-Whitney检验

select (madlib.mw_test(first, observed order by observed)).* from t1;


 

 
结果：
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P值小于0.05，表明两种工艺生产方法的使用寿命分布是不相同的。
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（9）Wilcoxon符号秩检验
 
在Wilcoxon符号秩检验中，把观测值和零假设的中心位置之差的绝对值的秩分别按照不同的符号相加作为其检验统计量。它适用于T检验中的成对比较，但并不要求成对数据之差服从正态分布，只要求对称分布即可。检验成对观测数据之差是否来自均值为0的总体（产生数据的总体是否具有相同的均值）。
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问题9：
 
为了研究某放松方法（如听音乐）对于入睡时间的影响，选择了10名志愿者，分别记录未进行放松时的入睡时间及放松后的入睡时间（单位为分钟），得到如下数据：
 
放松前：21，12，12，23，19，13，20，17，14，19
 
放松后：12，11，8，9，10，15，16，17，10，16
 
请问该放松方法对入睡时间有无影响？
 
本例可以采用配对样本T检验，但由于样本量少，数据可能不符合正太分布，所以考虑用非参数检验。
 
 
 

-- 建立表，生成数据

drop table if exists t1;

create table t1 (x double precision, y double precision);

insert into t1 values

(21,12),(12,11),(12,8),(23,9),(19,10),(13,15),(20,16),(17,17),(14,10),(19,16);



-- 执行Wilcoxon符号秩检验

\x on

select (madlib.wsr_test(x - y order by abs(x - y))).* from t1;


 

 
结果：
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P=0.015<0.05，拒绝原假设，认为放松前后有统计学差异。
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4.3　主成分分析
 
主成分分析方法可以将多个变量综合为少数几个代表性变量，使这些变量既能够代表原始变量的绝大多数信息又互不相关，这种方法有助于对问题的分析和建模。MADlib提供了两组主成分分析函数：训练函数与投影函数。训练函数以原始数据为输入，输出主成分。投影函数将原始数据投影到主成分上，实现线性无关降维，输出降维后的数据矩阵。本节介绍MADlib主成分分析模型对应的函数，并以一个示例说明如何利用这些函数解决数据的去相关性和降维问题。
 
4.3.1　背景知识
 
1. 基本思想
 
主成分分析（Principal Component Analysis, PCA）采取一种数学降维的方法，其所要做的就是设法将原来众多具有一定相关性的变量，重新组合为一组新的相互无关的综合变量来代替原来的变量。通常，数学上的处理方法就是将原来的变量做线性组合，作为新的综合变量，转换后的变量被称为主成分。变换的定义方法是用F1（选取的第一个线性组合，即第一个综合指标）的方差来表达，即Var(F1)越大，表示F1包含的信息越多。因此在所有的线性组合中选取的F1应该是方差最大的，故称F1为第一主成分。如果第一主成分不足以代表原来P个指标的信息，再考虑选取F2即选第二个线性组合。为了有效地反映原始信息，F1已有的信息不需要再出现在F2中，用数学语言表达就是要求Cov(F1, F2)=0，称F2为第二主成分，以此类推，可以构造出第三、第四、……、第P个主成分。Cov表示统计学中的协方差。
 
PCA的目标是找出一个更好地捕获数据变异性的、新的变量集合。更明确地说，所选择的第一个变量要尽可能多地捕获数据的变异性。第二个变量与第一个正交，并且尽可能多地捕获剩余的变异性，如此下去。PCA趋向于确定数据中最强的模式，使用PCA进行降维可以产生相对低维的数据。降维可以去掉许多噪声，这有利于应用数据分析算法。
 
2. 数学细节
 
统计学中通过计算数据的协方差矩阵S汇总多元数据集（例如，具有多个连续属性的数据）的变异性。数据的变异性可看作是对不同数值间的差异性的度量。
 
给定一个m×n的数据矩阵D，其m个行是数据对象，其n个列是属性。D的协方差矩阵是矩阵S，其元素sij定义为：
 
sij=covariance(d∗id∗j)
 
换言之，sij是数据的第i和第j个属性（列）的协方差。设x为第i个属性对应的列向量，y为第j个属性对应的列向量，则：
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两个属性的协方差度量两个属性一起变换的程度。若i=j（即x=y，两个属性相同），则协方差就是该属性的方差。若数据矩阵D经过预处理，使得每个属性的均值都是0，则S=DTD。PCA的目标就是找到一个满足如下性质的数据变换：
 
（1）每对不同的新属性的协方差为0。
 
（2）属性按照每个属性捕获的数据方差的多少排序。
 
（3）第一个属性捕获尽可能多的数据方差。
 
（4）在满足正交性的前提下，每个后继属性捕获尽可能多的剩余方差。
 
3. 计算步骤
 
（1）对原始数据进行标准化处理
 
假设样本观测数据矩阵为：
 
 
 [image: ]

 
那么可以按照如下方法对原始数据进行标准化处理：
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其中，[image: ]，[image: ]。
 
（2）计算样本相关系数矩阵
 
为了方便，假定原始数据标准化后仍用X表示，则经标准化处理后数据的相关系数为：
 
 
 [image: ]

 
其中，[image: ]。
 
（3）计算相关矩阵R的特征值(λ1,λ2,…,λp)和相应的特征向量：
 
ai=(ai1,ai2,…,aip),i=1,2,…,p
 
（4）选择重要的主成分，并写出主成分表达式
 
主成分分析可以得到p个主成分，但是，由于各个主成分的方差是递减的，包含的信息量也是递减的，所以实际分析时，一般不是选取p个主成分，而是根据各个主成分累计贡献率的大小选取前k个主成分，这里的贡献率是指某个主成分的方差占全部方差的比重，实际也就是某个特征值占全部特征值合计的比重，即：
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贡献率越大，说明该主成分所包含的原始变量的信息越强。主成分个数k的选取，主要根据主成分的累计贡献率来决定，一般要求累计贡献率达到85%以上，这样才能保证综合变量能包括原始变量的绝大多数信息。
 
（5）计算主成分得分
 
根据标准化的原始数据，按照各个样品，分别代入主成分表达式，就可以得到各主成分下各个样品的新数据，即为主成分得分。具体形式如下：
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其中，Fij=aj1xi1+aj2xi2+…+ajpxip(i=1,2,…,n; j=1,2,…,k)。
 
（6）依据主成分得分数据进一步对问题进行后续的分析和建模
 
后续分析和建模常见的形式有主成分回归、变量子集合的选择、综合评价等。
 
4.3.2　MADlib的PCA相关函数
 
1. 训练函数
 
MADlib中PCA的实现是使用一种分布式的SVD（奇异值分解）找出主成分，而不是直接计算方差矩阵的特征向量。PCA和SVD是两种密切相关的技术，它们假定新旧变量集合之间存在线性关系。设X为原始数据矩阵，[image: ]为X的列平均值向量。PCA首先将原始矩阵标准化为矩阵[image: ]：
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其中[image: ]是所有的行向量。然后MADlib PCA函数对矩阵[image: ]进行SVD分解：
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其中，∑是对角矩阵，特征值为[image: ]的条目，主成分是V的行。最后使用贝塞尔修正（Bessel's correction）用N-1代替N计算协方差。
 
这种实现的重要前提是假设用户只使用具有非零特征值的主成分，因为SVD计算用的是Lanczos算法，它并不保证含有零特征值的奇异向量的正确性。
 
（1）语法
 
稠密矩阵和稀疏矩阵的训练函数有所不同。稠密矩阵训练函数为：
 


     pca_train (source_table,

                out_table,

                row_id,

                components_param,

                grouping_cols,

                lanczos_iter,

                use_correlation,

                result_summary_table)


 
稀疏矩阵训练函数为：
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（2）参数
 
pca_train和pca_sparse_train函数中的参数说明如表4-7所示。
 
 
 表4-7　pca_train和pca_sparse_train函数参数说明
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PCA的稠密输入表可以使用两种标准的MADlib稠密矩阵格式：
 
 
 

{TABLE|VIEW} source_table (

    row_id INTEGER,

    row_vec FLOAT8[],

…)


 

 
或者：
 
 
 

{TABLE|VIEW} source_table (

    row_id INTEGER,

    col1 FLOAT8,

    col2 FLOAT8,

…)


 

 
注意row_id作为入参是输入矩阵的行标识，必须是从1开始且连续的整数。
 
PCA的稀疏矩阵输入表的格式如下：
 
 
 

{TABLE|VIEW} source_table (

    …

    row_id INTEGER,

    col_id INTEGER,

    val_id FLOAT8,

…)


 

 
其中，row_id和col_id列指示矩阵下标，是正整数；val_id列定义非0的矩阵元素值。
 
主输出表（out_table）包含特征值最高的k个主成分的特征向量，k值直接由用户参数指定，或者根据方差的比例计算得出。主输出表包含以下四列：
 
 
 	row_id：特征值倒序排名。
 
 	principal_components：包含主成分元素的向量（特征向量）。
 
 	std_dev：每个主成分的标准差。
 
 	proportion：每个主成分标准差所占的比例。


 
均值输出表（out_table_mean）包含列的均值，只有一列：
 
 
 	column_mean：包含输入矩阵的列的均值。


 
‘components_param’的值域为正整数或(0.0,1.0]。这里要注意整型和浮点数的区别：如果components_param指定为1，就返回一个主成分；若指定为1.0，则返回所有的主成分，因为此时方差比例为100%。还要注意一点，主成分数量是全局的。在分组时（由grouping_cols参数指定）可能选择标准差比例更好，因为这可以使不同分组具有不同的主成分数量。
 
概要表（result_summary_table）具有下面的列：
 
 
 	rows_used：INTEGER类型，输入数据的行数。
 
 	exec_time (ms)：FLOAT8类型，函数执行的毫秒数。
 
 	iter：INTEGER类型，SVD计算时的迭代次数。
 
 	recon_error：FLOAT8类型，SVD近似值的绝对误差。
 
 	relative_recon_error：FLOAT8类型，SVD近似值的相对误差。
 
 	use_correlation：BOOLEAN类型，为真时表示使用的是相关矩阵。


 
（3）联机帮助
 
可以执行下面的查询获得PCA训练函数的联机帮助。
 
 
 

select madlib.pca_train('usage');

select madlib.pca_sparse_train('usage');


 

 
2. 投影函数
 
给定包含主成分P的输入数据矩阵X，对应的降维后的低维度矩阵为X'，其计算公式为：
 
 
 [image: ]

 
其中，[image: ]是x的列平均值向量，[image: ]是所有的行向量。这一步计算的结果近似于原始数据，保留了绝大部分的原始信息。
 
残余表用于估计降维后的矩阵与原始输入数据的近似程度，其计算公式为：
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如果残余矩阵的元素接近于零，就表示降维后的信息丢失很少，基本相当于原始数据。残差范数表示为：
 
r=‖R‖F
 
其中，‖·‖F是Frobenius范数。相对残差范数的计算公式为：
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（1）语法
 
稠密矩阵和稀疏矩阵的投影函数有所不同。稠密矩阵投影函数为：
 


     pca_project (source_table,

                 pc_table,

                 out_table,

                 row_id,

                 residual_table,

                 result_summary_table)


 
稀疏矩阵的投影函数为：
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（2）参数
 
pca_project和pca_sparse_project函数中的参数说明如表4-8所示。
 
 
 表4-8　pca_project和pca_sparse_project函数参数说明
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out_table是一个投影到主成分上的稠密矩阵，具有以下两列：
 
 
 	row_id：输出矩阵的行ID。
 
 	row_vec：矩阵行中所含的向量。


 
residual_table表现为一个稠密矩阵，具有以下两列：
 
 
 	row_id：输出矩阵的行ID。
 
 	row_vec：包含残余矩阵行元素的向量。


 
result_summary_table中含有PCA投影函数的性能信息，具有以下三列：
 
 
 	exec_time：函数执行所用的时间（毫秒）。
 
 	residual_norm：绝对误差。
 
 	relative_residual_norm：相对误差。


 
（3）联机帮助
 
可以执行下面的查询获得PCA投影函数的联机帮助。
 
 
 

select madlib.pca_project('usage');

select madlib.pca_sparse_project('usage');


 

 
4.3.3　MADlib的PCA应用示例
 
我们用一个企业综合实力排序的例子说明MADlib PCA的用法。为了系统地分析某IT类企业的经济效益，选择了8个不同的利润指标，对15家企业进行了调研，并得到如表4-9所示的数据。现在需要根据这些数据对15家企业进行综合实力排序。
 
 
 表4-9　企业综合实力评价表
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本问题中涉及8个指标，这些指标间的关联关系并不明确，而且各指标数值的数量级也有差异，为此这里将首先借助PCA方法对指标体系进行降维处理，然后根据PCA打分结果实现对企业的综合实力排序。
 
1. 创建原始稠密矩阵表并添加数据
 
 
 

drop table if exists mat;

create table mat (id integer, row_vec double precision[]);

insert into mat values

(1,  '{40.4, 24.7,  7.2,  6.1,  8.3,  8.7, 2.442,   20}'),

(2,  '{  25, 12.7, 11.2,   11, 12.9, 20.2, 3.542,  9.1}'),

(3,  '{13.2,  3.3,  3.9,  4.3,  4.4,  5.5, 0.578,  3.6}'),

(4,  '{22.3,  6.7,  5.6,  3.7,    6,  7.4, 0.176,  7.3}'),

(5,  '{34.3, 11.8,  7.1,  7.1,    8,  8.9, 1.726, 27.5}'),

(6,  '{35.6, 12.5, 16.4, 16.7, 22.8, 29.3, 3.017, 26.6}'),

(7,  '{  22,  7.8,  9.9, 10.2, 12.6, 17.6, 0.847, 10.6}'),

(8,  '{48.4, 13.4, 10.9,  9.9, 10.9, 13.9, 1.772, 17.8}'),

(9,  '{40.6, 19.1, 19.8,   19, 29.7, 39.6, 2.449, 35.8}'),

(10, '{24.8,    8,  9.8,  8.9, 11.9, 16.2, 0.789, 13.7}'),

(11, '{12.5,  9.7,  4.2,  4.2,  4.6,  6.5, 0.874,  3.9}'),

(12, '{ 1.8,  0.6,  0.7,  0.7,  0.8,  1.1, 0.056,    1}'),

(13, '{32.3, 13.9,  9.4,  8.3,  9.8, 13.3, 2.126, 17.1}'),

(14, '{38.5,  9.1, 11.3,  9.5, 12.2, 16.4, 1.327, 11.6}'),

(15, '{26.2, 10.1,  5.6, 15.6,  7.7, 30.1, 0.126, 25.9}');


 

 
2. 调用PCA训练函数生成特征向量矩阵
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3. 查看输出表
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结果：
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可以看到，主成分数量为3时，累积标准差比例为95.5，即反映了95.5%的原始信息，而维度已经从8个降低为3个。可以用下面的查询求得降维前后的方差验证PCA训练的结果。
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结果：
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查询PCA降维后的方差：
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结果：
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4. 调用PCA投影函数生成降维后的数据表
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5. 查看投影函数输出表
 
 
 

select * from out_table order by row_id;


 

 
结果：
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查询概要表：
 
 
 

select * from result_summary_table;


 

 
结果：
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查询残余表：
 
 
 

select row_id,

       lpad(round(row_vec[1]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[2]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[3]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[4]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[5]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[6]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[7]::numeric,3),6,' ')||', '||

       lpad(round(row_vec[8]::numeric,3),6,' ') row_vec

  from residual_table order by row_id;


 

 
结果：
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out_table为降维后投影到主成分的数据表。residual_table中的数据表示与每个原始数据项对应的误差，越接近零说明误差越小。result_summary_table表中包含函数执行概要信息。
 
6. 按主成分总得分降序排列得到综合实力排序
 
 
 

select row_id id, row_vec, round(madlib.array_sum(row_vec)::numeric,4) r

  from out_table

 order by r desc;


 

 
结果：
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从该结果可知，第9家企业的综合实力最强，第12家企业的综合实力最弱。row_vec中的三列为各主成分的得分。以上应用示例比较简单，真实场景中，PCA方法还要根据实际问题和需求灵活使用。
 
4.4　小结
 
本章从描述性统计、概率统计、主成分分析三方面讨论了MADlib的数据探索功能。MADlib的描述性统计包括皮尔森相关和汇总统计两个模块。皮尔森相关系数用来反映两个变量的线性相关程度，MADlib的皮尔森相关性有两个函数，一个输出相关系数，另一个输出协方差。MADlib的汇总统计函数输出源数据中目标列的行数、不同值个数、缺失值行数、最大最小值、均值、方差、百分位数、中位数、最频繁值等汇总信息。MADlib的概率统计包括概率函数和统计推论两个模块，其中概率函数包括多种概率分布下的91个概率密度函数和累积分布函数。统计推论模块实现了多种假设检验函数。MADlib的主成分分析模块包括训练函数和投影函数，是一种主要的数据降维方法。
第5章　回归
 
回归（regression）是确定两种或两种以上变量间相互定量关系的一种统计分析方法，是机器学习中最为基础的方法，也是应用场景最多的方法。只要是量化型问题，一般都会先尝试用回归方法来研究或分析。根据回归函数的类型可将回归方法分为以下几种：线性回归、非线性回归、逻辑回归、多类回归、序数回归、弹性网络回归等。MADlib对这些回归方法均提供支持。本章按这些回归类型介绍MADlib的回归模块及其各回归函数的使用方法。
 
5.1　线性回归
 
5.1.1　背景知识
 
回归方法是处理变量之间相关关系的一种数学方法，其解决问题的大致步骤如下：
 
步骤01　收集一组包含因变量和自变量的数据。
 
步骤02　选定因变量和自变量之间的模型，即一个数学式子，利用数据按照一定规则如最小二乘计算模型中的系数。
 
步骤03　利用统计分析方法对不同的模型进行比较，找出效果最好的模型。
 
步骤04　判断得到的模型是否适合于这组数据。
 
步骤05　利用模型对因变量做出预测或解释。
 
回归的数学定义如下：
 
令D是包含N个观测的数据集D={(xi,yi)|i=1,2,…,N}。每个xi对应于第i个观测的属性集，又称解释变量（explanatory variable）或自变量，而yi对应于目标变量（target variable）或因变量。回归任务的解释变量可以是离散的或连续的。
 
回归是这样一个任务，它学习一个把每个属性集x映射到一个输出y的目标函数（target function）f。回归的目标是找到一个可以以最小误差拟合输入数据的目标函数。回归任务的误差函数（error function）可以用绝对误差和或平方误差和表示：
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1. 最小二乘法
 
设Y是一个可观测的随机变量，受一个非随机变量因素x和随机误差ε的影响。若Y与x有如下线性关系：
 
Y=ω0+ω1x+ε
 
且ε的均值E(x)=0，方差var(ε)=σ2(σ>0)，其中ω0、ω1是固定的未知参数，称为回归系数（regression coefficient），Y称为因变量，x称为自变量，则称此Y与x之间的函数关系表达式为一元线性回归模型。利用最小二乘法可以得到回归模型参数ω0、ω1的最小二乘估计[image: ]、[image: ]，估计公式为：
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其中，[image: ]，[image: ]，[image: ]，[image: ]。
 
于是就可以建立经验模型：
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2. 回归误差分析
 
误差平方和的定义公式为：
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线性回归的目标就是找出参数（ω1,ω0），最小化误差平方和SSE（sum of squares for error）。
 
除SSE之外，我们还可以定义另外两种误差：
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SST（total sum of squares）称为总平方和，而SSR（regression sum of squares）称为回归平方和。在使用平均值[image: ]估计因变量时，SST表示预测误差，而SSR代表回归模型的误差量。SST、SSE和SSR之间的关系为：SST=SSE+SSR。
 
3. 拟合满意度分析
 
对于得到的回归方程形式，通常需要进行回归效果的评价，当有几种回归结果后，还通常需要进行比较以选出较好的方程，常用的准则有：
 
（1）决定系数R2，其数学定义为：
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R2称为决定系数。R2大表示观测值与拟合值比较靠近，也就意味着从整体上看，n个点的散布离曲线较近，因此R2大的方程为好。
 
（2）剩余标准差s，其数学定义为：
 
 
 [image: ]

 
s称为剩余标准差，可以将s看成是平均残差平方和的算术根，自然其值小的方程为好。其实上面两个准则所选方程总是一致的，因为s小必有残差平方和小，从而R2必定大。不过，这两个量从两个角度给出定量的概念。R2的大小给出了总体上拟合程度的好坏，s给出了观测点与回归曲线偏离的一个量值。所以，通常在实际问题中两者都求出，供使用者从不同角度去认识所拟合的曲线回归。
 
（3）F检验，其数学表达式为：
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如果满足F1-a(1,n-2)<F，则认为变量y与x有显著的线性关系。
 
4. 多元线性回归
 
设Y是一个可观测的随机变量，它受到p（p>0）个非随机变量X1,X2,…,Xp和随机误差ε的影响。若Y与X1,X2,…,Xp有如下线性关系：
 
Y=ω0+ω1X1+ω2X2+…+ωpXp+ε
 
其中，ω0,ω1,ω2,…,ωp是固定的未知参数，称为回归系数；ε是均值为0、方差为σ2（σ>0）的随机变量；Y称为被解释变量；X1,X2,…,Xp称为解释变量。此模型称为多元线性回归模型。
 
自变量X1,X2,…,Xp是非随机的且可精确观测，随机误差ε代表其随机因素对因变量Y产生的影响。对于总体（X1,X2,…,Xp;Y）的n组观测值（xi1,xi2,…,xip;y）（i=1,2,…,n;n>p），应满足：
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其中ε1,ε2,…,εn相互独立，且设εi~N(0,σ2)(i=1,2,…,n)，记
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则模型可用矩阵形式表示为：
 
Y=Xω+ε
 
其中，Y称为观测向量；X称为设计矩阵；ω称为待估计向量；ε是不可观测的n维随机向量，它的分量相互独立，假定ε~N(0,σ2In)。
 
5.1.2　MADlib的线性回归相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     linregr_train( source_table,

                    out_table,

                    dependent_varname,

                    independent_varname,

                    grouping_cols,

                    heteroskedasticity_option

                  )


 
（2）参数
 
linregr_train函数中的参数说明如表5-1所示。
 
 
 表5-1　linregr_train函数参数说明
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 表5-2　linregr_train函数主输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时还会创建一个名为<out_table>_summary的概要表，具有表5-3所示的列。
 
 
 表5-3　linregr_train函数概要输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 
linregr_predict(coef, col_ind)
 
（2）参数
 
 
 	coef：FLOAT8[]类型，回归系数向量。
 
 	col_ind：FLOAT8[]类型，包含自变量列名索引的数组。


 
5.1.3　线性回归示例
 
1. 一元线性回归
 
（1）问题提出
 
近10年来，某市社会商品零售总额与职工工资总额（单位：亿元）的数据见表5-4，请建立社会商品零售总额与职工工资总额数据的回归模型。
 
 
 表5-4　商品零售总额与职工工资总额
 
 [image: ] 

 
该问题只有两个变量，是典型的一元回归问题，先要确定是否是线性的，当确定是线性关系后就可以利用MADlib的线性回归函数建立它们之间的回归模型。从图5-1所示的数据散点图上看到，两个变量的数据的确接近一条线上，因此可以判断这些数据近似成线性关系。
 

 [image: ] 
 图5-1　职工工资总额和商品零售总额关系趋势图
 

 
（2）调用训练函数建立模型
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结果：
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从结果看，r2的值接近于1，而p_values的值足够小，说明模型较好。
 
（3）利用预测函数估计残差
 
残差在数理统计中是指实际观察值与估计值（拟合值）之间的差。“残差”蕴含了有关模型基本假设的重要信息。如果回归模型正确的话，我们可以将残差看作误差的观测值。它应符合模型的假设条件，且具有误差的一些性质。利用残差所提供的信息来考察模型假设的合理性及数据的可靠性称为残差分析。
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结果：
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2. 多元线性回归
 
（1）问题提出
 
某科学基金会希望估计从事某研究的学者的年薪Y与他们的研究成果（论文、著作等）的质量指标X1、从事研究的时间X2、能成功获得资助的指标X3之间的关系，为此按一定的实验设计方法调查了24位研究学者，得到如表5-5所示的数据，i为学者序号。试建立Y与X1、X2、X3之间关系的数学模型，得出有关结论并做统计分析。
 
 
 表5-5　从事某研究的学者的相关指标数据
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该问题是典型的多元回归问题，但能否应用多元回归，最好先通过数据可视化判断它们之间的变化趋势，如果近似满足线性关系，就可以利用线性回归方法对该问题进行回归。
 
（2）做出因变量Y与各自变量的样本散点图
 
做散点图的目的是观察因变量Y与各自变量间是否有比较好的线性关系，以便选择恰当的数学模型形式。图5-2分别为年薪Y与成果质量指标X1、研究工作时间X2、获得资助的指标X3之间的散点图。从图5-2中可以看出这些点大致分布在一条直线旁边，因此有比较好的线性关系，可以采用线性回归。
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 图5-2　因变量Y与各自变量的样本散点图
 

 
（3）调用训练函数建立模型
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结果：
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从训练结果中看到，回归系数b=(17.4361,1.1194,0.3215,1.3334)，相关系数的平方r2=0.9131，t检验对应的概率p值很小。因此我们得到初步的回归方程为：
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由结果对模型的判断：
 
 
 	对相关系数R的评价：本例R的绝对值为0.9556，表明线性相关性较强。
 
 	p值检验：p<0.05（预定显著水平），说明因变量y与自变量x1、x2、x3之间有显著的线性相关关系。


 
两种推断方法推断的结果一致，说明因变量与自变量之间存在较强的线性关系，线性回归模型较好地拟合了学习数据。
 
（4）利用预测函数估计残差
 
 
 

\x off

select x1, x2, x3, y, predict, y - predict residual

  from (select t1.*,  madlib.linregr_predict(m.coef, array[1, x1, x2, x3]) as

         predict from t1, t1_linregr m) t;


 

 
结果：
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5.2　非线性回归
 
5.2.1　背景知识
 
在一些实际问题中，变量间的关系并不都是线性的，这种情况下通常需要用曲线去进行拟合。用曲线拟合数据首先要解决的问题是回归方程中的参数如何估计。下面以一元非线性回归为例，讨论解决这一问题的基本思路。
 
对于曲线回归建模的非线性目标函数y=f(x)，通过某种数学变换[image: ]，使之“线性化”为一元线性函数v=a+bu的形式，继而利用线性最小二乘估计的方法估计出参数a和b，用一元线性回归方程[image: ]来描述v与u间的统计规律性，然后用逆变换[image: ]还原为目标函数形式的非线性回归方程。
 
比如，对于指数函数y=aebx，令v=lny，u=x，则v=a+bu。通过这样的形式，就可以将一些非线性函数转化为线性函数，这样就可以利用线性回归方法进行回归。因此这种转换模型又称为广义线性模型（Generalized Linear Models）。
 
广义线性模型是一般线性模型的直接扩展，它使因变量的总体均值通过一个非线性连接函数（link function，如上例中的ln），而依赖于线性预测值，同时还允许响应概率分布为指数分布族中的任何一员。
 
广义线性模型在两个方面对普通线性模型进行了扩展：
 
 
 	一般线性模型中要求因变量是连续的且服从正态分布。在广义线性模型中，因变量的分布可扩展到非连续的，如二项分布、泊松分布、负二项分布等。
 
 	一般线性模型中，自变量的线性预测值就是因变量的估计值，而广义线性模型中，自变量的线性预测值是因变量的连接函数估计值。


 
一个广义线性模型包括以下三个组成部分：
 
 
 	线性成分（linear component）：ηi=β0+β1x1i+β2x2i+…+βmxmi
 
 	随机成分（random component）：εi=Yi-ηi
 
 	连接函数（link function）：ηi=g(μi)


 
MADlib 1.10实现的分布族及其相应的连接函数如表5-6所示。
 
 
 表5-6　MADlib 1.10支持的连接函数
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5.2.2　MADlib的非线性回归相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     glm(source_table,

         model_table,

         dependent_varname,

         independent_varname,

         family_params,

         grouping_col,

         optim_params,

         verbose

         )


 
（2）参数
 
glm函数中的参数说明如表5-7所示。
 
 
 表5-7　glm函数参数说明
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 表5-8　glm函数主输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时，还会创建一个名为<out_table>_summary的概要表，如表5-9所示。
 
 
 表5-9　glm函数概要输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 


     glm_predict(coef,

                col_ind_var

                link)


 
（2）参数
 
 
 	coef：FLOAT8[]类型，训练模型获得的回归系数向量。
 
 	col_ind_var：FLOAT8[]类型，包含自变量列名索引的数组，应该与训练函数中‘independent_varname’参数得到的数组具有相同的数组长度。
 
 	link：TEXT类型，连接函数字符串，应该与训练函数使用相同的连接函数。


 
5.2.3　非线性回归示例
 
1. 问题提出
 
为了了解百货商店销售额x与流通费率（这是反映商业活动的一个质量指标，指每元商品流转额所分摊的流通费用）y之间的关系，收集了九个商店的有关数据（见表5-10）。假设数据服从伽马分布，请建立销售额与流通率之间的回归模型。
 
 
 表5-10　销售额与流通费率数据
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2. 建立表并添加数据
 
 
 

drop table if exists t1;

create table t1 (x float, y float);

insert into t1 values

(1.5,7.0), (4.5,4.8), (7.5,3.6), (10.5,3.1), (13.5,2.7),

(16.5,2.5), (19.5,2.4), (22.5,2.3), (25.5,2.2);


 

 
3. 使用identity连接函数
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结果：
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利用预测函数估计残差：
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结果：
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4. 使用inverse连接函数
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结果：
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利用预测函数估计残差：
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结果：
 
 
 [image: ] 

 
5. 使用log连接函数
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结果：
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利用预测函数估计残差：
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结果：
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从自变量x的标准差、t统计值和P值来看，在符合伽马分布的假设下，inverse连接函数的拟合程度最高，其次是log连接函数，而误差最大的是identity连接函数。与madlib.linregr_train线性回归训练函数不同，madlib.glm不返回R2决定系数，而是用对数似然值评估模型的拟合程度。统计学中，似然函数是一种关于统计模型参数的函数。给定输出x时，关于参数θ的似然函数L(θ|x)在数值上等于给定参数θ后变量X=x的概率：L(θ|x)=P(X=x|θ)。在涉及似然函数的许多应用中，更方便的是使用似然函数的自然对数形式，即“对数似然函数”。求解一个函数的极大化往往需要求解该函数关于未知参数的偏导数。由于对数函数是单调递增的，而且对数似然函数在极大化求解时较为方便，所以对数似然函数常用在最大似然估计及相关领域中。
 
在该例子中，伽马分布的三种连接函数identity、inverse和log对应的似然函数值分别为-8.0938、-1.1282和-5.6723。对数似然函数绝对值越小，表示拟合程度越好。因此从结果来看，可以认为inverse连接函数形式更符合因变量与自变量之间的关系。
 
5.3　逻辑回归
 
5.3.1　背景知识
 
在回归分析中，因变量y可能有两种情形：（1）y是一个定量的变量，这时就用通常的回归函数对y进行回归；（2）y是一个定性的变量，比如y=0或1，这时就不能用通常的回归函数进行回归，而是使用所谓的逻辑回归（Logistic Regression）。逻辑回归方法主要用于研究某些现象发生的概率p，比如股票涨跌、公司成败的概率。逻辑回归模型的基本形式为：
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其中，β0,β1,…,βk类似于多元线性回归模型中的回归系数。该式表示当自变量为x1,x2,…,xk时因变量p为1的概率。对该式进行对数变换，可得：
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至此，我们会发现，只要对因变量p按照ln(p/(1-p))的形式进行对数变换，就可以将逻辑回归问题转化为线性回归问题，此时就可以按照多元线性回归的方法得到回归参数。但对于定性实践，p的取值只有0和1（二分类），这就导致ln(p/(1-p))形式失去意义。为此，在实际应用逻辑回归模型的过程中，常常不是直接对p进行回归，而是先定义一种单调连续的概率π，令：
 
π=p(Y=1|x1,x2,…,xk),0<π<1
 
有了这样的定义，逻辑回归模型就可变形为：
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虽然形式相同，但此时的π为连续函数。然后只需要对原始数据进行合理的映射处理，就可以用线性回归方法得到回归系数。最后由π和p的映射关系进行反映射而得到p的值。
 
5.3.2　MADlib的逻辑回归相关函数
 
MADlib中的二分类逻辑回归模型，对双值因变量和一个或多个预测变量之间的关系建模。因变量可以是布尔值，也可以是用布尔表达式表示的分类变量。在该模型中，训练函数作为预测变量的函数，描述一次训练可能结果的概率。
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 
逻辑回归训练函数形式如下：
 


     logregr_train (source_table,

                    out_table,

                    dependent_varname,

                    independent_varname,

                    grouping_cols,

                    max_iter,

                    optimizer,

                    tolerance,

                    verbose )


 
（2）参数
 
logregr_train函数中的参数说明如表5-11所示。
 
 
 表5-11　logregr_train函数参数说明
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 表5-12　logregr_train函数主输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时还会创建一个名为<out_table>_summary的概要表，具有表5-13所示的列。
 
 
 表5-13　logregr_train函数概要输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 
MADlib提供了两个预测函数，预测因变量的布尔值，或预测因变量是“真”的概率值。两个函数语法相同。
 
预测因变量的布尔值的函数：
 


     logregr_predict(coefficients, ind_var)


 
预测因变量是“真”的概率值的函数：
 


     logregr_predict_prob(coefficients, ind_var)


 
（2）参数
 
 
 	coefficients：FLOAT8[]类型，来自logregr_train()的模型系数。
 
 	ind_var：自变量构成的DOUBLE数组，其长度应该与调用logregr_train()函数时由independent_varname参数所赋值的数组相同。


 
5.3.3　逻辑回归示例
 
1. 问题提出
 
企业到金融商业机构贷款，金融商业机构需要对企业进行评估。设评估结果为0或1两种形式：0表示企业两年后破产，将拒绝贷款；1表示企业两年后具备还款能力，可以贷款。在表5-14中，已知20家企业（编号1～20）的三项评价指标值和评估结果，试建立模型对其他5家企业（编号21～25）进行评估。
 
 
 表5-14　企业还款能力评价表
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对于该问题，很明显可以用逻辑回归模型来求解，已知的三项评价指标为自变量，能否贷款的评价结果是因变量。我们可以调用madlib.logregr_train函数，用已知的20条数据进行训练，然后调用madlib.logregr_predict函数对其他5条数据执行预测，还可以用madlib.logregr_predict_prob函数得到预测值为“真”的概率。
 
2. 建立测试数据表并装载原始数据
 
通常训练数据与被预测数据是不同的数据集合，因此这里分别建立两个表。
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3. 训练回归模型
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注意本例中我们从列名动态创建自变量数组。如果自变量的数目很大，以至于超过了PostgreSQL对于每个表中最多列数的限制时（一个表中的列不能超过1600个，这是硬限制），应该建立自变量数组，并存储于一个单一列中。
 
4. 查看回归结果
 
 
 

\x off

select round(unnest(coef)::numeric,4) as coefficient,

       round(unnest(std_err)::numeric,4) as standard_error,

       round(unnest(z_stats)::numeric,4) as z_stat,

       round(unnest(p_values)::numeric,4) as pvalue,

       round(unnest(odds_ratios)::numeric,4) as odds_ratio

  from loan_logregr;


 

 
结果：
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5. 使用Logistic回归预测因变量
 
 
 

\x off

select p.id, madlib.logregr_predict(coef, array[1, x1, x2, x3])

  from source_data_predict p, loan_logregr m

 order by p.id;


 

 
结果：
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预测的结果是21、22两家企业应拒绝贷款，其他三家企业可以贷款。
 
6. 预测因变量为“真”的概率
 
 
 

\x off

select p.id, madlib.logregr_predict_prob(coef, array[1, x1, x2, x3])

  from source_data_predict p, loan_logregr m

 order by p.id;


 

 
结果：
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21、22为“真”的概率几乎为0，其他三个为“真”的概率基本为1。
 
7. 在训练数据上执行预测函数
 
 
 

\x off

select p.id, madlib.logregr_predict(coef, array[1, x1, x2, x3]), p.y

  from source_data p, loan_logregr m

 order by p.id;


 

 
结果：
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可以看到，Logistic模型预测的结果与训练数据完全一致。
 
在实际应用中，以下因素对Logistic回归分析预测模型的可靠性有较大影响：
 
 
 	样本量问题。在Logistic回归分析中，到底样本量多大才算够，这一直是一个令人困惑的问题。尽管有人从理论角度提出了Logistic回归分析中的样本含量估计，但从使用角度来看多数并不现实。直到现在，这一问题尚无广为接受的答案。一般认为，如果样本量小于100，Logistic回归的最大似然估计可能有一定的风险，如果大于500则显得比较充足。当然，样本大小还依赖于变量个数、数据结构等条件。每一个自变量至少要10例结局保证估计的可靠性。注意：这里是结局例数，而不是整个样本例数。
 
 	混杂因素的影响。混杂因素一般可以通过三个方面确定：一是该因素对结局有影响；二是该因素在分析因素中的分布不均衡；三是从专业角度来判断，该因素是分析因素与结局中间的一个环节。也就是说，分析因素引起该因素，通过该因素再引起结局。
 
 	交互作用的影响。交互作用有时也叫效应修饰，是指在该因素的不同水平（不同取值），分析因素与结局的关联大小有所不同。在某一水平上（如取值为0）可能分析因素对结局的效应大，而在另一个水平上（如取值为1）可能效应小。


 
5.4　多类回归
 
正如5.3节所述，逻辑回归比较常用的是因变量为二分类的情况，这也是比较简单的一种形式。但在现实中，因变量的分类有时候多于两类，如疗效可能是“无效”“显效”“痊愈”三类，当然可以把其中两类进行合并，然后仍然按照二分类逻辑回归进行分析，但是合并的弊端是显而易见的，它可能损失一定的信息。多分类则充分利用了完整的信息，可能提供更多的结果。如果目标类别数超过两个，这时就需要使用多类回归（Multinomial Regression）。
 
5.4.1　背景知识
 
在统计学里，多类回归是一个将逻辑回归一般化成多类别问题得到的分类方法。用更加专业的话来说，它是一个用来预测具有类别分布的因变量不同结果的概率的模型。在多类回归中，因变量是根据一系列自变量，就是我们所说的特征或观测变量来预测得到的。具体来说，就是通过将自变量和相应参数进行线性组合后，使用某种概率模型来计算预测因变量中得到某个结果的概率，而自变量对应的参数，即回归系数，是通过训练数据计算得到的。
 
实现多类回归模型最简单的方法，是对于所有K个可能的分类结果，运行K-1个独立二元逻辑回归模型，在运行过程中把其中一个类别看成是主类别，然后将其他K-1个类别和所选择的主类别分别进行回归。通过这样的方式，如果选择结果K作为主类别，我们可以得到以下公式：
 
 
 [image: ]

 
上面的公式中已经引入了所有可能结果对应的回归系数集合。然后对公式左右两边进行指数化处理可得以下公式：
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需要注意的是，最后得到的概率之和必须等于1，基于这个事实我们可以得到：
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这样就可以把以上公式代入前面的公式中，得到：
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通过这样的方法我们就能计算出所有给定未预测样本情况下某个结果的概率。上面公式中所涉及的每一个权重向量βk中的未知系数，可以通过最大后验概率（Maximum A Posterior, MAP）来计算，同时也可以使用其他方法来计算，如一些基于梯度的算法。
 
如果使用二元逻辑回归公式的对数模型，可以直接将其扩展成多类回归模型，形式如下：
 
lnPr(Yi=1)=β1·Xi-lnZ
 
lnPr(Yi=2)=β2·Xi-lnZ
 
……
 
lnPr(Yi=K)=βK·Xi-lnZ
 
这里用一个额外项lnZ来确保所有概率能够形成一个概率分布，使得这些概率的和等于1。
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然后将等式两边进行指数化，得到以下公式：
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由于所有概率之和等于1，因此可以得到Z的推导公式：
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综合以上公式，最后可以得到每一个结果对应的概率公式：
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仔细观察的话可以发现，所有的概率都具有以下形式：
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我们把具有以下形式的函数称为softmax函数：
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这个函数能够将X1,…,Xn之间的差别放大，当存在一个Xk比所有值中的最大值小很多的话，那么它对应的softmax函数值就会趋于0。相反，当Xk是最大值的时候，除非排在第二大的值跟它很接近，否则softmax函数值会趋于1。所以softmax函数可以构造出一个类似平滑函数一样的加权平均数。我们可以把上面的公式写成如下softmax函数的形式：
 
Pr(Yi=c)=softmax(c,β1·Xi,…,βK·Xi)
 
5.4.2　MADlib的多类回归相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     multinom(source_table,

              model_table,

              dependent_varname,

              independent_varname,

              ref_category,

              link_func,

              grouping_col,

              optim_params,

              verbose

             )


 
（2）参数
 
multinom函数的参数说明如表5-15所示。
 
 
 表5-15　multinom函数参数说明
 
 [image: ] 

 
 
 表5-16　multinom函数主输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时，还会创建一个名为<model_table>_summary的概要表，如表5-17所示。
 
 
 表5-17　multinom函数概要输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 


     multinom_predict(model_table,

                      predict_table_input,

                      output_table,

                      predict_type,

                      verbose,

                      id_column

                     )


 
（2）参数
 
multinom_predict函数中的参数说明如表5-18所示。
 
 
 表5-18　multinom_predict函数参数说明
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5.4.3　多类回归示例
 
1. 问题提出
 
表5-19给出了对某中学20名视力低下学生视力监测的结果数据。试用多类回归方法分析视力低下程度（由轻到重共3级）与年龄、性别（1代表男性，2代表女性）之间的关系。
 
 
 表5-19　视力监测结果
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2. 训练模型
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结果：
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3. 使用模型进行预测（使用源表数据）
 
 
 

\x off

drop table if exists t1_prd;

select madlib.multinom_predict('t1_output', 't1', 't1_prd', 'probability');

-- 显示预测值

select * from t1_prd order by id;


 

 
结果：
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返回预测类别值：
 
 
 

\x off

drop table if exists t1_prd;

select madlib.multinom_predict('t1_output', 't1', 't1_prd', 'response');

-- 显示预测值

select t0.id, t1.y realvalue, t0.category predict,

       case when t1.y=t0.category then 'T' else 'F' end istrue

  from t1_prd t0, t1

 where t0.id=t1.id

 order by id;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
可以看到该模型在源数据上的预测正确率只有75%。
 
5.5　序数回归
 
多类回归因变量的多个分类是无序的，即所谓的定类数据。还有一种分类数据，其类别存在大小顺序，即定序数据。这两类逻辑回归的原理是不同的。本节介绍MADlib的序数回归模型。
 
5.5.1　背景知识
 
在统计学中，序数回归（Ordinal Regression）也称为“序数分类”，是一种用于预测序数变量的回归分析，即其值存在于任意范围内的变量，其中只有不同值之间的相对排序是显著的。它可以被认为是介于回归和分类之间的一类问题。例如，病情的分级（1、2、3、4级），症状的感觉分级（不痛、微痛、较痛和剧痛），对药物剂量反应的分级（无效、微效、中效和高效）等。不同级别之间的差异不一定相等，如不痛与微痛的差值不一定等于较痛与剧痛的差值。如果把这些指标作为因变量，可以采用序数回归来分析。在机器学习中，序数回归也可以称为排序学习。
 
ordered logit和ordered probit是两种最普通的序数回归模型。两种模型的差别在于对残差项的假设不同，前者假设是Logistic分布，后者假设是正态分布。当数据符合比例优势假定条件时通常应用ordered logit。MADlib的序数回归模型支持这两种实现方式。
 
序数回归的原理是从二元逻辑回归上衍生出来的，最终的拟合结果是因变量水平数减1个logit回归模型，因此也称为累积logit模型。例如，因变量是4个水平的定序数据，4个水平的取值分别为1、2、3、4，它们发生的概率设为p1、p2、p3和p4，那么该序数回归模型可以写成下面的形式：
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对于上面的式子，其实和二元逻辑回归模型是一样的，只不过将因变量的多个类别拆分为几个模型式子来解读而已。同时，因为因变量是有序的定序数据，所以序数回归模型产生的几个模型的因变量概率是递增的，也就是有序结果的累积概率。
 
比较上面三个式子，可以发现三个模型的自变量个数和回归系数都是相同的，唯一区别在于常数项，也就是说所有自变量对因变量不同类型结果的影响趋势是相同的，只是截距不同而已。这也是序数回归模型建立的基本假设前提。通过上述模型，就可以求出因变量中每种结果的概率值：
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5.5.2　MADlib的序数回归相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     ordinal(source_table,

            model_table,

            dependent_varname,

            independent_varname,

            cat_order,

            link_func,

            grouping_col,

            optim_params,

            verbose

            )


 
（2）参数
 
ordinal函数中的参数说明如表5-20所示。
 
 
 表5-20　ordinal函数参数说明
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 表5-21　ordinal函数主输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时，还会创建一个名为<model_table>_summary的概要表，如表5-22所示。
 
 
 表5-22　ordinal函数概要输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 


     ordinal_predict(model_table,

                    predict_table_input,

                    output_table,

                    predict_type,

                    verbose

                   )


 
（2）参数
 
ordinal_predict函数中参数说明如表5-23所示。
 
 
 表5-23　ordinal_predict函数参数说明
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5.5.3　序数回归示例
 
1. 问题提出
 
研究性别和两种治疗方法对某病疗效的影响，疗效的评价为3个有序等级：显效、有效和无效。数据如下：
 
 
 性别和两种治疗方法对某病疗效的影响研究的资料
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2. 训练模型
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结果：
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从回归的结果看，P值并不是很小，而对数似然值的绝对值较大，说明该模型的可靠性不高。
 
3. 使用模型进行预测源表数据
 
 
 

\x off

drop table if exists t1_prd_logit;

select madlib.ordinal_predict('t1_logit','t1', 't1_prd_logit', 'response');

-- 显示预测

select istrue, count(*) from (

select t0.id, t1.y realvalue, t0.category predict,

       case when t1.y=t0.category then 'T' else 'F' end istrue

  from t1_prd_logit t0, t1

 where t0.id=t1.id

) t group by istrue;


 

 
结果：
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可以看到该模型在源数据上的预测正确的为52条、错误的为32条，也印证了模型的可靠性较差。
 
5.6　弹性网络回归
 
5.6.1　背景知识
 
1. 正则化
 
假设利用最小二乘法来做线性回归，最小二乘法回归成功的条件是：
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即上面这个函数（损失函数）达到最小值，可得到最优的拟合参数θ。但是存在这样一种情况，用来拟合的自变量（特征变量）过多，而且特征变量之间存在很高的相关关系，比如图5-3所示的这种情况。
 

 [image: ] 
 图5-3　过拟合
 

 
以上两个函数都可以很好地拟合数据，但右边的函数显然有过拟合的嫌疑。通常用两种方法避免出现这种过拟合情况，第一种方法是舍掉x3和x4这两个变量，这就是所谓的特征选择，舍弃无用的特征变量。可以人工选择，也可以利用算法来做。但有些时候我们可能并不希望舍弃数据，一方面特征选择有一定的不确定性，另一方面该过程也比较烦琐。这种时候我们可以采用第二种方法来解决这一问题：减小θ3和θ4的值，即正则化，保留所有特征变量，但减少变量参数的值。例如，要减小θ3和θ4的值，我们可以在损失函数的后面加上[image: ]：
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如此一来在最小化目标函数时，因为在θ3和θ4前面乘了1000这样大的数字，导致θ3和θ4的值会非常小，目标达成。这里我们有选择地让θ3和θ4的值变小，在实际情况中，我们很难判断哪些特征变量需要正则化，所以一般情况下我们是对所有的参数都正则化处理：
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即目标函数设为J(θ)，其中：
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是正则项，lambda（λ）为正则参数。需要注意的是，j是从1开始的，这意味着函数的常数项（θ0）并没有被正则化。所以lambda不能设得太大，否则会导致除了常数项外，所有的参数值都很小，因变量近似等于常数项，出现欠拟合现象。
 
2. 岭回归与Lasso回归
 
岭回归（ridge regression）的目标函数就是上面介绍的J(θ)。如果矩阵化的话，也可写成：
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即最小化损失函数[image: ]惩罚函数[image: ]。通过修改λ的值控制惩罚项，λ值越高，惩罚越强，因此系数量级降低。
 
Lasso回归和岭回归的区别在于惩罚项的不同：
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Lasso回归的惩罚项用的是绝对值（也称为L1正则化），而不是岭回归中的平方（L2正则化）。L2正则化并不具有产生稀疏解的能力，得到的系数仍然需要数据中的所有特征才能计算预测结果，从计算量上来说并没有得到改观。L1正则化能产生稀疏性，稀疏的解除了计算量上的好处之外，更重要的是具有“可解释性”。
 
假设有一个大的数据集，有10000个特征，其中一些特征是相关的。如果我们使用岭回归，它会保留所有特征，系数会收缩。但问题是模型同样复杂，因为还是有10000个特征，这会导致很差的模型性能。若使用Lasso回归，当我们有相关联的变量时，它只会保留一个变量，将其他相关联的变量系数设置为0。这可能会导致一些信息的丢失，结果是模型精确度降低。
 
实际上，弹性网络回归本质上就是岭回归和Lasso回归的组合，其目标函数为：
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可以通过调整λ控制L1和L2惩罚项。弹性网络是一种使用L1和L2先验作为正则化矩阵的线性回归模型。这种组合用于只有很少的权重非零的稀疏模型，比如Lasso回归，但是又能保持岭回归的正则化属性。
 
当多个特征和另一个特征相关的时候弹性网络非常有用。Lasso倾向于随机选择其中一个，而弹性网络更倾向于选择两个。在实践中，在Lasso和Ridge之间权衡的一个优势是它允许在循环过程（Under rotate）中继承Ridge的稳定性。
 
5.6.2　MADlib的弹性网络回归相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     elastic_net_train( tbl_source,

                        tbl_result,

                        col_dep_var,

                        col_ind_var,

                        regress_family,

                        alpha,

                        lambda_value,

                        standardize,

                        grouping_col,

                        optimizer,

                        optimizer_params,

                        excluded,

                        max_iter,

                        tolerance

                      )


 
（2）参数
 
elastic_net_train函数中的参数说明如表5-24所示。
 
 
 表5-24　elastic_net_train函数参数说明
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 表5-25　elastic_net_train函数输出表列说明
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（3）优化参数
 
前面提到的optimizer_params参数可分为预热、交叉验证和优化三类。该参数值为逗号分隔的名值对字符串，字符串用$$括起来，其中所有命名参数都是可选的，并且具有“<param_name>=<value>”格式。
 
预热参数：
 
 
 

$$

  warmup=<value>,

  warmup_lambdas=<value>,

  warmup_lambda_no=<value>,

  warmup_tolerance=<value>

$$


 

 
 
 	warmup：默认值为FALSE。如果warmup设置为TRUE，使用一系列严格递减的lambda值，以用户希望计算的lambda值结束。大的lambda值给出了一个稀疏解决方案，作为下一轮lambda解决方案的初始猜测。对于大数据集，有时会加速整个计算过程，并且实际上可能比只计算单一lambda值还快。
 
 	warmup_lambdas：默认值为NULL。当warmup为TRUE时，设置lambda值。此参数为NULL时，lambda值将自动生成。
 
 	warmup_lambda_no：默认值是15，指定预热使用的lambda值个数。如果warmup_lambdas为NULL，此参数值将被自动生成的lambda值的数目覆盖。
 
 	warmup_tolerance：预热时使用的容忍值，默认与训练函数的tolerance参数相同。


 
交叉验证参数：
 
出于性能考虑，如果使用交叉验证，则预热被禁用，而且交叉验证不支持分组。
 
 
 

$$

  n_folds=<value>,

  validation_result=<value>,

  lambda_value=<value>,

  n_lambdas=<value>,

  alpha=<value>

$$


 

 
超参数（lambda和alpha）优化可以使用内置的交叉验证进行，这通过给n_folds参数分配一个大于1的整数来激活。交叉验证参数应该提供一个列表。例如，为了用L1范数进行正则化，并且使用集合{0.3, 0.4, 0.5}中的lambda值，则参数中应包含'lambda_value={0.3, 0.4,0.5}'。注意，这里的‘{}’与‘[]’符号都是有效的。
 
 
 	n_folds：默认值为0，指定折数（k）。为激活交叉验证，该值应大于1。如果该值大于2，每折用作一次验证集，而其他k- 1折形成训练集。
 
 	validation_result：默认值为NULL，指定存储交叉验证结果的表名。只有此参数值非NULL时才会创建结果表，结果包括参数值与相应的平均误差。
 
 	lambda_value：默认值为NULL，设置用于交叉验证的lambda值。默认为NULL时，lambda值将自动生成。
 
 	n_lambdas：默认值是15，交叉验证使用的lambda值个数。如果lambda_value参数中没有给出lambda值，会自动生成此参数给出的lambda集合。如果lambda_value参数值非空，此参数被提供的lambda值个数所覆盖。注意，如果只想交叉验证alpha而不是lambda，那么设置lambda_value为NULL，并且设置n_lambdas等于0。此时在下一个参数中指定的alpha值的集合上做交叉验证，所使用的lambda值将是训练函数调用中指定的值。
 
 	alpha：弹性网络控制参数，是提供给交叉验证的一个值列表。注意，alpha值不会自动生成，如果没有指定，所使用的alpha值将是训练函数调用中指定的值。


 
FISTA优化器参数：
 
 
 

$$

  max_stepsize=<value>,

  eta=<value>,

  use_active_set=<value>,

  activeset_tolerance=<value>,

  random_stepsize=<value>

$$


 

 
 
 	max_stepsize：默认值是4.0，指定初始回溯步长。在每次迭代中，算法首先尝试步长=max_stepsize，如果它不起作用，则尝试小一些的步长，步长＝步长/eta，其中eta必须大于1。使用大步长会显著加快计算速度，并使总的迭代次数最小化。一个仔细选择的步长可能使计算时间减少10倍以上。
 
 	eta：默认值为2.0，必须大于1。
 
 	use_active_set：默认值为FALSE，如果设置为TRUE，使用有效集法（active-set method）加快计算速度。通过围绕特征有效集（非0回归系数）进行迭代，将获得相当大的加速提升。经过一个完整的循环处理所有变量后，只迭代有效集直到收敛。如果下一个循环不改变有效集就迭代结束，否则重复此过程。
 
 	activeset_tolerance：计算有效集时使用的容忍值，默认与训练函数的tolerance参数值相同。
 
 	random_stepsize：默认为FALSE，用于设置是否给步长增加一些随机性，有时可以加速计算。


 
IGD优化器参数：
 
 
 

$$

    stepsize=<value>,

    step_decay=<value>,

    threshold=<value>,

    parallel=<value>

$$


 

 
 
 	stepsize：步长，默认为0.01。
 
 	step_decay：当前实际使用的步长是（上次步长）/exp（step_decay）。默认值为0，意味着此时IGD中使用的步长是一个常量。
 
 	threshold：默认为1e-10。当系数非常小时，可以设置此参数为0。由于随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent, SGD）的随机性，对于拟合系数，我们只能得到非常小的值。因此计算结束时需要阈值来筛选极小值，并把它们强制设为零。按照下面的步骤实现：① 将每个系数乘以相应特征的标准差；② 计算多重判定系数绝对值的平均值；③ 用平均值除以每个多重判定系数，如果结果的绝对值小于threshold参数值，设置原始系数为0。
 
 	parallel：指定是否在多个段上执行并行计算，默认为TRUE。


 
2. 预测函数
 
（1）元组预测
 
此预测函数对线性回归返回FLOAT类型的值，对二项回归返回布尔值。预测函数（elastic_net_gaussian_predict()和elastic_net_binomial_predict()）语法如下：
 


elastic_net_<family>_predict(

                     coefficients,

                     intercept,

                     ind_var

                   )


 
参数：
 
 
 	coefficients：FLOAT8[]类型，拟合系数，通常指定为模型表的coef_all或coef_nonzero列。
 
 	intercept：FLOAT8[]类型，模型截距。
 
 	ind_var：FLOAT8[]类型，系数对应的自变量。对于coef_all，使用模型结果表中的features列。对于coef_nonzero，使用模型结果表中的features_selected中的列。


 
对于二项回归，elastic_net_binomial_prob()函数输出实例为真的概率：
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（2）表预测
 
也可以使用另一个预测函数将预测结果保存在一个表中，这在将弹性网络与普通交叉验证函数一同使用时很有用。语法如下：
 


     elastic_net_predict( tbl_model,

                    tbl_new_sourcedata,

                    col_id,

                    tbl_predict

                    )


 
参数：
 
 
 	tbl_model：TEXT类型，包含模型的训练函数输出表名。
 
 	tbl_new_sourcedata：TEXT类型，包含测试数据的表名。
 
 	col_id：TEXT类型，行ID列。
 
 	tbl_predict：TEXT类型，存储预测结果的表名。


 
这里不需要指定“linear”或“logistic”回归类型，因为模型中已经包含此信息。
 
5.6.3　弹性网络回归示例
 
1. 简单示例
 
（1）获取联机帮助
 
 
 

select madlib.elastic_net_train();


 

 
（2）创建测试表并生成数据
 
 
 [image: ] 

 
（3）训练模型
 
本次训练lambda值指定为1、alpha为0.5，实际并没有抑制过度拟合。
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（4）查看结果模型
 
 
 

\x on

select * from houses_en;


 

 
结果：
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迭代了263次，函数收敛。
 
（5）使用预测函数评估残差
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结果：
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可以看到，预测与实际值之差还是比较大的。主要原因是本例的特征集太小。弹性回归一般在有大数据集的时候工作得较好。
 
2. 分组示例
 
（1）按邮编分组训练模型
 
本次训练除了增加邮编分组列，其他参数与前一次训练相同。
 
 
 [image: ] 

 
（2）查看每个分组的模型
 
 
 

\x on

select * from houses_en1;


 

 
结果：
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每组生成一个模型，两组的迭代次数都达到1000。
 
（3）预测残差
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结果：
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本次的预测结果同样较大。
 
3. 比较coef_nonzero与coef_all
 
（1）用L1正则化和大的lambda值（30000）预测模型
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（2）查看结果模型
 
 
 

\x on

select * from houses_en2;


 

 
结果：
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可以看到，这次只迭代了151次。与前面的模型不同，由于lambda值足够大，features_selected中少了bath列，因为其系数已为0。
 
（3）预测残差
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（4）用coef_nonzero加速预测
 
可以用coef_nonzero加速预测函数评估残差。这需要检查模型结果表的feature_selected列，为预测函数提供正确的自变量集合。
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结果：
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虽然这次只用了两个自变量进行预测，但与前面一个查询的结果相同。同时可以看到，虽然结果模型少了一个特征，但预测误差比lambda=1时更大了，说明可能出现了拟合不足的情况。
 
4. 交叉验证示例
 
（1）训练时使用交叉验证
 
为了找出最佳的lambda值，这次使用3折交叉验证，自动生成lambda。这个训练函数将执行较长时间，因为弹性网络被调用15次。
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结果：
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（2）查看交叉验证细节
 
 
 

\x off

select round(lambda_value::numeric,4) lambda_value,

       round(mean::numeric,4) mean,

       round(std::numeric,4) std

  from houses_en3_cv order by lambda_value desc;


 

 
结果：
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可以看到，因为n_lambdas=5，所以交叉验证自动产生了5个lambda值，最后的1.0是我们在训练函数中指定的lambda值。当lambda=316时，标准差最小。下面用lambda=316进行训练生成模型，然后用这个模型进行预测，将结果与lambda=1时的模型预测比较。
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结果：
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执行预测：
 
 
 [image: ] 

 
结果：
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可以看到，本次预测的误差比lambda=1时小。
 
MADlib强烈建议在使用大的max_iter参数在全数据集合上进行训练前先使用小的max_iter参数在一个数据子集上运行elastic_net_train()函数。在跑全集前调整参数以获得最佳性能，然后将最佳参数应用到全集训练上。
 
5.7　小结
 
MADlib提供了大量回归模型。本章通过示例详细介绍了MADlib中的线性回归、非线性回归（广义线性回归）、逻辑回归、多类回归、序数回归和弹性网络回归。线性回归用于自变量和因变量存在线性关系的情况。在自变量和因变量是非线性关系（如指数）时，可使用MADlib的广义线性回归函数。逻辑回归多用于二元因变量（如布尔值）的场景，多类回归用于无序多元因变量场景，序数回归用于有序多元因变量场景。弹性网络回归通过添加系数的方式防止过拟合。除这几种回归外，MADlib还提供了Cox比例风险回归（Cox-Proportional Hazards Regression）、边际效应（Marginal Effects）、稳健方差（Robust Variance）、聚类方差（Clustered Variance）等回归相关模型或函数。
第6章　时间序列分析
 
所谓时间序列就是按照一定的时间间隔排列的一组数据，其时间间隔可以是任意的时间单位，如小时、日、周、月等。人们希望通过对这些时间序列的分析，从中发现和揭示现象的发展变化规律，或从动态的角度描述某一现象和其他现象之间的内在数量关系及其变化规律，从而尽可能多地从中提取出所需要的准确信息，并将这些知识和信息用于预测，以掌握和控制未来行为。研究时间序列，通常也是希望根据历史数据预测未来数据。对于时间序列的预测，由于很难确定它与其他因变量的关系，或收集因变量的数据非常困难，这时我们就不能采用回归分析方法，而是使用时间序列分析来进行预测。MADlib的ARIMA模块提供一个时间序列分析模型的实现。
 
6.1　背景知识
 
6.1.1　时间序列分析方法
 
时间序列分析是一种广泛应用的数据分析方法，它研究的是代表某一现象的一串随时间变化而又相关联的数字系列（动态数据），从而描述和探索该现象随时间发展变化的规律性。时间序列分析利用的手段可以是直接简便的数据图法、指标法、模型法等。模型法相对来说更具体也更深入，能更本质地了解数据的内在结构和复杂特征，以达到控制与预测的目的。总的来说，时间序列分析方法包括以下两类：
 
 
 	确定性时序分析：暂时过滤掉随机性因素（如季节因素、趋势变动等）进行确定性分析的方法，其基本思想是用一个确定的时间函数y=f(t)来拟合时间序列，不同的变化采取不同的函数形式来描述，不同变化的叠加采用不同的函数叠加来描述。具体可分为趋势预测法（最小二乘）、平滑预测法、分解分析法等。
 
 	随机性时序分析：其基本思想是通过分析不同时刻变量的相关关系，揭示其相关结构，利用这种相关结构建立自回归、滑动平均、自回归滑动平均混合模型来对时间序列进行预测。


 
无论采用哪种方法，时间序列的一般分析流程基本固定，如图6-1所示。
 

 [image: ] 
 图6-1　时间序列分析流程
 

 
6.1.2　ARIMA模型
 
1. 移动平均法
 
（1）一次移动平均法
 
一次移动平均法指收集一组观察值，计算这组观察值的均值，并利用这一均值作为下一期的预测值的预测方法。其模型为：
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其中，Xt为t期的实际值；N为所选数据的个数；[image: ]为下一期(t+1)的预测值。
 
（2）二次移动平均法
 
二次移动平均法的线性模型为：
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其中，Xt为t期的实际值；[image: ]为t+T期的预测值；t为当前的时期数；T为由t至预测期的时期数。
 
采用移动平均法进行预测时，用来求平均数的时期数N的选择非常重要。这也是移动平均的难点，因为N取值的大小对所有计算的平均数的影响较大。当N=1时，移动平均预测值为原数据的序列值。当N等于全部数据的个数时，移动平均值等于全部数据的算术平均值。显然，N值越小，表明对近期观测值预测的作用越重视，预测值对数据变化的反应速度也越快，但预测的修匀程度较低，估计值的精度也可能降低。反之，N值越大，预测值的修匀程度越高，但对数据变化的反应速度较慢。
 
不存在一个确定时期N值的规则。一般N在3～200之间，视序列长度和预测目标情况而定。一般对水平型数据，N值的选取较为随意，如果考虑到历史序列中含有大量随机成分或者序列的基本发展趋势变化不大，那N应取大一点。对于具有趋势性或阶跃性特点的数据，为提高预测值对数据变化的反应速度，减少预测误差，N值取较小一些，以使移动平均值更能反映目前的变化趋势。一般N的取值为2～15，具体取值要看实际情况。
 
2. ARMA模型
 
ARMA（Auto Regression Moving Average）模型的全称是自回归移动平均模型，是目前最常用的拟合平稳时间序列的模型。ARMA模型又可细分为AR模型、MA模型和ARMA模型三大类。
 
（1）AR(p)（p阶自回归模型）：
 
Xt=δ+∅1Xt-1+∅2Xt-2+…+∅pXt-p+ut
 
其中，ut是白噪声序列，δ是常数，表示序列数据没有中心化（零均值化）。
 
（2）MA(q)（q阶移动平均模型）：
 
Xt=μ+ut+θ1ui-1+θ2ut-2+…+θqut-q
 
其中，{ut}是白噪声过程，MA(q)是由ut本身和q个ut的滞后项加权平均构造出来的，因此它是平稳的。
 
（3）ARMA(p, q)（自回归移动平均过程）：
 
Xt=∅1Xt-1+∅2Xt-2+…+∅pXt-p+δ+ut+θ1ut-1+∅2ut-2+…+∅qut-q
 
其中的参数含义同AR、MA模型。ARMA模型相当于AR模型和MA模型的叠加。
 
3. ARIMA模型
 
ARIMA（Autoregression Integrated Moving Average）模型的全称为差分自回归移动平均模型，是由博克思（Box）和詹金斯（Jenkins）于20世纪70年代初提出的一个著名时间序列预测方法，所以又称为Box-Jenkins模型。ARIMA模型是ARMA模型的拓展，可以表示为ARIMA(p,d,q)。其中，AR是自回归，p为自回归项；MA为移动平均，q为移动平均项数，d为时间序列成为平稳时所做的差分次数。所谓ARIMA模型，是指将非平稳时间序列转化为平稳时间序列，然后将因变量仅对它的滞后值以及随机误差项的现值和滞后值进行回归所建立的模型。ARIMA模型根据原序列是否平稳以及回归中所含部分的不同，包括移动平均过程（MA）、自回归过程（AR）、自回归移动平均过程（ARMA）以及ARIMA过程。
 
ARIMA模型的基本思想是：将预测对象随时间推移而形成的数据序列视为一个随机序列，用一定的数学模型来近似描述这个序列。这个模型一旦被识别就可以从时间序列的过去值及现在值来预测未来值。
 
ARIMA模型是ARMA模型的拓展，不光包含ARMA模型的三种形式，即AR、MA、ARMA模型，还有一种经过差分的ARMA模型形式，即：
 
∆Xt=Xt-Xt-1=Xt-LXt=(1-L)Xt
 
∆2Xt=∆Xt-∆Xt-1=(1-L)Xt-(1-L)Xt-1=(1-L)2Xt
 
∆dXt=(1-L)dXt
 
对于d阶单整序列Xt~I(d)，令：
 
wt=∆dXt=(1-L)dXt
 
则wt是平稳序列，于是可对wt建立ARMA(p,q)模型，所得到的模型称为Xt~ARIMA(p,d,q)模型，故ARIMA(p,d,q)模型可以表示为：
 
wt=∅1wt-1+∅2wt-2+…+∅pwt-p+δ+ut+θ1ut-1+θ2ut-2+…+θqut-q
 
6.2　MADlib中ARIMA相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 
ARIMA训练函数具有以下语法：
 


     arima_train( input_table,

            output_table,

            timestamp_column,

            timeseries_column,

            grouping_columns,

            include_mean,

            non_seasonal_orders,

            optimizer_params

          )


 
（2）参数
 
arima_train函数中的参数说明如表6-1所示。
 
 
 表6-1　arima_train函数参数说明
 
 [image: ] 

 
主输出表包含ARIMA模型，具有表6-2中的列。
 
 
 表6-2　arima_train函数主输出表列说明
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概要输出表包含ARIMA模型描述性统计信息，具有表6-3中的列。
 
 
 表6-3　arima_train函数概要输出表列说明
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残差输出表包含‘input_table’中每个数据点的残差，具有表6-4所示的列。
 
 
 表6-4　arima_train函数残差输出表列说明
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2. 预测函数
 
（1）语法
 
ARIMA预测函数具有以下语法：
 


     arima_forecast( model_table,

                    output_table,

                    steps_ahead

                  )


 
（2）参数
 
arima_forecast函数中的参数说明如表6-5所示。
 
 
 表6-5　arima_forecast函数参数说明
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6.3　时间序列分析示例
 
本节我们使用MADlib的ARIMA模型函数执行一个经典的示例——预测裙子边缘直径。
 
1. 查看ARIMA模型训练函数的联机帮助
 
 
 

select madlib.arima_train();

select madlib.arima_train('usage');


 

 
2. 创建源表并加载数据
 
我们以从1866年到1911年每年裙子边缘的直径形成的时间序列数据为例。该数据集合可以从https://robjhyndman.com/tsdldata/roberts/skirts.dat地址得到。
 
 
 

-- 创建表

drop table if exists arima_skirts;

create table arima_skirts (time_id integer not null, value double precision

not null );

-- 插入数据



insert into arima_skirts values

(1866,608), (1867,617), (1868,625), (1869,636), (1870,657), (1871,691),

(1872,728), (1873,784),(1874,816), (1875,876), (1876,949), (1877,997),

(1878,1027), (1879,1047), (1880,1049), (1881,1018),(1882,1021), (1883,1012),

(1884,1018), (1885,991), (1886,962), (1887,921), (1888,871), (1889,829),

(1890,822), (1891,820), (1892,802), (1893,821), (1894,819), (1895,791),

(1896,746), (1897,726),(1898,661), (1899,620), (1900,588), (1901,568),

(1902,542), (1903,551), (1904,541), (1905,557),(1906,556), (1907,534),

(1908,528), (1909,529), (1910,523), (1911,531);


 

 
从图6-2可知，裙子边缘的直径形成的时间序列数据从1866年到1911年在平均值上是不平稳的。随着时间增加，数值变化很大。
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3. 训练ARIMA模型
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说明：
 
ARIMA模型最主要的参数是ARIMA(p,d,q)中的p、d和q值，而MADlib的ARIMA模块并没有提供自动获取最佳模型参数的函数。因此只能根据相关公式手工推算。这里给出的(1,2,5)是用R语言时间序列分析得出的最佳值。在R中通常的做法如下（参考“用ARIMA模型做需求预测”http://blog.csdn.net/aliceyangxi1987/article/details/71079522）：
 
 
 	如果从一个非平稳的时间序列开始，首先就需要做时间序列差分，直到得到一个平稳时间序列。如果必须对时间序列做d阶差分才能得到一个平稳序列，那么就使用ARIMA(p,d, q)模型，其中d是差分的阶数。
 
 	如果时间序列是平稳的，或者通过做n次差分转化为一个平稳时间序列，接下来就要选择合适的ARIMA模型，这意味着需要寻找ARIMA(p, d, q)中合适的p值和q值。为了得到这些值，通常需要检查平稳时间序列的自相关图和偏相关图。


 
4. 查看输出表
 
 
 

-- 查看ARIMA模型输出表

\x on

select * from arima_skirts_output;


 

 
结果：
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可以看到，即使'include_mean'=TRUE，输出模型中也并没有包含mean和mean_std_error列。
 
 
 

-- 查看概要输出表

\x on

select * from arima_skirts_output_summary;


 

 
结果：
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类似的，include_mean列的值为f，也是错的。
 
 
 

-- 查看残差输出表

\x off

select * from arima_skirts_output_residual order by time_id;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
5. 预测后5年裙子的边缘直径
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结果：
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从上面的例子可以看到，MADlib 1.10的ARIMA函数相对于其他工具来说并不是很完善。
 
6.4　小结
 
采用时间序列分析进行预测时需要用到一系列的模型，这种模型统称为时间序列模型。在使用这种时间序列模型时，总是假定某一种数据变化模式或某一种组合模式总是会重复发生。因此需要首先识别出这种模式，然后采用外推的方式进行预测。MADlib对时间序列分析只有一个ARIMA模型的简单实现，并没有提供自动获取该模型关键参数最佳值的函数。
第7章　分类
 
机器学习中分类（Classification）的目的是学会一个分类函数或分类模型，该模型能把数据映射到给定类别中的某一个。分类可描述如下：输入数据，或称训练集（Training Set），是由一条条记录（Record）组成的。每一条记录包含若干个属性（Attribute），组成一个特征向量。训练集的每条记录还有一个特定的类标签（Class Label）与之对应。该类标签是系统的输入，通常是以往的一些经验数据。一个具体样本的形式可为样本向量(v1,v2,...,vn;c)，在这里vi表示属性值、c表示类别。分类的目的是分析输入数据，通过在训练集中的数据表现出来的特征为每一个类找到一种准确的描述或模型。由此生成的类描述用来对未来的测试数据进行分类。
 
因此分类也可以定义为：对现有的数据进行学习，得到一个目标函数或规则，把每个属性集x映射到一个预先定义的类标号y。目标函数或规则也叫分类模型（Classification Model），有两个主要作用：一是描述性建模，即作为解释性工具，用于区分不同类的对象；二是预测性建模，即用于预测未知记录的类标号。
 
MADlib包含多个常见分类模型，如K近邻、朴素贝叶斯、支持向量机、决策树、随机森林等。本章将对这些分类模型逐一进行讨论。
 
7.1　K近邻
 
7.1.1　背景知识
 
1. K近邻原理
 
K近邻（K-Nearest Neighbor, KNN）算法是一种基于实例的分类方法，最初由Cover和Hart于1968年提出，是一种非参数的分类技术。非参数方法推迟对训练数据的建模，只需要假定一个事实，即相似的输入具有相似的输出。
 
K近邻分类方法通过计算每个训练样例到待分类样品的距离，取和待分类样品距离最近的K个训练样例，K个样品中哪个类别的训练样例占多数则待分类元组就属于哪个类别。近邻分类器把每个样例看作d维空间上的一个数据点，其中d是属性个数。给定一个测试样例，我们可以计算该测试样例与训练集中其他数据点的距离，即邻近度，给定样例z的K近邻是指找出和z距离最近的K个数据点。
 
图7-1给出了位于圆圈中心的数据点的1-近邻、2-近邻和3-近邻。该数据点根据其近邻的类标号进行分类。如果数据点的近邻中含有多个类标号，就将该数据点指派到其近邻的多数类。在图7-1（a）中，数据点的1-近邻是一个负例，因此该点被指派到负类。如果近邻是三个，如图7-1（c）所示，其中包括两个正例和一个负例，根据多数表决方案，该点被指派到正类。在近邻中正例和负例个数相同的情况下，如图7-1（b）所示，可随机选择一个类标号来分类该点。
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 图7-1　一个实例的1-近邻、2-近邻、3-近邻
 

 
选择合适的K值非常重要。如果K太小，则近邻分类器容易受到由于训练数据中的噪声而产生的过分拟合的影响；相反，如果K太大，近邻分类器可能会误分类测试样例，因为近邻列表中可能包含远离其近邻的数据点，见图7-2。推定K值的有益途径是通过有效参数的数目这个概念。有效参数的数目是和K值相关的，大致等于n/K，n是这个训练集中实例的数目。在实践中往往通过若干次实验来确定K值，取分类误差率最小的K值。
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 图7-2　K较大时的K-近邻分类
 

 
2. K近邻算法
 
下面是对K近邻分类方法的一个高层描述。
 
1：令K是近邻数目，D是训练样例的集合
 
2：for每个测试样例z=(x＇,y＇)do
 
3：计算z和每个样例(x,y)∈D之间的距离d(x＇,x)
 
4：选择离z最近的K个训练样例的集合Dz⊆D
 
5：y＇=argmaxv∑(xi, yi)∈DzI(v=yi)
 
6：end for
 
对每一个测试样例z=(x＇,y＇)，计算它和所有训练样例(x,y)∈D之间的距离或相似度，以确定其近邻列表Dz。一旦得到近邻列表，测试样例就会根据近邻中的多数类进行分类：
 
多数表决：y＇=argmaxv∑(xi, yi)∈DzI(v=yi)
 
其中，v是类标号，yi是一个近邻的类标号，I(.)是指示函数，如果其参数为真就返回1，否则返回0。在多数表决方法中，每个近邻对分类的影响都一样，这使得算法对K的选择很敏感。降低K值影响的一种途径是根据近邻xi距离的不同对其作用加权：wi=1/d(x＇,xi)2。结果使得远离z的训练样例对分类的影响要比那些靠近z的训练样例弱一些。使用距离加权表决方案，类标号可以由下面的公式确定：
 
距离加权表决：y＇=argmaxv∑(xi, yi)∈Dzwi×I(v=yi)
 
考虑表7-1中的一维数据集，根据1-近邻、3-近邻、5-近邻及9-近邻，对数据点x=5.0的分类结果分别是+、-、+、-，但若使用距离加权表决方法，则x=5.0的分类结果分别是+、+、+、+。
 
 
 表7-1　一维数据集的距离加权
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7.1.2　MADlib中K近邻函数
 
MADlib 1.10提供的KNN函数仍然处于早期开发阶段。将来的版本会解决一些问题，并且接口和实现可能会发生变化。正如前面所讨论的，MADlib的KNN函数以训练数据集作为输入数据点，训练数据集中包含测试样例中的特征，函数在训练集中为测试集中的每个数据点查找K个最近点。KNN函数的输出取决于任务类型。对于分类，输出是K个最近数据点类别的多数票对应的类别。也就是说，测试样例被分配给了近邻中最可能的类。而对于回归，输出是给定测试点K个近邻的平均值。
 
1. 语法
 


     knn( point_source,

         point_column_name,

         label_column_name,

         test_source,

         test_column_name,

         id_column_name,

         output_table,

       operation,

       k

     )


 
2. 参数
 
KNN函数中的参数说明如表7-2所示。
 
 
 表7-2　KNN函数参数说明
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3. 输出
 
KNN函数的输出是一个包含以下列的表：
 
 
 	id：INTEGER类型，测试数据点的ID。
 
 	test_column_name：DOUBLE PRECISION[]类型，测试数据点。
 
 	prediction：INTEGER类型，类别标签或回归的均值。


 
7.1.3　K近邻示例
 
本章中所有分类模型都使用同一示例，这样做的主要目的是方便对比不同MADlib分类方法的预测结果。该示例取自维基百科中的“决策树”条目，问题描述如下：
 
小王是一家著名高尔夫俱乐部的经理。他被雇员数量问题搞得心情十分不好。有些天好像所有人都来玩高尔夫，以至于所有员工都忙团团转还是应付不过来；有些天不知道什么原因却一个人也不来。俱乐部为雇员数量浪费了不少资金。小王的目的是通过下周天气预报寻找什么时候人们会打高尔夫，以适时调整雇员数量。因此首先他必须了解人们决定是否打球的原因。在两周时间内可以得到以下记录：天气状况有晴、云和雨，华氏温度表示的气温，相对湿度百分比，是否有风。当然还有顾客是不是在这些日子光顾俱乐部。最终他得到了表7-3所示的14行5列数据。
 
 
 表7-3　两周天气与是否打高尔夫球数据
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我们将利用MADlib的KNN函数来解决此问题。
 
1. 准备训练数据
 
将天气、温度、湿度数据进行0-1标准化，去除数据的单位限制，将其转化为无量纲的纯数值，便于不同单位或量级的指标能够进行比较和加权。
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2. 准备测试数据
 
 
 

-- 用平均温度和湿度测试

select round((avg(c3)-min(c3))/(max(c3)-min(c3)),4),

       round((avg(c4)-min(c4))/(max(c4)-min(c4)),4)

  from source_data;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
生成测试数据：
 
 
 

drop table if exists knn_test_data;

create table knn_test_data

( id integer,

  data float8[]

);

insert into knn_test_data values

(1, '{0,0.4558,0.4931,0}'),

(2, '{0.5,0.4558,0.4931,0}'),

(3, '{1,0.4558,0.4931,0}'),

(4, '{0,0.4558,0.4931,1}'),

(5, '{0.5,0.4558,0.4931,1}'),

(6, '{1,0.4558,0.4931,1}');


 

 
3. 运行K近邻分类
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4. 查看输出结果
 
 
 

select * from madlib_knn_result_classification order by id;


 

 
结果：
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结果显示在平均温度与湿度时，晴天无风、雨天有风时没人打高尔夫，其他情况预测为有人。
 
7.2　朴素贝叶斯
 
7.2.1　背景知识
 
1. 贝叶斯定理
 
贝叶斯分类是一类分类算法的总称，这类算法均以贝叶斯定理为基础，故统称为贝叶斯分类。贝叶斯分类是一种利用概率统计知识进行分类的算法，其分类原理是贝叶斯定理。贝叶斯定理是由18世纪概率论和决策论的早期研究者Thomas Bayes提出的，故用其名字命名为贝叶斯定理。
 
贝叶斯定理（Bayes'theorem）是概率论中的一个结果，它与随机变量的条件概率以及边缘概率分布有关。通常，事件A在事件B发生的条件下的概率，与事件B在事件A的条件下的概率是不一样的。然而，这两者是有确定的关系的，贝叶斯定理就是对这种关系的陈述。
 
假设X、Y是一对随机变量，它们的联合概率P(X=x, Y=y)是指X取值x且Y取值y的概率，条件概率是指一个随机变量在另一个随机变量取值已知的情况下取某一特定值的概率。例如，条件概率P(Y=y|X=x)是指在变量X取值x的情况下，变量Y取值y的概率。X和Y的联合概率和条件概率满足如下关系：
 
P(X,Y)=P(Y|X)×P(X)=P(X|Y)×P(Y)
 
对此变形，可得到下面的公式，称为贝叶斯定理：
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贝叶斯定理允许我们用先验概率P(Y)、条件概率P(X|Y)和证据P(X)来表示后验概率。来看一个例子，考虑两队之间的足球比赛：队0和队1。假设65%的比赛队0胜出，剩余的比赛队1获胜。队0获胜的比赛中有30%是在队1的主场，而队1取胜的比赛中75%是主场获胜。如果下一场比赛在队1的主场进行，哪支球队最有可能胜出呢？
 
贝叶斯定理可以用来解决这个预测问题。用随机变量X代表东道主、随机变量Y代表比赛的胜利者。X和Y可在集合{0,1}中取值。那么问题中给出的信息可总结如下：
 
 
 	队0取胜的概率是P(Y=0)=0.65；
 
 	队1取胜的概率是P(Y=1)=1-P(Y=0)=0.35；
 
 	队1取胜时作为东道主的概率是P(X=1|Y=1)=0.75；
 
 	队0取胜时队1作为东道主的概率是P(X=1|Y=0)=0.3。


 
我们的目的是计算P(Y=1|X=1)，即队1在主场获胜的概率，并与P(Y=0|X=1)比较。应用贝叶斯定理得到：
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而P(Y=0|X=1)=1-P(Y=1|X=1)=0.4262。因为P(Y=1|X=1)>P(Y=0|X=1)，所以队1更有机会赢得下一场比赛。
 
2. 朴素贝叶斯分类原理
 
在贝叶斯分类器中，朴素贝叶斯最为常用。朴素贝叶斯分类是一种十分简单的分类算法，其思想基础为：对于给出的待分类项，求解在此项出现的条件下各个类别出现的概率，哪个最大就认为此待分类项属于哪个类别。可见这种分类方法的思想真的很朴素。
 
朴素贝叶斯分类器建立在一个类条件独立性假设基础之上：给定类节点（变量）后，各属性节点（变量）之间相互独立。根据朴素贝叶斯的类条件独立假设，则有：
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条件概率P(X1|Ci),P(X2|Ci),…,P(Xm|Ci)可以从训练数据集求得。根据此方法，对一个未知类别的样本X，可以先分别计算出X属于每一个类别Ci的概率P(X|Ci)P(Ci)，然后选择其中概率最大的类别作为其类别。
 
朴素贝叶斯分类的正式步骤如下：
 
步骤01　设x={a1,a2,…,am}为一个待分类项，其中每个a是x的一个特征属性。
 
步骤02　有类别集合C={y1,y2,…,yn}。
 
步骤03　计算P(y1|x),P(y2|x),…,P(yn|x)。
 
步骤04　如果P(yk|x)=max{P(y1|x),P(y2|x),…,P(yn|x)}，那么x∈yk。
 
那么现在的关键就是如何计算第3步中的各个条件概率。我们可以这么做：
 
（1）找到一个已知分类的待分类项集合，这个集合叫作训练样本集。
 
（2）统计得到在各类别下各个特征属性的条件概率估计，即：
 
P(a1|y1),P(a2|y1),…,P(am|y1);P(a1|y2),P(a2|y2),…,
 
P(am|y2);…;P(a1|yn),P(a2|yn),…,P(am|yn)
 
（3）若各个特征属性是条件独立的，则根据贝叶斯定理有如下推导：
 
 
 [image: ]

 
因为分母对于所有类别为常数，所以只要将分子最大化即可，因为各个特征属性是条件独立的，所以有：
 
 
 [image: ]

 
朴素贝叶斯算法成立的前提是各属性之间相互独立。当数据集满足这种独立性假设时，分类的准确度较高，否则可能较低。另外，该算法没有分类规则输出。
 
7.2.2　MADlib中朴素贝叶斯分类相关函数
 
MADlib 1.10提供的朴素贝叶斯分类（Naive Bayes Classification）模块仍然处于早期开发阶段。将来的版本会解决一些问题，并且接口和实现可能会发生变化。MADlib的朴素贝叶斯分类使用最大似然或拉普拉斯平滑估计分类属性的先验概率。对于数字属性，则使用高斯平滑来估计先验概率，然后使用这些参数对新数据进行分类。
 
1. 训练函数
 
对于仅具有分类属性的数据，使用以下函数预计算先验概率：
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对于包含分类属性和数字属性的数据，使用以下形式的函数预先计算数字属性的高斯参数（均值和方差），并估计分类属性和数字属性的先验概率。
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用作训练的数据源应具有以下形式：
 
 
 

{TABLE|VIEW} trainingSource (

    ...

   trainingClassColumn INTEGER,

   trainingAttrColumn INTEGER[] OR NUMERIC[] OR FLOAT8[],

   ...

)


 

 
numericAttrsColumnIndices应该是TEXT类型的，指定为与数字属性对应的trainingAttrColumn数组中的索引数组（从1开始）。
 
函数的两个输出表为：
 
 
 	featureProbsName：存储特征的先验概率。
 
 	classPriorsName：存储先验类别。


 
除这两个输出表之外，如果使用指定数字属性的函数，就会创建一个附加表numericAttrParamsName，该表存储数字属性的高斯参数。
 
2. 分类函数
 
如果数据只包含分类属性，那么可以使用以下函数执行朴素贝叶斯分类：
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对于具有数字属性的数据，使用以下版本：
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待分类数据应具有以下形式：
 
 
 

{TABLE|VIEW} classifySource (

    ...

    classifyKeyColumn ANYTYPE,

    classifyAttrColumn INTEGER[],

   ...

)


 

 
该函数创建destName视图，将classifyKeyColumn映射为朴素贝叶斯分类。
 
3. 概率函数
 
如果数据只包含分类属性，那么可以使用以下函数计算朴素贝叶斯概率：
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对于具有数字属性的数据，使用以下版本：
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函数创建destName视图，将classifyKeyColumn及其每个类别映射为朴素贝叶斯概率。
 
4. 即席计算
 
通过执行即席调用，函数create_nb_classify_view()和create_nb_probs_view()可以在没有预计算步骤的情况下以即席方式使用。在这种情况下，要替换函数的‘featureProbsName’和‘classPriorsName’参数。
 
如果数据只包含分类属性，就替换为‘trainingSource’‘trainingClassColumn’‘trainingAttrColumn’。如果数据还包含数字属性，就替换为‘trainingSource’‘trainingClassColumn’‘trainingAttrColumn’‘numericAttrsColumnIndices’。
 
7.2.3　朴素贝叶斯分类示例
 
我们将利用MADlib的朴素贝叶斯分类相关函数解决根据天气情况预测是否打高尔夫球的问题。问题描述及其已知数据见7.1.3节。
 
1. 准备训练数据
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2. 准备测试数据
 
 
 

drop table if exists nb_test_data;

create table nb_test_data

( id integer,

  data float8[]

);

insert into nb_test_data values

(1, '{1,73.57,80.29,0}'),

(2, '{2,73.57,80.29,0}'),

(3, '{3,73.57,80.29,0}'),

(4, '{1,73.57,80.29,1}'),

(5, '{2,73.57,80.29,1}'),

(6, '{3,73.57,80.29,1}');


 

 
3. 预计算先验概率
 
 
 

drop table exists categ_feature_probs, numeric_attr_params, class_priors;

select madlib.create_nb_prepared_data_tables

       ( 'nb_train_data',

         'label',

         'data',

         'array[2,3]',

         4,

         'categ_feature_probs',

         'numeric_attr_params',

         'class_priors' );


 

 
一共四个属性列，其中温度与湿度为数字属性。
 
4. 查询预计算输出表
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5. 建立朴素贝叶斯分类视图并检查结果
 
 
 

drop view if exists classify_view;

select madlib.create_nb_classify_view

       ( 'categ_feature_probs',

         'class_priors',

         'nb_test_data',

         'id',

         'data',

         4,

         'numeric_attr_params',

         'classify_view');



select * from classify_view order by key;


 

 
结果：
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6. 查看每个分类的概率
 
 
 

drop view if exists probs_view;

select madlib.create_nb_probs_view

       ( 'categ_feature_probs',

         'class_priors',

         'nb_test_data',

         'id',

         'data',

         4,

         'numeric_attr_params',

         'probs_view' );



select * from probs_view;


 

 
结果：
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7. 执行即席计算
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结果：
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查看每个分类的概率：
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结果：
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即席计算的结果与先进行预计算再计算分类的结果完全一致。
 
7.3　支持向量机
 
7.3.1　背景知识
 
支持向量机（Support Vector Machine, SVM）法由Vapnik等人于1995年提出。该方法是建立在统计学理论基础上的机器学习方法。通过学习算法，SVM可以自动寻找那些对分类有较好区分能力的支持向量，由此构造出的分类器可以最大化类与类的间隔，因而具有较好的适应能力和较高的分准率。该方法只需要由各类域的边界样本的类别来决定最后的分类结果。SVM属于有监督学习方法，即已知训练点的类别，求训练点和类别之间的对应关系，以便将训练集按照类别分开，或者是预测新的训练点所对应的类别。
 
1. 支持向量机的基本思想
 
SVM构建了一个分割两类的超平面（也可以扩展到多类问题）。在构建的过程中，SVM算法试图使两类之间的分割达到最大化，如图7-3所示。
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 图7-3　SVM划分算法示意图
 

 
以一个很大的边缘分隔两个类可以使期望泛化误差最小化。“最小化泛化误差”的含义是：当对新的数值未知的数据点进行分类时，基于学习所得的分类器（超平面）使得我们对其所属分类预测错误的概率被最小化。直觉上，这样的一个分类器实现了两个分类之间分离边缘最大化。图7-3解释了“最大化边缘”的概念。和分类器平面平行，分别穿过数据集中的一个或多个点的两个平面称为边界平面（Bounding Plane），这些边界平面的距离称为边缘（Margin）。“通过SVM学习”的含义是找到最大化这个边缘的超平面。落在边界平面上的数据集中的点称为支持向量（Support Vector）。这些点在这一理论中的作用至关重要，故称为“支持向量机”。支持向量机的基本思想，简单总结起来就是与分类器平行的两个平面，这两个平面能很好地分开两类不同的数据，且穿越两类数据区域集中的点，现在欲寻找最佳超几何分隔平面使之与两个平面的距离最大，如此便能实现分类总误差最小。
 
2. 支持向量机的理论基础
 
支持向量机最初是在研究线性可分问题的过程中提出的，所以这里先来介绍线性SVM的基本原理。不失一般性，假设容量为n的训练样本集{(xi,yi),i=1,2,…,n}由两个类别组成，若xi 属于第一类，则记为yi=1；若xi属于第二类，则记为yi=-1。
 
若存在分类超平面：
 
wTx+b=0
 
能够将样本正确地划分成两类，即相同类别的样本都落在分类超平面的同一侧，则称该样本是线性可分的，即满足：
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此处，可知平面wTxi+b=1和wTxi+b=-1即为该分类问题中的边界超平面，这个问题可以回归到线性规划问题。边界超平面wTxi+b=1到原点的距离为[image: ]；而边界超平面wTxi+b=-1到原点的距离为[image: ]。所以这两个边界超平面的距离是[image: ]。同时注意，这两个边界超平面是平行的。根据SVM的基本思想，最佳超平面应该使两个边界平面的距离最大化，即最大化[image: ]，也就是最小化其倒数，即：
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为了求解这个超平面的参数，可以以最小化上式为目标，其要求满足式（SVM-a）的表达式，而该式中的两个表达式可以综合表达为：
 
yi(wTxi+b)≥1
 
为此可以得到如下目标规划问题：
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得到这个形式以后，就可以很明显地看出它是一个凸优化问题，或者更具体地说，它是一个二次优化问题——目标函数是二次的，约束条件是线性的。这个问题可以用现成的QP（Quadratic Programming）的优化包进行求解。虽然这个问题确实是一个标准QP问题，但是它也有特殊结构，通过拉格朗日变换到对偶变量（Dual Variable）的优化问题之后，可以找到一种更加有效的方法来进行求解，而且通常情况下这种方法比直接使用通用的QP优化包进行优化高效得多，而且便于推广。拉格朗日变换的作用，简单地说，就是通过给每一个约束条件加上一个拉格朗日乘子（Lagrange multiplier）α，将约束条件融合到目标函数里去（也就是说把条件融合到一个函数里）。现在只用一个函数表达式便能清楚地表达出我们的问题。该问题的拉格朗日表达式为：
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其中，ai>0, i=1,2,…,n，为Lagrange系数。然后依据拉格朗日对偶理论将其转化为对偶问题，即：
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这个问题可以用二次规划方法求解。设求解所得的最优解为[image: ]，则可以得到最优的w∗和b∗为：
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其中，xr和xs为两个类别中任意的一对支持向量。最终得到的最优分类函数为：
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在输入空间中，如果数据不是线性可分的，支持向量机通过非线性映射ϕ: Rn→F将数据映射到某个其他点积空间（称为特征空间）F，然后在F中执行上述线性算法。这只需计算点积ϕ(x)Tϕ(x)即可完成映射。在文献中，这一函数称为核函数（Kernel），用K(x,y)=ϕ(x)Tϕ(x)表示。
 
支持向量机的理论有三个要点，即：
 
 
 	最大化间距。
 
 	核函数。
 
 	对偶理论。


 
7.3.2　MADlib的支持向量机相关函数
 
1. 分类训练函数
 
（1）语法
 
SVM分类训练函数具有以下格式：
 


     svm_classification(

         source_table,

         model_table,

         dependent_varname,

         independent_varname,

         kernel_func,

         kernel_params,

         grouping_col,

         params,

         verbose

     )


 
（2）参数
 
svm_classification函数中的参数说明如表7-4所示。
 
 
 表7-4　svm_classification函数参数说明
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SVM生成的模型表包含表7-5中所示的列。
 
 
 表7-5　svm_classification函数输出表列说明
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如果核函数不是线性的，就会创建一个名为<model_table>_random的辅助表。它包含将测试数据嵌入随机特征空间所需的数据。这些数据由svm_predict在内部使用，对用户本身无意义，因此可以忽略。
 
训练函数在产生输出表的同时还会创建一个名为<model_table>_summary的概要表，具有表7-6所示的列。
 
 
 表7-6　svm_classification函数概要输出表列说明
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2. 回归训练函数
 
SVM回归训练函数具有以下格式：
 
 
 

svm_regression(source_table,

    model_table,

    dependent_varname,

    independent_varname,

    kernel_func,

    kernel_params,

    grouping_col,

    params,

    verbose

)


 

 
回归函数格式与分类基本相同，但在其输出的模型表中没有因变量映射。以下参数的格式与svm_classification不同：
 
 
 	dependent_varname：TEXT类型，因变量列的名称。对于回归，该列只能包含可以转换为DOUBLE PRECISION的值或表达式，否则将会抛出错误。
 
 	params（可选）：TEXT，默认值为NULL。参数epsilon和eps_table仅对回归有意义。详见后面的说明。


 
3. 新颖性检测训练函数
 
新颖性检测函数是一类SVM分类器，具有以下格式：
 
 
 

svm_one_class(

    source_table,

    model_table,

    independent_varname,

    kernel_func,

    kernel_params,

    grouping_col,

    params,

    verbose

)


 

 
新颖性检测函数的格式与分类函数基本相同，但未指定因变量名称。生成的模型表格式与分类函数相同。
 
4. 核参数
 
核参数以包含逗号分隔的名–值对列表的字符串形式提供。所有这些命名参数都是可选的，它们的顺序无关紧要。必须使用格式“<参数名>=<值>”来指定参数的值，否则该参数将被忽略。
 
（1）通用核参数
 
 
 	fit_intercept：默认值为TRUE。参数fit_intercept是一个将截取值添加到independent_varname数组表达式的指示符。截距被添加到特征列表的末尾，因此系数列表的最后一个元素是截距。
 
 	n_components：默认值为2*num_features，变换后的特征空间的维度。较大的值会降低核函数估计的方差，但需要更多内存并需要较长时间进行训练。
 
 	random_state：默认值为1，由随机数生成器使用的种子。


 
（2）‘gaussian’核参数
 
 
 	gamma：默认值为1/num_features。Radius Basis Function内核中的参数γ，例如exp(-γ‖x-y‖2)。为γ提供适当的值对于核函数的性能至关重要，大的gamma会导致过度拟合，小的gamma会使模型过于粗糙，无法捕捉到数据的复杂性。


 
（3）‘polynomial’核参数
 
 
 	coef0：默认值为1.0，(〈x,y〉+q)r中的自变量q，必须大于或等于0。当它为0时，多项式核是齐次形式。
 
 	degree：默认值为3，(x,y〉+q)r中的r。


 
5. 其他参数
 
这部分参数在params参数中作为字符串提供，其中包含逗号分隔的名–值对列表。所有这些命名参数都是可选的，它们是无序的。必须使用“<参数名>=<值>”格式指定参数的值，否则该参数将被忽略。
 
可以使用内置的交叉验证机制来执行超参数优化，该机制通过为params中的参数n_folds分配一个大于1的值来激活。注意，如果使用分组，就不支持交叉验证。
 
应该在列表中提供交叉验证参数的值。例如，想用L1范数正则化并使用集合{0.3,0.4,0.5}中的λ值，可在params中输入'lambda={0.3,0.4,0.5}, norm=L1, n_folds=10'。'{}'和'[]'在这里都有效。
 
下面的参数并非都可以进行交叉验证。对于允许交叉验证的参数，其默认值以列表格式显示，例如[0.01]。
 
 
 

'init_stepsize=<value>,

 decay_factor=<value>,

 max_iter=<value>,

 tolerance=<value>,

 lambda=<value>,

 norm=<value>,

 epsilon=<value>,

 eps_table=<value>,

 validation_result=<value>,

 n_folds=<value>,

 class_weight=<value>'


 

 
 
 	init_stepsize：默认值为[0.01]，初始学习率。通常需要一个小值来确保收敛，而较大的值在训练期间提供了更多的进展空间。由于最佳值取决于数据的条件数量，因此实践中通常使用内置的交叉验证在指数范围中进行搜索，例如，"init_stepsize=[1, 0.1, 0.001]"。为了减少训练时间，通常在二次采样数据集上运行交叉验证，因为这通常提供整个数据集的条件数的良好估计。然后可以在整个数据集上运行生成的init_stepsize。
 
 	decay_factor：默认值为[0.9]。控制学习率变化：0表示恒定速率；小于-1表示反比例缩放，即stepsize=init_stepsize / iteration；大于0意味着指数衰减，即stepsize=init_stepsize* decay_factor^iteration。
 
 	max_iter：默认值为[100]，允许的最大迭代数。
 
 	tolerance：默认值为1e-10，结束迭代的条件。当连续两次迭代的训练模型之间的差值小于tolerance或者迭代次数大于max_iter时，停止训练。
 
 	lambda：默认值为[0.01]，正则化参数，必须非负。
 
 	norm：默认值为‘L2’，正规化的名称，可为‘L2’或‘L1’。
 
 	epsilon：默认值为[0.01]，决定ε-递归的ε值，分类时忽略。在训练模型时，估计标签和实际标签之间的差异小于ε将被忽略。较大的ε将产生具有较少支持向量的模型。一般来说，建议ε随噪声数据增加而增加、随样品数量减少而减少。
 
 	eps_table：默认值为NULL，包含不同组的epsilon值的输入表名称。grouping_col为NULL时忽略。当需要不同组别的ε值不同时，定义此输入表。该表由一个名为epsilon的列组成，该列指定epsilon值，以及一个或多个grouping_col列。额外的组将被忽略，并且此表中不存在的组将使用参数epsilon中指定的epsilon值。
 
 	validation_result：默认值为NULL，存储交叉验证结果的表的名称，包括参数值及其平均错误值。目前0-1用于分类，平均方差用于回归。该表只在名称不是NULL的情况下创建。
 
 	n_folds：默认值为0，交叉验证的折数。必须至少有2折才能激活交叉验证。如果指定k>2的值，那么每次折叠都用作验证集一次，而另一个k-1折叠形成训练集。
 
 	class_weight：分类的默认值为1，一类新颖性检测的默认值为“balanced”，回归的默认值为n/a。设置正类或负类的权重。如果没有给出，那么所有类都被设置为相同权重。如果class_weight=balanced，那么y的值自动调整为与输入数据中的类频率成反比，即权重被设置为n_samples / (n_classes* bincount(y))。class_weight也可以是一个映射，为每个类赋予权重。例如：对于因变量值'a'和'b'，class_weight可以是{a:2，b:3}，这将导致每个'a'元组的y值乘以2，并且每个'b'元组的y值将乘以3。对于回归，类的权重总是同一个。


 
6. 预测函数
 
（1）语法
 
预测函数用于估计给定新预测变量的条件均值。相同的语法用于分类、回归和新颖性检测：
 


     svm_predict(model_table,

                 new_data_table,

                 id_col_name,

                 output_table)


 
（2）参数
 
svm_predict函数中的参数说明如表7-7所示。
 
 
 表7-7　svm_predict函数参数说明
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预测函数输出表包含以下三列：
 
 
 	id：每个预测的“id”，对应于new_data_table中的一行。
 
 	prediction：为new_data_table中的每一行提供预测。对于回归，这将与decision_function相同。对于分类，这将是因变量值之一。
 
 	decision_function：提供每个点与超平面之间的距离。


 
7.3.3　支持向量机示例
 
我们将利用MADlib的SVM相关函数解决根据天气情况预测是否打高尔夫球的问题。问题描述及其已知数据参见7.1.3节。
 
1. 准备训练数据
 
 
 

drop table if exists dt_golf;

create table dt_golf

( id integer not null,

    "outlook" int,

    temperature double precision,

    humidity double precision,

    windy int,

    class int );

    

insert into dt_golf values

(1, 1,85,85,0, 0), (2, 1,80,90,1, 0), (3, 2,83,78,0, 1),

(4, 3,70,96,0, 1), (5, 3,68,80,0, 1), (6, 3,65,70,1, 0),

(7, 2,64,65,1, 1), (8, 1,72,95,0, 0), (9, 1,69,70,0, 1),

(10,3,75,80,0, 1), (11,1,75,70,1, 1), (12,2,72,90,1, 1),

(13,2,81,75,0, 1), (14,3,71,80,1, 0);


 

 
2. 准备测试数据
 
 
 

drop table if exists svm_test_data;

create table svm_test_data

( id integer not null,

  "outlook" int,

  temperature double precision,

  humidity double precision,

  windy int,

  class int

);



insert into svm_test_data values

(1, 1,73.57,80.29,0),

(2, 2,73.57,80.29,0),

(3, 3,73.57,80.29,0),

(4, 1,73.57,80.29,1),

(5, 2,73.57,80.29,1),

(6, 3,73.57,80.29,1);


 

 
3. 使用线性模型训练分类器
 
 
 

drop table if exists dt_golf_svm, dt_golf_svm_summary;

select madlib.svm_classification

( 'dt_golf',

  'dt_golf_svm',

  'class',

  'array[1, "outlook", temperature, humidity, windy]' );


 

 
4. 查看线性分类模型结果
 
 
 

\x on

select * from dt_golf_svm;


 

 
结果：
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5. 用线性模型进行预测
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred;

select madlib.svm_predict('dt_golf_svm', 'dt_golf', 'id', 'dt_golf_pred');

select t1.id, t1.class, t2.prediction, t2.decision_function,

       case when class=t2.prediction then 'T' else 'F' end

  from dt_golf t1 join dt_golf_pred t2 using (id) order by id;


 

 
结果：
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为了观察模型的正确性，这里就训练数据集进行预测。可以看到，使用线性模型的14条记录预测错了5个。下面在测试数据上执行预测。
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred;

select madlib.svm_predict('dt_golf_svm', 'svm_test_data', 'id',

'dt_golf_pred');

select * from dt_golf_pred order by id;


 

 
结果：
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6. 使用高斯核函数训练非线性分类器
 
 
 

drop table if exists

dt_golf_svm_gaussian,

dt_golf_svm_gaussian_summary,

dt_golf_svm_gaussian_random;



select madlib.svm_classification

( 'dt_golf',

  'dt_golf_svm_gaussian',

  'class',

  'array[1, "outlook", temperature, humidity, windy]',

  'gaussian',

  'n_components=10',

  '',

  'init_stepsize=1, max_iter=200'

  );


 

 
这次使用高斯核函数生成非线性模型。我们指定要运行的初始步长和最大迭代次数，并选择10作为训练SVM的空间维度。n_components参数值越大，产生的模型拟合度越高，但会产生过拟合风险。该模型将是一个10维向量，而不是像线性模型那样的5个向量。
 
7. 查看高斯核函数分类模型结果
 
 
 

\x on

select * from dt_golf_svm_gaussian;


 

 
结果：
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8. 用高斯非线性模型进行预测
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred_gaussian;

select madlib.svm_predict

('dt_golf_svm_gaussian', 'dt_golf', 'id', 'dt_golf_pred_gaussian');

select t1.id, t1.class, t2.prediction, t2.decision_function,

       case when class=t2.prediction then 'T' else 'F' end

  from dt_golf t1 join dt_golf_pred_gaussian t2 using (id) order by id;


 

 
结果：
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使用高斯非线性模型的预测全部正确。在测试数据上的预测结果如下：
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred_gaussian;

select madlib.svm_predict

('dt_golf_svm_gaussian', 'svm_test_data', 'id', 'dt_golf_pred_gaussian');

select * from dt_golf_pred_gaussian order by id;


 

 
结果：
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9. 使用‘balanced’参数为不平衡数据集训练模型
 
 
 

drop table if exists

dt_golf_svm_gaussian,

dt_golf_svm_gaussian_summary,

dt_golf_svm_gaussian_random;





select madlib.svm_classification

( 'dt_golf',

  'dt_golf_svm_gaussian',

  'class',

  'array[1, "outlook", temperature, humidity, windy]',

  'gaussian',

  'n_components=10',

  '',

  'init_stepsize=1, max_iter=200, class_weight=balanced'

  );

  

select * from dt_golf_svm_gaussian;


 

 
结果：
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10. 用不平衡模型预测
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred_gaussian;

select madlib.svm_predict

('dt_golf_svm_gaussian', 'dt_golf', 'id', 'dt_golf_pred_gaussian');

select t1.id, t1.class, t2.prediction, t2.decision_function,

       case when class=t2.prediction then 'T' else 'F' end

  from dt_golf t1 join dt_golf_pred_gaussian t2 using (id) order by id;


 

 
结果：
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在测试数据上的预测结果如下：
 
 
 

drop table if exists dt_golf_pred_gaussian;

select madlib.svm_predict

('dt_golf_svm_gaussian', 'svm_test_data', 'id', 'dt_golf_pred_gaussian');

select * from dt_golf_pred_gaussian order by id;


 

 
结果：
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7.4　决策树
 
7.4.1　背景知识
 
1. 决策树的基本概念
 
决策树（Decision Tree）又称为分类树（Classification Tree），是最为广泛的归纳推理算法之一，用于处理类别型或连续型变量的分类预测问题，可以用图形和if-then的规则表示模型，可读性较高。决策树模型通过不断地划分数据，使因变量的差别最大，最终目的是将数据分类到不同的组织或不同的分枝，在因变量值上建立最强的归类。
 
决策树是一种监督式的学习方法，产生一种类似流程图的树结构。决策树对数据进行处理是利用归纳算法产生分类规则和决策树，再对新数据进行预测分析。树的终端节点“叶子节点”（Leaf Node），表示分类结果的类别（Class），每个内部节点表示一个变量的测试，分枝（Branch）为测试输出，代表变量的一个可能数值。为达到分类目的，变量值在数据上测试，每一条路径代表一个分类规则。
 
2. 决策树的构建步骤
 
决策树构建的主要步骤有三个：第一是选择适当的算法训练样本构建决策树，第二是适当地修剪决策树，第三是从决策树中萃取知识规则。
 
（1）决策树的分隔
 
决策树是通过递归分割（Recursive Partitioning）建立而成。递归分割是一种把数据分割成不同小的部分的迭代过程。构建决策树的归纳算法如下：
 
① 将训练样本的原始数据放入决策树的树根。
 
② 将原始数据分成两组，一部分为训练组数据，另一部分为测试组数据。
 
③ 使用训练样本来建立决策树，在每一个内部节点依据信息论（Information Theory）来评估选择哪一个属性继续做分割的依据，又称为节点分割（Splitting Node）。
 
④ 使用测试数据来进行决策树修剪，修剪到决策树的每个分类都只有一个节点，以提升预测能力与速度。也就是经过节点分割后，判断这些内部节点是否为树叶节点，如果不是，就以新内部节点为分枝的树根来建立新的次分枝。
 
⑤ 不断递归第①至第④步，一直到所有内部节点都是树叶节点为止。当决策树完成分类后，可将每个分枝的树叶节点萃取出知识规则。
 
如果有以下情况发生，决策树将停止分割：
 
① 该群数据的每一笔数据都已经归类到同一类别。
 
② 该群数据已经没有办法再找到新的属性来进行节点分割。
 
③ 该群数据已经没有任何尚未处理的数据。
 
一般来说，决策树分类的正确性有赖于数据来源的多寡，若是通过庞大数据构建的决策树，则其预测和分类结果往往是符合期望的。
 
决策树学习主要利用信息论中的信息增益（Information Gain）寻找数据集中有最大信息量的变量，建立数据的一个节点，再根据变量的不同值建立树的分枝，每个分枝集中重复建树的下层结果和分枝的过程，一直到完美建立整株决策树。决策树的每一条路径代表一个分类规则，与其他分类模型相比，决策树的最大优势在于模型图形化，让使用者容易理解，模型解释也很容易。
 
在树的每个节点上，使用信息增益选择测试的变量。信息增益是用来衡量给定变量区分训练样本的能力，选择最高信息增益或最大熵（Entropy）简化的变量，将之视为当前节点的分割变量。该变量促使需要分类的样本信息量最小，而且反映了最小随机性或不纯性（Impurity）。
 
若某一事件发生的概率是p，令此事件发生后所得的信息量为I(p)，若p=1，则I(p)=0，因为某一事件一定会发生，所以该事件发生不能提供任何信息。反之，若某一事件发生的概率很小，不确定性很大，则该事件发生带来的信息很多，因此I(p)为递减函数，并定义I(p)=-log(p)。
 
给定数据集S，假设类别变量A有m个不同的类别(c1,…,ci,…,cm)。利用变量A将数据集分为m个子集(s1,s2,…,sm)，其中si表示在S中属于ci的样本。在分类过程中，对于每个样本，对应m种可能发生的概率为(p1,…,pi,…,pm)，记第i种结果的信息量为-log(pi)，称为分类信息的熵。熵是测量一个随机变量不确定性的测量标准，可以用来测量训练数据集内纯度（Purity）的标准。熵的函数表示如下式：
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其中，pi是任意样本属于ci的概率，对数函数以2为底，因为信息用二进制编码。
 
变量训练分类数据集的能力，可以利用信息增益来测量。算法计算每个标量的信息增益，具有最高信息增益的变量选为给定集合S的分割变量，产生一个节点，同时以该变量为标记，对每个变量值产生分枝，以此划分样本。
 
（2）决策树的剪枝
 
决策树学习可能遭遇模型过度适配（Overfitting）的问题。过度适配是指模型过度训练，导致模型记住的不是训练集的一般性，而是训练集的局部特性。模型过度适配将导致模型预测能力不准确，一旦将训练后的模型运用到新数据，就将导致错误预测。因此，完整的决策树构造过程除了决策树的构建外，还应该包含树剪枝（Tree Pruning），解决和避免模型过度适配的问题。
 
当决策树产生时，因为数据中的噪声或离群值，许多分枝反映的是训练资料中的异常情形，树剪枝就是处理这些过度适配的问题。树剪枝通常使用统计测量值剪去最不可靠的分枝，可用的统计测量有卡方值或信息增益等，如此可以加速分类结果的产生，同时也可提高测试数据能够正确分类的能力。
 
树剪枝有两种方法：先剪枝（Prepruning）和后剪枝（Postpruning）。先剪枝是通过提前停止树的构造来对树剪枝，一旦停止分类，节点就成为树叶，该树叶可能持有子集样本中次数最高的类别。在构造决策树时，卡方值和信息增益等测量值可以用来评估分类的质量，若在一个节点划分样本，将导致低于预先定义阈值的分裂，则给定子集的进一步划分将停止。选取适当的阈值是很困难的，较高的阈值可能导致过分简化的树，较低的阈值可能使得树的简化太少。后剪枝是由已经完全生长的树减去分枝，通过删减节点的分枝剪掉树节点，最底下没有剪掉的节点成为树叶，并使用先前划分次数最多的类别做标记。对于树中每个非树叶节点，算法计算减去该节点上的子树可能出现的期望错误率。再使用每个分枝的错误率，结合每个分枝观察的权重评估，计算不对该节点剪枝的期望错误率。如果减去该节点导致较高的期望错误率，就保留该子树，否则剪去该子树。产生一组逐渐剪枝后的树，使用一个独立的测试集评估每棵树的准确率，就能得到具有最小期望错误率的决策树。也可以交叉使用先剪枝和后剪枝形成组合式，后剪枝所需的计算比先剪枝多，但通常产生可靠的树。
 
3. 决策树算法
 
决策树算法基本上是一种贪心算法，采取由上至下的逐次搜索方式，渐次产生决策树模型结构。划分数据集的最大原则是：使无序的数据变得有序。如果一个训练数据中有20个特征，那么选取哪个作为划分依据？这时必须采用量化的方法来判断，常用的量化划分方法是“信息论度量信息分类”。基于信息论的决策树算法有ID3、C4.5和CART等算法，其中C4.5和CART两种算法是从ID3算法中衍生而来的。
 
ID3算法由Ross Quinlan发明，建立在“奥卡姆剃刀”的基础上：越是小型的决策树越优于大的决策树（be simple简单理论）。ID3算法中根据信息论的信息增益评估和选择特征，每次选择信息增益最大的特征做判断属性。ID3算法可用于划分标称型数据集，没有剪枝的过程，为了去除过度数据匹配的问题，可通过裁剪合并相邻的无法产生大量信息增益的叶子节点（例如设置信息增益阈值）。使用信息增益有一个缺点，那就是它偏向于具有大量值的属性，就是说在训练集中，某个属性所取的不同值的个数越多，越有可能拿它来作为分裂属性。这样做有时候是没有意义的，最典型的就是自增ID序列。另外，ID3不能处理连续分布的数据特征，于是就有了C4.5算法。
 
C4.5是ID3的一个改进算法，继承了ID3算法的优点。C4.5算法用信息增益率来选择属性，克服了用信息增益选择属性时偏向选择取值多的属性的不足，在树构造过程中进行剪枝；能够完成对连续属性的离散化处理；也能对不完整数据进行处理。C4.5算法产生的分类规则易于理解、准确率较高，但效率低，因为在树构造过程中需要对数据集进行多次的顺序扫描和排序。也是因为必须多次数据集扫描，所以C4.5只适合能够驻留于内存的数据集。
 
CART（Classification And Regression Tree）算法采用的是Gini指数（选Gini指数最小的特征s）作为分裂标准，同时它也包含后剪枝操作。ID3算法和C4.5算法虽然在对训练样本集的学习中可以尽可能多地挖掘信息，但是其生成的决策树分支较大。为了简化决策树的规模、提高生成决策树的效率，出现了根据Gini系数来选择测试属性的决策树算法CART。MADlib中的决策树训练函数使用的就是CART算法。
 
7.4.2　MADlib的决策树相关函数
 
MADlib中有三个决策树函数，分别为训练函数、预测函数和显示函数。训练函数接收输入的训练数据进行学习，生成决策树模型。预测函数用训练函数生成的决策树模型预测数据的所属分类。显示函数用来显示决策树模型。
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 


     tree_train

     ( training_table_name,

         output_table_name,

         id_col_name,

         dependent_variable,

         list_of_features,

         list_of_features_to_exclude,

         split_criterion,

         grouping_cols,

         weights,

         max_depth,

         min_split,

         min_bucket,

         num_splits,

         pruning_params,

         surrogate_params,

         verbosity )


 
（2）参数
 
tree_train函数中的参数说明如表7-8所示。
 
 
 表7-8　tree_train函数参数说明
 
 [image: ] 

 
 
 （续表）
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训练函数生成的模型表具有表7-9所示的列。
 
 
 表7-9　tree_train函数输出模型表列
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生成模型表的同时还会生成一个名为<model_table>_summary的概要表，具有表7-10所示的列。
 
 
 表7-10　tree_train函数输出概要表列
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说明：
 
 
 	MADlib决策树训练函数的很多参数设计与流行的R语言函数‘rpart’相似。它们的一个重要区别是，对特征和分类变量，MADlib使用整型作为变量值类型，而rpart认为它们是连续的。
 
 	不使用替代变量时（max_surrogates=0），用于训练的特征值为NULL的行在训练和预测时都被忽略。
 
 	不使用交叉验证时（n_folds=0），决策树依赖输入的cost-complextity（cp）进行剪枝。使用交叉验证时，所有节点cp都要大于参数cp。在进行交叉验证时，训练函数使用cp入参建立一棵初始树，并探索所有可能的子树（直到单节点树），计算每个节点的cp进行剪枝，得到优化的子树。优化的子树及其相应的cp被放在输出表中，分别对应输出表的tree和pruning_cp列。
 
 	影响内存使用的参数主要是树的深度、特征的数量和每个特征的不同值的数量。如果遇到VMEM限制，就要考虑降低这些参数的值。


 
2. 预测函数
 
（1）语法
 


     tree_predict(tree_model,

                  new_data_table,

                  output_table,

                  type)


 
（2）参数
 
tree_predict函数中的参数说明如表7-11所示。
 
 
 表7-11　tree_predict函数参数说明
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3. 显示函数
 
显示函数输出一个决策树的格式化表示。输出可以是dot格式，或者是一个简单的文本格式。dot格式可以使用GraphViz等程序进行可视化。
 
（1）语法
 


     tree_display(tree_model, dot_format, verbosity)


 
还有一个显示函数输出为每个内部节点选择的替代分裂点：
 


     tree_surr_display(tree_model)


 
（2）参数
 
tree_display函数中的参数说明如表7-12所示。
 
 
 表7-12　tree_display函数参数说明
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7.4.3　决策树示例
 
我们将利用MADlib的决策树相关函数解决根据天气情况预测是否打高尔夫球的问题。问题描述及其已知数据参见7.1.3小节。
 
1. 准备输入数据
 
 
 

-- 创建dt_golf表，将14条数据插入dt_golf表中

drop table if exists dt_golf;

create table dt_golf

( id integer not null,

    "outlook" text,

    temperature double precision,

    humidity double precision,

    windy text,

    class text );

    

copy dt_golf (id,"outlook",temperature,humidity,windy,class) from stdin with

delimiter '|';

1|sunny|85|85|'false'|'Don't Play'

2|sunny|80|90|'true'|'Don't Play'

3|overcast|83|78|'false'|'Play'

4|rain|70|96|'false'|'Play'

5|rain|68|80|'false'|'Play'

6|rain|65|70|'true'|'Don't Play'

7|overcast|64|65|'true'|'Play'

8|sunny|72|95|'false'|'Don't Play'

9|sunny|69|70|'false'|'Play'

10|rain|75|80|'false'|'Play'

11|sunny|75|70|'true'|'Play'

12|overcast|72|90|'true'|'Play'

13|overcast|81|75|'false'|'Play'

14|rain|71|80|'true'|'Don't Play'

\.


 

 
2. 准备测试数据
 
 
 

drop table if exists dt_test_data;

create table dt_test_data

( id integer not null,

  "outlook" text,

  temperature double precision,

  humidity double precision,

  windy text,

  class text

);



insert into dt_test_data values

(1, 'sunny',73.57,80.29,'false'),

(2, 'overcast',73.57,80.29,'false'),

(3, 'rain',73.57,80.29,'false'),

(4, 'sunny',73.57,80.29,'true'),

(5, 'overcast',73.57,80.29,'true'),

(6, 'rain',73.57,80.29,'true');


 

 
3. 运行决策树训练函数
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4. 查看输出
 
（1）查询概要表
 
 
 [image: ] 

 
说明：
 
 
 	is_classification为t，指的是函数用于预测而不是回归。
 
 	“"outlook",windy”是分类特征，“temperature,humidity”是连续特征。
 
 	因变量为文本类型，有‘Don't Play’和‘Play’两种取值。
 
 	通过pruning_params参数设置剪枝使用的初始cp为0、交叉检验折皱数为6。


 
（2）查询决策树表
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说明：
 
 
 	输出为简单文本格式。
 
 	节点号以0开始，代表根节点。如果树没有剪枝，那后面的节点号应该是连续的1、2、…、n。树被剪枝后，节点号是不连续的，正如上面查询结果中所显示的。带*号的节点是叶子节点，其他是内部测试节点。
 
 	顺序值[xy]表示其测试节点上[“Don't play”“Play”]所占的行数。例如，在根节点0，有5行“Don't play”、9行“Play”。如果以特征"outlook"=overcast作为测试条件，那结果有0行“Don't play”、4行“Play”，节点1为叶子节点。剩下5行“Don't play”与5行“Play”在节点2上测试temperature<=75。以此类推，从上至下解读输出结果。
 
 	虽然我们的输入数据中提供了四个特征自变量，但是训练函数输出的结果决策树中只体现出天气状况和气温，相对湿度与是否有风没有作为测试条件。


 
（3）以dot格式显示决策树
 
 
 

\t           -- 不显示表头

\o test.dot  -- 将查询结果输出到文件

select madlib.tree_display('train_output', true, true);  -- 输出决策树详细信息 \o

\t


 

 
生成dot文件后，使用第三方图形软件GraphViz画出决策树，执行以下shell命令：
 
 
 

# 安装GraphViz

yum -y install graphviz

# 将dot文件转成jpg文件输出

dot -Tjpg test.dot -o test.jpg


 

 
生成的决策树如图7-4所示。
 

 [image: ] 
 图7-4　图形化显示dot格式决策树
 

 
图7-4中显示的决策树与文本的输出一致，矩形为叶子节点，椭圆形为内部测试节点。除了文本输出的信息外，图7-4中还多了一个impurity（代表不纯度，是指将来自集合中的某种结果随机应用在集合中某一数据项的预期误差率）。不纯度越小，集合的有序程度越高，分类的效果越好。叶子节点的不纯度为0。
 
在本例的四个自变量中，天气情况是具有三个值的标称属性，温度、湿度是连续数值属性，而是否有风为二元属性。下面我们手工计算Gini指标，验证图7-4决策树的划分。
 
① 整个训练样本集关于类属性的Gini值
 
 
 

1-(5/14)^2-(9/14)^2=0.459184


 

 
② 天气情况的信息增益
 
标称属性可以产生二元划分或多路划分，由于MADlib使用的是CART算法，因此采用二元划分。天气情况有sunny、overcast、rain三种取值，因此有三种二元划分：{sunny}{overcast, rain}，{sunny, overcast} {rain}，{sunny, rain} {overcast}。每种划分的Gini指标计算如下：
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第三种划分得到的Gini值最小，信息增益最大，因此若按照“天气情况”，则应该按第三种划分。
 
③ 是否有风的信息增益
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由于Gini指标大于天气情况划分，增益小于天气划分，因此不作为优先的划分方法。
 
④ 温度增益
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显然，每种温度划分的信息增益都小于天气情况（{sunny, rain} {overcast}）。
 
⑤ 湿度增益
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显然，每种湿度划分的信息增益都小于天气情况（{sunny, rain} {overcast}）。
 
根据以上信息增益情况，MADlib的决策树函数首次选择{sunny, rain} {overcast}划分。同理，按照同样的Gini指标方式计算，递归构造出整棵决策树。
 
（4）查询交叉验证结果表
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可以看到，随着cp值的增大，剪枝增多，精度降低。
 
5. 分析决策树
 
分类树算法可以通过特征找出最好地解释因变量class（是否打高尔夫球）的方法。
 
 
 	变量outlook的范畴被划分为两组：多云和其他。我们得出第一个结论：如果天气是多云，那么人们总是选择打高尔夫。
 
 	在不是多云天气时，以气温划分，当气温高于华氏75度或低于华氏65度时，没人打高尔夫；65到70度之间人们选择打高尔夫，70到72度之间没人打；72到75度会打。


 
这就通过分类树给出了一个解决方案。小王在晴天、雨天并且气温过高或过低时解雇了大部分员工，因为这种天气不会有人打高尔夫。而其他的天气会有很多人打高尔夫，因此可以雇用一些临时员工来工作。
 
6. 用决策树模型进行预测
 
从交叉验证结果看，即便是初始cp=0，得到的标准差仍然较大，这和我们的样本数据过少有关。从本示例的分析中就可以看到，65到70度、72到75度会打高尔夫，而70到72度之间没人打，这个预测显然有悖常理。现在就用此模型预测一下原始数据，再和实际情况对比一下。这里只是演示一下如何用模型进行预测，实践中训练数据集与预测数据集相同意义不大。
 
 
 

drop table if exists prediction_results;

select madlib.tree_predict

('train_output',                -- 决策树模型

 'dt_golf',                     -- 被预测的数据表

 'prediction_results',          -- 预测结果表

 'response');                   -- 预测结果

select t1.*,t2.class

  from prediction_results t1, dt_golf t2

 where t1.id=t2.id order by id;


 

 
查询结果如下：
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在测试数据上的预测结果如下：
 
 
 

drop table if exists prediction_results;

select madlib.tree_predict

('train_output',                -- 决策树模型

 'dt_test_data',                -- 被预测的数据表

 'prediction_results',          -- 预测结果表

 'response');                   -- 预测结果

select * from prediction_results order by id;


 

 
结果：
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7.5　随机森林
 
7.5.1　背景知识
 
随机森林（random forest）是一类专门为决策树分类器设计的组合方法，组合多棵决策树做出预测，其中每棵树都是基于随机向量的一个独立集合产生的，如图7-5所示。随机森林采用一个固定的概率分布来产生随机向量。使用决策树装袋（bagging）是随机森林的特例，通过随机地从原训练集中有回放地选取N个样本，将随机性加入到构建模型的过程中。在整个模型构建过程中，装袋也是用同样的均匀概率分布来产生它的自助样本。
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 图7-5　随机森林
 

 
装袋又称自助聚集（boot strap aggregating），是一种根据均匀概率分布从数据集中重复抽样（有放回的）的技术。每个自助样本集都和原始数据集一样大。由于抽样过程是有回放的，因此一些样本可能在同一训练数据集中出现多次，而其他一些却可能被忽略。一般来说，自助样本Di大约包含63%的原训练数据，因为每一样本抽样到Di的概率为1-(1-1/N)N，如果N足够大，那么这个概率将收敛于1-1/e≈0.632。训练过k个分类器后，测试样本被指派到得票最高的类。
 
已经从理论上证明，当树的数目足够大时，随机森林的泛化误差的上界收敛于下面的表达式（下面简称公式1）：
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其中，[image: ]是树之间的平均相关系数，s是度量树型分类器的“强度”的量。一组分类器的强度是指分类器的平均性能，而性能以分类器的余量（M）用概率算法度量：
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其中，[image: ]是根据某随机变量θ构建的分类器对X做出的预测类。余量越大，分类器正确预测给定的样本X的可能性就越大。公式1是相当直观的，随着树的相关性增加或组合分类器的强度降低，泛化误差的上界趋向于增加。随机化有助于减少决策树之间的相关性，从而改善组合分类器的泛化误差。
 
7.5.2　MADlib的随机森林相关函数
 
1. 训练函数
 
（1）语法
 
随机森林训练函数具有以下格式：
 


     forest_train(training_table_name,

                  output_table_name,

                  id_col_name,

                  dependent_variable,

                  list_of_features,

                  list_of_features_to_exclude,

                  grouping_cols,

                  num_trees,

                  num_random_features,

                  importance,

                  num_permutations,

                  max_tree_depth,

                  min_split,

                  min_bucket,

                  num_splits,

                  surrogate_params,

                  verbose,

                  sample_ratio

                  )


 
（2）参数
 
forest_train函数中的参数说明如表7-13所示。
 
 
 表7-13　forest_train函数参数说明
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 （续表）
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注意，影响内存使用的主要参数有：树的深度、特征数量、每个特征值（由num_splits控制）。如果碰到VMEM限制，考虑减小一个或多个参数。
 
训练函数生成的模型表包含表7-14所示的列。
 
 
 表7-14　forest_train函数模型输出表列说明
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训练函数在产生输出表的同时，还会创建一个名为<model_table>_summary的概要表，具有如表7-15所示的列。
 
 
 表7-15　forest_train函数概要输出表列说明
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名为<model_table>_group的分组表具有表7-16所示的列。
 
 
 表7-16　forest_train函数分组输出表列说明
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2. 预测函数
 
预测函数给出新样本的所属类别估计。
 
（1）语法
 


     forest_predict(random_forest_model,

                    new_data_table,

                    output_table,

                    type)


 
（2）参数
 
forest_predict函数中的参数说明如表7-17所示。
 
 
 表7-17　forest_predict函数参数说明
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3. 显示函数
 
get_tree函数提供了随机森林中单一决策树的图形化表示。输出可以是dot格式，或者是一个简单的文本格式。dot格式可以使用GraphViz等程序进行可视化。
 
（1）语法
 


     get_tree(forest_model_table,

              gid,

              sample_id,

              dot_format,

              verbose)


 
还有一个显示函数输出为每个内部节点选择的替代分裂点：
 
 
 

get_tree_surr(forest_model_table,

                  gid,

                  sample_id)


 

 
输出包含决策树中每个内部节点的替代分裂点列表。节点按ID升序排序。对每一个替代分裂点，输出提供代理拆分的变量和阈值，并提供主拆分和替代拆分之间的行数。最后，还列出主拆分的大多数分支中存在的行数。只有比大多数分支表现更好的替代分裂才被使用。当主变量具有空值时，使用代理变量计算该节点的拆分。如果所有代理变量都为null，就使用多数分支计算一个元组的拆分。
 
（2）参数
 
get_tree函数中的参数说明如表7-18所示。
 
 
 表7-18　get_tree函数参数说明
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7.5.3　随机森林示例
 
我们将利用MADlib的决策树相关函数解决根据天气情况预测是否打高尔夫球的问题。问题描述及其已知数据参见7.1.3节。
 
1. 准备输入数据
 
 
 

drop table if exists dt_golf;

create table dt_golf (

    id integer not null,

    "outlook" text,

    temperature double precision,

    humidity double precision,

    windy text,

    class text

);



insert into dt_golf (id,"outlook",temperature,humidity,windy,class) values

(1, 'sunny', 85, 85, 'false', 'don''t play'),

(2, 'sunny', 80, 90, 'true', 'don''t play'),

(3, 'overcast', 83, 78, 'false', 'play'),

(4, 'rain', 70, 96, 'false', 'play'),

(5, 'rain', 68, 80, 'false', 'play'),

(6, 'rain', 65, 70, 'true', 'don''t play'),

(7, 'overcast', 64, 65, 'true', 'play'),

(8, 'sunny', 72, 95, 'false', 'don''t play'),

(9, 'sunny', 69, 70, 'false', 'play'),

(10, 'rain', 75, 80, 'false', 'play'),

(11, 'sunny', 75, 70, 'true', 'play'),

(12, 'overcast', 72, 90, 'true', 'play'),

(13, 'overcast', 81, 75, 'false', 'play'),

(14, 'rain', 71, 80, 'true', 'don''t play');


 

 
2. 准备测试数据
 
 
 

drop table if exists rf_test_data;

create table rf_test_data

( id integer not null,

  "outlook" text,

  temperature double precision,

  humidity double precision,

  windy text,

  class text

);



insert into rf_test_data values

(1, 'sunny',73.57,80.29,'false'),

(2, 'overcast',73.57,80.29,'false'),

(3, 'rain',73.57,80.29,'false'),

(4, 'sunny',73.57,80.29,'true'),

(5, 'overcast',73.57,80.29,'true'),

(6, 'rain',73.57,80.29,'true');


 

 
3. 运行随机森林训练函数
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4. 查看输出
 
 
 

-- 查看概要输出表

\x on

select * from train_output_summary;


 

 
结果：
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-- 查看分组输出表

select * from train_output_group;


 

 
结果：
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5. 获取森林中单个树的dot格式显示
 
 
 

\x off

select madlib.get_tree('train_output',1,2);


 

 
结果：
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6. 获取树的文本格式显示
 
 
 

select madlib.get_tree('train_output',1,2,false);


 

 
结果：
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7. 为相同的输入数据预测输出类别
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结果：
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在测试数据上的预测结果如下：
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结果：
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8. 预测的数据输出类别概率
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结果：
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7.6　小结
 
MADlib 1.10提供了K近邻、朴素贝叶斯、支持向量机、决策树、随机森林等分类模型。其中K近邻、朴素贝叶斯尚处于早期开发阶段。
 
K近邻分类属于一类广泛的技术，这种技术称为基于实例的学习，使用具体的训练实例进行预测，而不必维护源自数据的抽象或模型。基于实例的学习算法需要邻近性度量来确定实例间的相似性或距离，还需要分类函数根据测试实例与其他实例的邻近性返回测试的预测类标号。K近邻学习方法不需要建立模型，但分类测试样例的开销很大，因为需要逐个计算测试样例和训练样例之间的相似度。
 
朴素贝叶斯分类计算待分类项出现的条件下各个类别的概率，然后将待分类项归于概率最大的类别。朴素贝叶斯分类器建立在一个类条件独立性假设基础之上，当属性相关时，条件独立假设已不成立，因此可能会降低朴素贝叶斯分类器的准确性。
 
支持向量机已经成为广泛使用的分类算法之一。它可以表示为凸优化问题，因此可以利用已知的有效算法发现目标函数的全局最小值。而其他的分类方法（如基于规则的分类器和人工神经网络）都采用一种基于贪心学习的策略来搜索假设空间，这种方法一般只能获得局部最优解。支持向量机的三个要点为最大化间距、核函数和对偶理论。
 
决策树要寻找使信息增益最大化的分界线，能够同时处理分类数据和数值数据，但并不擅长对非常复杂的数值结果进行预测，因为此时树会变得非常庞大，以至于无法借此来做出准确的决策。决策树的主要优点之一是它能够很容易地处理变量之间的相互影响。
 
随机森林是利用多棵决策树对样本进行训练并预测的一种分类器。森林中的每棵决策树给出一个预测分类，称之为该决策树“投票”给该分类，最终选择获得票数最多的分类。将随机性引入建模过程，有助于减少决策树之间的相关性。
第8章　聚类
 
“物以类聚，人以群分”，其核心思想就是聚类。所谓聚类，就是将相似的事物聚集在一起，将不相似的事物划分到不同类别的过程。聚类是机器学习中十分重要的一类方法。聚类可以说是人类认知这个世界的基本方式之一，通过聚类，人们能意识到密集和稀疏的区域，发现全局的分布模式，以及数据属性之间有趣的相互关系。在实践中，聚类往往为分类服务，即先通过聚类来判断事物的合适类别，然后利用分类技术对新的样本进行分类。MADlib提供了一种k-means算法的实现。本章主要介绍MADlib的k-means算法相关函数和应用示例。
 
8.1　背景知识
 
8.1.1　聚类的概念
 
将物理或抽象对象的集合分成由类似的对象组成的多个类或簇（Cluster）的过程被称为聚类（Clustering）。由聚类所生成的簇是一组数据对象的集合，这些对象与同一个簇中的对象相似度较高，与其他簇中的对象相似度较低。相似度是根据描述对象的属性值来度量的，距离是经常采用的度量方式。分析事物聚类的过程称为聚类分析或群分析，是研究样品或指标分类问题的一种统计分析方法。
 
在数据分析的术语中，聚类和分类是两种技术。分类是指已经知道了事物的类别，需要从样品中学习分类规则，对新的、无标记的对象赋予类别，是一种有监督学习。聚类则没有事先预定的类别，而是依据人为给定的规则进行训练，类别在聚类过程中自动生成，从而得到分类，是一种无监督学习。作为一个机器学习的功能，聚类可当作独立的工具来获得数据分布情况，观察每个簇的特点，集中对特定簇做进一步的分析。此外，聚类分析还可以作为其他算法的预处理步骤，减少计算量，提高分析效率。
 
虽然类的形式各有不同，但总的来说，一般用距离作为类的度量方法。设x、y是两个向量[image: ]和[image: ]，聚类分析中常用的距离有以下几种：
 
（1）曼哈顿距离
 
x、y的曼哈顿距离定义为：
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（2）欧氏距离
 
x、y的欧氏距离定义为：
 
 
 [image: ]

 
（3）欧氏平方距离
 
x、y的欧氏平方距离定义为：
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（4）角距离
 
x、y的角距离定义为：
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其中，分母是x、y两个向量的2范数乘积。
 
（5）谷本距离
 
x、y的谷本距离定义为：
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8.1.2　k-means方法
 
在机器学习中，k-means算法是一种广泛使用的聚类分析算法，也是MADlib 1.10官方文档中唯一提及的聚类算法。
 
1. 基本思想
 
k-means聚类划分方法的基本思想是：将一个给定的有n个数据记录的集合，划分到k个分组中，每一个分组代表一个簇，k< n，而且这k个分组满足下列条件：
 
 
 	每一个分组至少包含一个数据记录。
 
 	每一个数据记录属于且仅属于一个分组。


 
算法首先给出一个初始的分组，以后通过反复迭代的方法改变分组，使得每一次改进之后的分组方案都较前一次好。所谓好的标准就是：同一分组中对象的距离越近越好，即已经收敛，反复迭代至组内数据几乎无差异，而不同分组中对象的距离越远越好。
 
2. 原理与步骤
 
k-means算法的工作原理是：首先随机从数据集中选取k个点，每个点初始地代表每个簇的中心，然后计算剩余各个样本到中心点的距离，将它赋给最近的簇，接着重新计算每一簇的平均值作为新的中心点，整个过程不断重复，如果相邻两次调整没有明显变化，说明数据聚类形成的簇已经收敛。本算法的一个特点是在每次迭代中都要考察每个样本的分类是否正确。若不正确，就要调整，在全部样本调整完后，再修改中心点，进入下一次迭代。这个过程将不断重复直到满足某个终止条件，终止条件可以是以下任何一个：
 
 
 	没有对象被重新分配给不同的聚类。
 
 	聚类中心不再发生变化。
 
 	误差平方和局部最小。


 
k-means算法是很典型的基于距离的聚类算法，采用距离作为相似性的评价指标，即认为两个对象的距离越近，其相似度就越大。该算法认为簇是由距离靠近的对象组成的，因此把得到紧凑且独立的簇作为最终目标。
 
k-means算法的输入是聚类个数k以及n个数据对象，输出是满足误差最小标准的k个聚簇。其处理流程为：
 
（1）从n个数据对象中任意选择k个对象作为初始中心。
 
（2）计算每个对象与这些中心对象的距离，并根据最小距离对相应的对象进行划分。
 
（3）重新计算每个有变化聚类的均值作为新的中心。
 
（4）循环（2）、（3）直到每个聚类不再发生变化为止。终止条件一般为最小化对象到其聚类中心的距离的平方和：
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3. k-means算法
 
k-means算法接受输入量k，然后将n个数据对象划分为k个簇以便使得所获得的簇满足：同一簇中的对象相似度较高，而不同簇中的对象相似度较低。簇相似度是利用各簇中对象的均值所获得的中心对象来进行计算的。为了便于理解k-means算法，可以参考图8-1所示的二维向量的例子。
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 图8-1　k-means聚类算法
 

 
从图中我们可以看到A、B、C、D、E五个点。而灰色的点是初始中心点，也就是用来找簇的点。有两个中心点，所以k=2。
 
k-means的算法如下：
 
步骤01　随机在图中取k（这里k=2）个初始中心点。
 
步骤02　对图中的所有点求到这k个中心点的距离，假如点Pi离种子点Si最近，那么Pi属于Si聚类。在图8-1中，我们可以看到A、B属于上面的中心点，C、D、E属于下面中部的中心点。
 
步骤03　移动中心点到属于它的簇的中心，作为新的中心点，见图8-1上的第3步。
 
步骤04　重复第2步和第3步，直到中心点没有移动，可以看到图8-1中的第4步上面的中心点聚合了A、B、C，下面的中心点聚合了D、E。
 
二维坐标中两点之间的距离公式如下：
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公式中(x1, y1)，(x2, y2)分别为A、B两个点的坐标。求聚类中心点的算法可以简单使用各个点的x/y坐标的平均值。
 
k-means主要有两个重大缺陷，并且都和初始值有关：
 
 
 	k是事先给定的，这个k值的选定是非常难以估计的。很多时候，事先并不知道给定的数据集应该分成多少个类别才最合适。
 
 	k-means算法以初始随机中心点为基础，这个随机中心点非常重要，不同的随机中心点会得到完全不同的结果。k-means++算法就是用来解决这个问题的，可以有效地选择初始点。


 
k-means++算法步骤：
 
步骤01　从输入数据对象中随机挑一个作为中心点。
 
步骤02　对于每个数据对象x，计算其和最近的一个中心点的距离D(x)并保存在一个数组里，然后把这些距离加起来得到Sum(D(x))。
 
步骤03　再取一个随机值，用取权重的方式来计算下一个中心点。这个算法的实现是，先取一个能落在Sum(D(x))中的随机值Random，然后用Random -=D(x)，直到其小于等于0，此时的x就是下一个中心点。
 
步骤04　重复第2步和第3步直到所有的k个中心点都被选出来。
 
步骤05　进行k-means算法。
 
8.2　MADlib的k-means相关函数
 
形式上，我们希望最小化以下目标函数：
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其中x1,…,xn是n个数据对象，c1,…,ck是k个中心点，常见的情况下，距离使用欧氏平方距离。这个问题在计算上很困难（NP-hard问题），但由于局部启发式搜索算法在实践中表现得相当好，如今被普遍采用，其中之一就是前面讨论的k-means算法。MADlib提供了三组k-means算法相关函数，分别是训练函数、簇分配函数和轮廓系数函数。
 
8.2.1　训练函数
 
1. 语法
 
MADlib提供了以下四个k-means算法训练函数。使用随机中心点方法，语法如下：
 


     kmeans_random (rel_source,

                    expr_point,

                    k,

                    fn_dist,

                    agg_centroid,

                    max_num_iterations,

                    min_frac_reassigned

      )


 
使用k-means++中心点方法，语法如下：
 


     kmeanspp( rel_source,

               expr_point,

               k,

               fn_dist,

               agg_centroid,

               max_num_iterations,

               min_frac_reassigned,

               seeding_sample_ratio

             )


 
由rel_initial_centroids参数提供一个包含初始中心点的表名，语法如下：
 


     kmeans( rel_source,

            expr_point,

            rel_initial_centroids,

            expr_centroid,

            fn_dist,

            agg_centroid,

      max_num_iterations,

      min_frac_reassigned

     )


 
由initial_centroids参数提供的数组表达式指定一个初始中心点集合，语法如下：
 


     kmeans( rel_source,

             expr_point,

             initial_centroids,

             fn_dist,

             agg_centroid,

             max_num_iterations,

             min_frac_reassigned

           )


 
2. 参数
 
k-means相关函数的参数说明如表8-1所示。
 
 
 表8-1　k-means相关函数参数说明
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3. 输出格式
 
k-means模型的输出具有表8-2所示列的复合数据类型。
 
 
 表8-2　k-means模型输出列说明
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8.2.2　簇分配函数
 
1. 语法
 
得到中心点后，可以调用以下函数为每个数据对象进行簇分配：
 


     closest_column( m, x )


 
2. 参数
 
 
 	m：DOUBLE PRECISION[][]类型，训练函数返回的中心点。
 
 	x：DOUBLE PRECISION[]类型，输入数据。


 
3. 输出格式
 
 
 	column_id：INTEGER类型，簇ID，从0开始。
 
 	distance：DOUBLE PRECISION类型，数据对象与簇中心点的距离。


 
8.2.3　轮廓系数函数
 
轮廓系数（Silhouette Coefficient）是聚类效果好坏的一种评价方法。作为k-means模型的一部分，MADlib提供了一个轮廓系数方法的简化版本函数，该函数结果值处于-1～1之间，值越大，表示聚类效果越好。注意，对于大数据集，该函数的计算代价很高。
 
1. 语法
 


     simple_silhouette( rel_source,

                    expr_point,

                    centroids,

                    fn_dist

                    )


 
2. 参数
 
simple_silhouette函数中的参数说明如表8-3所示。
 
 
 表8-3　simple_silhouette函数参数说明
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8.3　k-means示例
 
1. 问题提出
 
RFM模型是在做用户价值细分时常用的方法，主要涵盖的指标有最近一次消费时间R（Recency）、消费频率（Frequency）、消费金额（Monetary）。我们用R、F、M三个指标作为数据对象属性，应用MADlib的k-means模型相关函数对用户进行聚类分析，并得出具有实用性和解释性的结论。
 
2. 建立测试数据表并装载原始数据
 
 
 

-- 创建原始数据表

drop table if exists t_source;

create table t_source

(cust_id int,

 amount decimal(10 , 2 ),

 quantity int,

 dt date);

 

-- 添加100条数据

insert into t_source (cust_id,amount,quantity,dt) values

(567,1100.51,2,'2017-07-20'),(568,2003.47,2,'2017-07-20'),

(569,297.91,2,'2017-07-14'),(570,300.02,2,'2017-07-12'),

…

(663,954.77,2,'2017-06-27'),(664,6006.78,3,'2017-06-22'),

(665,25755.7,2,'2017-06-06'),(666,60201.48,2,'2017-07-11');


 

 
3. 数据预处理
 
（1）将最近一次访问日期处理成最近一次访问日期到当前日期的间隔天数，代表该用户是否最近有购买记录（目前是否活跃）。
 
（2）因为k-means受异常值影响很大，并且金额变异比较大，所以去除该维度的异常值。
 
（3）使用PCA方法消除维度之间的相关性。
 
（4）0-1归一化处理。
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查询结果为：
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可以看到，因为cust_id=666用户的金额不在99%的范围内，所以t_source_change表中去掉了该条记录。在此去除异常并非这个用户异常，而是为了改善聚类结果。最后需要给这些“异常用户”做业务解释。
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查询结果为：
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4. k-means聚类
 
（1）调用kmeanspp函数执行聚类
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查询结果如下：
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（2）调用simple_silhouette函数评价聚类质量
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结果如下：
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（3）调用closest_column函数执行簇分配
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查询结果为：
 
 
 [image: ] 

 
5. 解释聚类结果
 
表8-4对聚类结果分成的三类用户进行了说明。
 
 
 表8-4　聚类形成的三类用户
 
 [image: ] 

 
8.4　小结
 
聚类方法根据给定的规则进行训练，自动生成类别的机器学习方法，属于无监督学习范畴。虽然类的形式各不相同，但一般都用距离作为类的度量方法。聚类算法有很多种，其中k-means是应用最广泛、适应性最强的聚类算法，也是MADlib 1.10唯一支持的聚类算法。MADlib提供了4个k-means训练函数、一个簇分配函数、一个轮廓系数函数。我们利用MADlib提供的这些函数，实现了一个按照RFM模型对用户进行细分的示例需求。
第9章　关联规则
 
“啤酒与尿布”是一个使用关联规则学习的经典案例。根据对超市顾客购买行为的数据分析发现，男顾客经常一起购买啤酒和尿布，于是经理决定将啤酒与尿布放置在一起，让顾客很容易在货架上看到，从而使销售额大幅度增长。本篇将介绍关联规则方法、Apriori算法和MADlib的Apriori相关函数。之后用一个示例说明如何使用MADlib的Apriori函数发现关联规则。
 
9.1　背景知识
 
9.1.1　基本概念
 
关联规则挖掘的目标是发现数据项集之间的关联关系，是机器学习中一个重要的课题。关联规则最初是针对购物篮分析（Market Basket Analysis）问题提出的。假设超市经理想更多地了解顾客的购物习惯，特别是想知道哪些商品顾客可能会在一次购物时同时购买。为回答该问题，可以对商店的顾客购买记录进行购物篮分析。该过程通过发现顾客放入“购物篮”中的不同商品之间的关联，分析顾客的购物习惯。这种关联的发现可以帮助零售商了解哪些商品频繁地被顾客同时购买，从而帮助他们开发更好的营销策略。
 
为了对顾客的购物篮进行分析，1993年Agrawal等首先提出关联规则的概念，同时给出了相应的挖掘算法AIS，但是性能较差，1994年又提出了著名的Apriori算法（至今仍然作为关联规则挖掘的经典算法被广泛讨论）。
 
Apriori算法使用事务数据。每个事务事件都具有唯一标识。事务由一组项目（或项集）组成。购买行为被认为是一个布尔值（买或不买），这种实现不考虑每个项目的购买数量。MADlib的关联规则函数假设数据存储在事务ID与项目两列中。具有多个项的事务将扩展为多行，每行一项目，例如：
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关联规则涉及以下一些基本概念。
 
（1）项目与项集
 
数据库中不可分割的最小单位信息称为项目，用符号i表示。项目的集合称为项集。设集合I={i1,i2,…,ik}是项集，I中项目的个数为k，则集合I称为k-项集。例如，集合{啤酒,尿布,牛奶}是一个3-项集。
 
（2）事务
 
设I={i1,i2,…,ik}是由数据库中所有项目构成的集合，一次处理所含项目的集合用T表示，T={t1,t2,…,tn}。每个ti包含的项集都是I的子集。例如，如果顾客在商场里同一次购买多种商品，这些购物信息在数据库中有一个唯一的标识，用以表示这些商品是同一顾客同一次购买的。该用户的本次购物活动对应一个事务。注意，这里所说的事务不是数据库技术术语中的事务。
 
（3）关联规则
 
关联规则是形如X=>Y的蕴含式，意思是“若X则Y”，其中X、Y都是I的子集，且X与Y交集为空。X、Y分别称为规则的前提和结果，或者规则的左、右。关联规则反映X中的项目出现时Y中的项目也跟着出现的规律。
 
（4）项集的频数（Count）
 
对于任何给定的项集X，包含X的事务数称为X的频数。
 
（5）支持度（Support）
 
包含项集X的事务数与总事务数之比称为X的支持度，记为：
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（6）关联规则的支持度
 
关联规则的支持度是事务集中同时包含X和Y的事务数与所有事务数之比，其实也就是两个项集{XY}出现在事务库中的频率，记为：
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（7）关联规则的置信度（Confidence）
 
关联规则的置信度是事务集中包含X和Y的事务数与所有包含X的事务数之比，也就是当项集X出现时项集Y同时出现的概率，记为：
 
conf(X=>Y)=supp(X∪Y)/supp(X)
 
（8）关联规则的提升度（Lift）
 
提升度表示含有X的条件下同时含有Y的概率与不含X的条件下却含有Y的概率之比。这个值越大，越表明X和Y有较强的关联度。关联规则的提升度定义为：
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（9）关联规则的确信度（Conviction）
 
确信度表示X出现而Y不出现的概率，也就是规则预测错误的概率。确信度也用来衡量X和Y的独立性，这个值越大，X、Y越关联。关联规则的确信度定义为：
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（10）最小支持度与最小置信度
 
通常用户为了达到一定的要求，需要指定规则必须满足的支持度和置信度阈值，当support(X=>Y)、confidence(X=>Y)分别大于等于各自的阈值时，认为X=>Y是有趣的，这两个值称为最小支持度阈值（min_sup）和最小置信度阈值（min_conf）。其中，min_sup描述了关联规则的最低重要程度，min_conf规定了关联规则必须满足的最低可靠性。
 
（11）频繁项集
 
设U={u1,u2,...,un}为项目的集合，且U⊆I，U≠∅，对于给定的最小支持度min_sup，若项集U的支持度support(U)>=min_sup，则称U为频繁项集，否则U为非频繁项集。
 
（12）强关联规则
 
support(X=>Y)>=min_sup且confidence(X=>Y)>=min_conf，称关联规则X=>Y为强关联规则，否则称X=>Y为弱关联规则。
 
下面用一个简单的例子来帮助理解这些定义。假设表9-1是顾客购买记录的数据库D，包含6个事务。
 
 
 表9-1　购买事务记录
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项集I={网球拍,网球,运动鞋,羽毛球}。考虑关联规则：网球拍=>网球，事务1、2、3、4、6包含网球拍，事务1、2、6同时包含网球拍和网球，支持度support=3/6，置信度confidence=3/5，提升度lift=(3/6)/((5/6)*(4/6))=9/10，确信度conviction=(1-4/6)/(1-3/5)=5/6。若给定最小支持度α=0.5、最小置信度β=0.5，关联规则网球拍=>网球是有趣的，可认为购买网球拍和购买网球之间存在强关联规则。但是，由于提升度Lift小于1，就是说是否购买网球，与有没有购买网球拍关联性很小。当提升度Lift(X=>Y)>1时，规则“X=>Y”是有效的强关联规则；否则，规则“X=>Y”是无效的强关联规则。特别地，如果Lift(X=>Y)=1，就表示X与Y相互独立。因此规则网球拍=>网球是无效的强关联规则。
 
9.1.2　Apriori算法
 
1. Apriori算法基本思想
 
关联规则挖掘分为两步：① 找出所有频繁项集，② 由频繁项集产生强关联规则。其总体性能由第一步决定。在搜索频繁项集时，最简单、最基本的算法就是Apriori算法。算法的名字基于这样一个事实：使用频繁项集的先验知识。Apriori使用一种被称作逐层搜索的迭代方法，k项集用于搜索（k+1）项集。首先，通过扫描数据库积累每个项目的计数，并收集满足最小支持度的项目，找出频繁1项集的集合。该集合记作L1。然后，L1用于找频繁2项集的集合L2，L2用于找L3，如此下去，直到不能再找到频繁k项集。找每个Lk需要一次数据库全扫描。
 
Apriori核心算法思想中有两个关键步骤：连接和剪枝。
 
（1）连接
 
为找出Lk（频繁k项集），通过Lk-1与自身连接，产生候选k项集，该候选项集记作Ck；其中Lk-1的元素是可连接的。
 
（2）剪枝
 
Ck是Lk的超集，即它的成员可以是也可以不是频繁的，但所有的频繁项集都包含在Ck中。扫描数据库，确定Ck中每一个候选项的计数，从而确定Lk（计数值不小于最小支持度计数的所有候选是频繁的，从而属于Lk）。然而，Ck可能很大，这样所涉及的计算量就很大。为了压缩Ck，使用Apriori性质：任一频繁项集的所有非空子集也必须是频繁的，反之，如果某个候选的非空子集不是频繁的，那么该候选肯定不是频繁的，从而可以将其从Ck中删除。如果{A,B,C}是一个3项的频繁项集，那么其子集{A,B}、{B,C}、{A,C}也一定是2项的频繁项集。剪枝事先对候选集进行过滤，以减少访问外存的次数，而这种子集测试本身可以使用所有频繁项集的散列树快速完成。
 
2. Apriori算法步骤
 
假设给定最小支持度和最小置信度，Apriori算法的主要步骤如下：
 
步骤01　扫描全部数据，产生候选1-项集的集合C1。
 
步骤02　根据最小支持度，由候选1-项集集合C1产生频繁1-项集的集合L1。
 
步骤03　k>1时，重复执行步骤04、步骤05、步骤06。
 
步骤04　由Lk执行连接和剪枝操作，产生候选（k+1）-项集的集合Ck+1。
 
步骤05　根据最小支持度，由候选（k+1）-项集的集合Ck+1，产生频繁（k+1）-项集的集合Lk+1。
 
步骤06　若L≠∅，则k=k+1，跳往步骤04；否则跳往步骤07。
 
步骤07　设产生的频繁项集为A，A的所有真子集为B，根据最小置信度，产生B=>(A-B)的强关联规则，结束。
 
9.2　MADlib的Apriori算法函数
 
MADlib的assoc_rules函数实现Apriori算法，用于生成所有满足给定最小支持度和最小置信度的关联规则。
 
1. 语法
 


     assoc_rules (support,

                 confidence,

                 tid_col,

                 item_col,

                 input_table,

                 output_schema,

                 verbose,

                 max_itemset_size );


 
2. 参数
 
assoc_rules函数中的参数说明如表9-2所示。
 
 
 表9-2　assoc_rules函数参数说明
 
 [image: ] 

 
说明：
 
输入表的结构为：
 
 
 

{TABLE|VIEW} input_table (

    trans_id INTEGER,

    product TEXT  )


 

 
assoc_rules算法将产品名称映射到从1开始的连续的整型事务ID上。若输入数据本身已经结构化为这种形式，则事务ID保持不变。
 
结果存储在输出模式中的assoc_rules表中，具有以下列：
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在HAWQ中，assoc_rules表通过ruleid列哈希分布存储。pre和post列分别是相应关联规则的左右项集。count、support、confidence、lift和conviction列分别对应关联规则的频数、支持度、置信度、提升度和确信度。
 
9.3　Apriori应用示例
 
我们就用“啤酒与尿布”的经典示例，人为模拟一些购买记录作为输入数据，然后调用madlib.assoc_rules函数生成关联规则。我们将对比控制台的打印信息，一步步说明该函数获取关联规则的计算过程，并对最终结果进行分析。
 
1. 创建输入数据集
 
 
 

drop table if exists test_data;

create table test_data (

    trans_id int,

    product text

);

insert into test_data values

(1, 'beer'), (1, 'diapers'), (1, 'chips'),

(2, 'beer'), (2, 'diapers'),

(3, 'beer'), (3, 'diapers'),

(4, 'beer'), (4, 'chips'),

(5, 'beer'),

(6, 'beer'), (6, 'diapers'), (6, 'chips'),

(7, 'beer'), (7, 'diapers');


 

 
2. 调用madlib.assoc_rules函数生成关联规则
 
设置最小支持度min(support)=0.25，最小置信度min(confidence)=0.5。输出模式设置为NULL，输出到当前模式。verbose设置为TRUE，这样就能观察和验证函数执行的过程。
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控制台打印的输出信息如下：
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madlib.assoc_rule函数产生频繁项集及关联规则的过程如下：
 
（1）验证参数、去除重复数据、对输入数据编码（生成从1开始的连续的事务ID，本例原始数据已经满足要求，因此不需要编码）。
 
（2）首次迭代，生成所有支持度大于等于0.25的1阶项集作为初始项集，如表9-3所示。因为三个1阶项集的支持度都大于0.25，所以初始项集包含所有三个项集。
 
 
 表9-3　1阶项集
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（3）最大阶数为3，因此开始第二次迭代。迭代结果的频繁项集如表9-4所示。因为三个2阶项集的支持度都大于0.25，所以本次迭代结果的频繁项集包含所有三个项集。
 
 
 表9-4　2阶项集
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（4）第三次迭代，得到的频繁项集如表9-5所示。因为唯一一个3阶项集的支持度大于0.25，所以本次迭代结果的频繁项集包含一个项集。
 
 
 表9-5　3阶项集
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（5）第四次迭代，因为阶数为3，所以本次迭代的结果为空集。
 
（6）产生关联规则，置信度大于等于0.5的关联规则如表9-6中粗体行所示。
 
 
 表9-6　关联规则
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关联规则存储在assoc_rules表中，查询结果与表9-6所反映的相同。
 
 
 [image: ] 

 
3. 限制生成关联规则的项集大小为2，再次执行madlib.assoc_rules函数
 
注意，madlib.assoc_rules函数总会重新创建assoc_rules表。如果要保留多个关联规则表，则需要在运行函数前备份已存在的assoc_rules表。
 
 
 

select * from madlib.assoc_rules

( .25,                     -- 最小支持度

  .5,                      -- 最小置信度

  'trans_id',              -- 事务ID列名

  'product',               -- 产品列名

  'test_data',             -- 输入数据表

  null,                    -- 在当前模式创建输出表

  true,                    -- 打印详细信息

  2                        -- 最大项集数

);


 

 
这次生成的关联规则如下：
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4. 按需过滤关联规则
 
例如，想得到规则左端项集只有一个项目并且规则右端项集为‘beer’，可如下过滤关联规则：
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5. 分析关联规则
 
madlib.assoc_rules函数是根据用户设置的支持度与置信度阈值生成关联规则的。我们以支持度和置信度阈值限制得到了7个关联规则，但这些规则的有效性如何呢？前面提到，满足最小支持度和最小置信度的规则叫作“强关联规则”。然而，强关联规则里，也分有效的强关联规则和无效的强关联规则。
 
从提升度来看，当提升度大于1时规则是有效的强关联规则，否则是无效的强关联规则。如果提升度等于1，就说明前提与结果彼此独立，没有任何关联；如果提升度小于1，就说明前提与结果是相斥的。以规则1为例，提升度为0.93，说明购买了diapers的顾客就不会购买chips。因此用提升度作为度量，结果中的7个规则都是无效的。
 
9.4　小结
 
关联规则挖掘的目标在于发现数据项集之间的关联关系，该方法常被用于购物篮分析，著名的“啤酒与尿布”案例就是关联规则的典型应用。Apriori是关联规则学习的经典算法，特点是比较简单，易于理解和实现。MADlib提供的assoc_rules函数实现Apriori算法，用于生成所有满足给定最小支持度和最小置信度阈值的关联规则。使用该函数生成强关联规则后，还需要分析提升度判断其有效性。
第10章　图算法
 
图算法是指利用特制的线条算图求得答案的一种简便算法。无向图、有向图和网络能运用很多常用的图算法，其中主要包括各种遍历算法（类似于树的遍历），寻找最短路径的算法，以及寻找网络中最低代价路径的算法。这些算法常被用以回答一些与图相关的问题，诸如图是否是连通的、图中两个顶点间的最短路径是什么等。在机器学习领域中，图算法可应用到多种场合，以解决特定问题，如管道优化、路由选择、快递服务、网站通信等。
 
本章介绍图的基本概念和表示方法，并简要说明一些常用的图算法。MADlib 1.10文档中只列出了一种图算法模型，即单源最短路径，因此我们将详细描述该算法及其相关函数。同样也会用一个简单示例说明MADlib单源最短路径函数的用法。
 
10.1　背景知识
 
10.1.1　基本概念
 
图是一种复杂的非线性结构。在线性结构中，数据元素之间满足唯一的线性关系，除第一个和最后一个外，每个数据元素只有一个直接前趋和一个直接后继。在树形结构中，数据元素之间有着明显的层次关系，除根节点外，每个数据元素只与上一层中的一个元素（父节点）相关，除叶节点外，每个数据元素与下一层的多个元素（子节点）相关。图则是对树结构的扩展。在图结构中，没有了父子节点的概念，图中的节点都是平等关系，节点之间的关系是任意的，任何两个数据元素之间都有可能相关，导致结果更加复杂。
 
定义图G=(V,E)，其中V代表顶点Vertex，E代表边Edge，一条边就是一个定点对(u,v)，其中(u,v)∈V。图分有向图和无向图。在无向图中，如果(u,v)(表示u到v的路径)联通，那么(v,u)也联通，例如“1”到“2”联通、“2”到“1”也联通。在有向图中，“1”到“2”联通，而“2”到“1”不一定联通。图10-1与图10-2分别表示一个无向图和一个有向图。
 
在图的概念中，除了顶点和边的概念外，还经常涉及权值，表示一个顶点到另一个顶点的“代价”，如果顶点不联通，可以认为权值无限大。如果不涉及权值，那么可以认为联通的顶点权值都为1。
 
数据结构中经常用邻接表和邻接矩阵表示图。
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 图10-1　无向图
 

 

 [image: ] 
 图10-2　有向图
 

 
（1）邻接表
 
图10-3为图10-2所示有向图的邻接表，表中的一个节点对应图中的一个顶点，节点后面的链表是与这个节点联通的节点。
 
邻接表常用于表示稀疏图，即节点的边数|E|远小于|V|^2。对于有向图，邻接表存储所占空间为|V|+|E|，对于无向图为|V|+2|E|，因为每条边在邻接表中出现两次。邻接表在存储上占优势，但是在判断两个节点(u,v)是否联通时，要首先在邻接表中找到u，然后遍历u后面的链表。
 
（2）邻接矩阵
 
图10-4是图10-1所示无向图的邻接矩阵表示。邻接矩阵是一个|V|×|V|的矩阵GMatr，如果(u,v)联通，那么GMatr[u][v]=1。如果图是加权的话，那么GMatr[u][v]=权值。
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 图10-3　邻接表
 

 

 [image: ] 
 图10-4　邻接矩阵
 

 
可以看出，邻接矩阵表示方法所占空间为O(V2)，但是在判断两个节点是否联通时，只需O(1)。当图比较小时更多采用邻接矩阵，因为它更明了。如果图没有加权，可以用一个二进制位来表示两个图是否联通。
 
10.1.2　常见图算法
 
1. 图的遍历
 
图的遍历是指从图中的任一顶点出发，对图中的所有顶点访问一次且只访问一次。遍历操作是图的一种基本操作，图的许多操作都建立在遍历的基础之上。在遍历图时，为保证图中各顶点在遍历过程中被访问且仅访问一次，需要为每个顶点设计一个访问标记，设置一个数组，用于标识图中哪个顶点被访问过。数组元素的初始值全部为0，表示顶点均未被访问过。某个顶点被访问后，将相应访问标志数组中的值设为1，以表示该顶点已经被访问。通常图的遍历有两种：深度优先遍历搜索和广度优先遍历搜索。
 
深度优先遍历是尽可能“深”地遍历图。假设从节点v0开始遍历，遍历与v0联通的且未被遍历过的节点v1，再遍历与v1联通的且未被遍历过的节点v2……。如果遍历到vn后无节点可以遍历，那么退回到vn-1再去找节点遍历，以此类推，直到图中所有节点都被遍历过。图的深度优先遍历可以借助堆栈实现。
 
步骤01　把节点v放入堆栈，标记v。
 
步骤02　若堆栈为空则结束，否则取出栈顶节点u。
 
步骤03　找出与u联通的且未被标记的节点w1, w2, …, wm，并入栈，转到步骤02。
 
图的广度优先遍历有点像树的层次遍历，是一个分层搜索的过程。假设从v0节点开始遍历，首先遍历与v0节点联通的点w1, w2, …, wm，再遍历与w1联通的点u1, u2, …, un与w2联通的点q1……在遍历过程中，注意不要重复遍历节点，最好在遍历过一个节点后就对这个节点做标记。广度优先遍历常常借助队列实现，步骤如下：
 
步骤01　把节点v放入队列，标记v。
 
步骤02　若队列为空则结束，否则取出队列头节点u。
 
步骤03　找出与u联通的节点w1, w2, …, wm，若未被遍历则遍历，然后标记、入队，转到步骤02。
 
2. 最小生成树
 
对于有n个顶点的无向连通图，至少有n-1条边，而生成树恰好有n-1条边，所以生成树是图的极小连通子图。如果无向连通图是一个网，那么它的所有生成树中必有一棵边的权值总和最小的生成树，称这棵生成树为最小生成树。
 
最小生成树是通过贪心算法来构建、通过局部最优来达到整体最优。设G(V,E)是一个无向联通图，其权值函数为w。A是最小生成树的子集，初始为空。通过循环迭代，每次往A中加入一条边，且确保加入边后A仍是最小生成树的子集，那么加入的这条边就叫作“安全边（safe edge）”。直到把所有的节点都加入到A中，循环结束。
 
最小生成树可以用Kruskal算法或Prim算法求出。在Kruskal算法中，A是一个森林，将权值进行排序，选取权值最小的边，若选取的边不形成回路，则为安全边，把它添加到正在生长的森林中。在Prim算法中，A中的边形成单树，每次循环向A中添加一个顶点（权值最小的边连接的顶点）。在算法实现中用到一个最小优先级队列，不在树中的顶点都放在基于权值key的最小优先级队列Q中，对于顶点v来说，key[v]的值是与树A中某一顶点连接的某一条边的最小权值，如果不连接，那么key[v]=∞。
 
3. 最短路径
 
此问题求从一个源点到其他各点的最短路径。求解单源最短路径的算法主要有Dijkstra算法和Bellman-Ford算法，其中Dijkstra算法用来解决所有边的权为非负的单源最短路径问题，而Bellman-Ford算法可以适用于更一般的问题，图中边的权值可以为负。MADlib的单源最短路径函数就是使用Bellman-Ford算法实现的。如果要得到每一对顶点之间的最短路径，可使用Floyd算法来求解。
 
10.1.3　单源最短路径
 
（1）问题描述
 
给定一个带权有向图G=(V, E)，其中每条边的权值是一个非负实数。另外，还给定V中的一个顶点，称为源。现在我们要计算从源到所有其他各顶点的最短路径长度。这里的长度是指路径上各边权值之和。这个问题通常称为单源最短路径问题。
 
（2）Dijkstra算法
 
Dijkstra算法是一种典型最短路径算法，用于计算一个节点到其他所有节点的最短路径。不过，它针对的是非负权值边。其主要特点是以起始点为中心向外层层扩展，直到扩展到终点为止。Dijkstra算法能得出最短路径的最优解，但由于它遍历计算的节点很多，因此效率较低。
 
Dijkstra算法的输入包含了一个有权重的有向图G，以及G中的一个来源顶点S。我们以V表示G中所有顶点的集合，以E表示G中所有边的集合。(u,v)表示从顶点u到v有路径相连，而边的权重则由权重函数w: E → [0,∞定义。因此，w(u,v)就是从顶点u到顶点v的非负成本值（cost），边的成本可以想象成两个顶点之间的距离。任意两点间路径的成本值就是该路径上所有边的成本值总和。
 
已知V中有顶点s及t，Dijkstra算法可以找到s到t的最低成本路径，即最短路径。这个算法也可以在一个图中，找到从一个顶点s到任何其他顶点的最短路径。
 
（3）Bellman-Ford算法
 
Dijkstra算法无法判断含有负权边图的最短路径。如果遇到负权值，在没有负权回路（回路的权值和为负，即便有正权的边）存在时，可以采用Bellman-Ford算法正确求出最短路径。Bellman-Ford算法能在更普遍的情况下（存在负权边）解决单源点最短路径问题。对于给定的带权（有向或无向）图G=(V, E)，其源点为s，加权函数w是边集E的映射。对图G运行Bellman-Ford算法的结果是一个布尔值，表明图中是否存在一个从源点s可达的负权回路。若不存在这样的回路，算法将给出从源点s到图G的任意顶点v的最短路径d[v]。Bellman-Ford算法寻找单源最短路径的时间复杂度为O(V ∗ E)。
 
Bellman-Ford算法描述：
 
（1）初始化：将除源点外的所有顶点的最短距离估计值d[v]=+∞，d[s]=0。
 
（2）迭代求解：反复对边集E中的每条边进行松弛操作，使得顶点集V中每个顶点v的最短距离估计值逐步逼近其最短距离（运行|v|-1次）。
 
（3）检验负权回路：判断边集E中每一条边的两个端点是否收敛。若存在未收敛的顶点，则算法返回FALSE，表明问题无解；否则算法返回TRUE，并且将从源点可达的顶点v的最短距离保存在d[v]中。
 
10.2　MADlib的单源最短路径相关函数
 
1. 单源最短路径函数
 
（1）语法
 


     graph_sssp( vertex_table,

              vertex_id,

              edge_table,

              edge_args,

              source_vertex,

              out_table )


 
（2）参数
 
graph_sssp函数中的参数说明如表10-1所示。
 
 
 表10-1　graph_sssp函数参数说明
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2. 路径检索函数
 
路径检索函数返回从源顶点到指定目标顶点的最短路径。
 
（1）语法
 


     graph_sssp( sssp_table,

               dest_vertex )


 
（2）参数
 
 
 	sssp_table：TEXT类型，单源最短路径函数的输出表名。
 
 	dest_vertex：INTEGER类型，指定的目标顶点。


 
10.3　单源最短路径示例
 
单源最短路径问题是图算法的经典问题，在现实中有很多应用，比如在地图中找出两个点之间的最短距离、最小运费等。社交网络中出现的“六度人脉”功能可以查看到一个用户和一个陌生人之间可以通过哪几个人认识，也就是所谓的六度关系。这个问题也可抽象为一个单源最短路径问题。将用户作为顶点，用户之间的好友关系作为边，“六度关系”就是两个用户之间的最短路径。在这个特殊场景下，所有边的权重都可认为是1。当然，如果用户量巨大，用户好友关系将变得非常复杂，单纯的最短路径算法可能存在性能问题，需要进行改进与优化。
 
1. 建立表示图的顶点表和边表
 
 
 

drop table if exists vertex, edge;

create table vertex( id integer );

create table edge( src integer, dest integer, weight float8 );



insert into vertex values

(0), (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7);



insert into edge values

(0, 1, 1.0), (0, 2, 1.0), (0, 4, 10.0), (1, 2, 2.0),

(1, 3, 10.0), (2, 3, 1.0), (2, 5, 1.0), (2, 6, 3.0),

(3, 0, 1.0), (4, 0, -2.0), (5, 6, 1.0), (6, 7, 1.0);


 

 
2. 计算从0顶点到各顶点的最短路径
 
 
 

drop table if exists out;

select madlib.graph_sssp

( 'vertex',           -- 顶点表

  null,               -- 顶点列名，这里使用默认值‘id’

  'edge',             -- 边表

  null,               -- 边参数，这里全部使用默认列名

  0,                  -- 计算最短路径的起始顶点

  'out');             -- 输出表名

select * from out order by id;


 

 
查询结果如下：
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3. 获得从0到6的最短路径
 
 
 

dm=# select madlib.graph_sssp_get_path('out',6) as spath;

   spath

-----------

 {0,2,5,6}

row)


 

 
4. 使用非默认列名
 
 
 

drop table if exists vertex_alt, edge_alt;

create table vertex_alt as select id as v_id from vertex;

create table edge_alt as select src as e_src, dest, weight as e_weight from

edge;


 

 
5. 计算从1顶点到各顶点的最短路径
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结果：
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10.4　小结
 
图算法是一类特殊的机器学习方法，常被用于解决确定图连通性、寻找最短路径等相关问题。在实际应用中，图算法广泛用于社交网络分析（如Community Detection）、互联网（如PageRank）、计算生物学（如研究分子活动路径）、电子工程（如集成电路设计）、科学计算（如图划分）、安全领域（如安全事件分析）等很多方面。图算法主要包括图遍历、图匹配、最小生成树、最短路径等几大类，每一类中有多种算法。MADlib仅提供了一种图算法模型，即单源最短路径模型，它是使用Bellman-Ford算法实现的。
第11章　模型评估
 
模型评估是评估模型对实际数据执行情况的过程。在将机器学习模型部署到生产环境之前，必须通过了解其质量和特征来对其进行验证，评估模型的准确性、可靠性和可用性。可以使用多种方法评估机器学习模型的质量和特征：
 
 
 	使用统计信息有效性的各种度量值来确定数据或模型中是否存在问题。
 
 	将数据划分为定型集和测试集，以测试预测的准确性。
 
 	请求商业专家查看机器学习模型的结果，以确定发现的模式在目标商业方案中是否有意义。


 
所有这些方法在机器学习方法中都非常有用，创建、测试和优化模型来解决特定问题时，可以反复使用这些方法。没有一个全面的规则可以说明什么时候模型已足够好，或者什么时候具有足够的数据。本章介绍MADlib 1.10中提供的交叉验证和预测度量两个模型评估模块。
 
11.1　交叉验证
 
11.1.1　背景知识
 
机器学习后产生的模型在应用之前使用的“训练＋检验”模式通常被称作“交叉验证”，如图11-1所示。实际上在“7.4决策树”中，我们已经接触过交叉验证，当n_folds参数大于0时，决策树函数在构造模型过程中就会进行交叉验证。
 
1. 预测模型的稳定性
 
我们通过一个例子来理解模型的稳定性问题。考虑图11-2所示的几幅图。
 

 [image: ] 
 图11-1　交叉验证过程
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 图11-2　尺寸与价格模型图
 

 
此处我们试图找到尺寸（size）和价格（price）的关系。三个模型各自做了如下工作：
 
 
 	第一个模型使用了线性等式。对于训练用的数据点，此模型有很大误差。这是一个“拟合不足”（Under fitting）的例子。此模型不足以发现数据背后的趋势。
 
 	第二个模型发现了价格和尺寸的正确关系，此模型误差低，概括程度高。
 
 	第三个模型对于训练数据几乎是零误差。这是因为此关系模型把每个数据点的偏差（包括噪声）都纳入了考虑范围，也就是说，这个模型太过敏感，甚至会捕捉到只在当前数据训练集出现的一些随机模式。这是“过度拟合”（Over fitting）的一个例子。


 
在应用中，常见的做法是对多个模型进行迭代，从中选择表现更好的一个。然而，最终的数据是否会有所改善依然未知，因为我们不确定这个模型是更好地发掘出潜在关系还是过度拟合了。为解答这个难题，需要使用交叉验证（cross validation）技术，它能帮我们得到更有概括性的数据模型。实际上，机器学习关注的是通过训练集训练后的模型对测试样本的学习效果，又被称为泛化能力。左右两图的泛化能力就表现不好。具体到机器学习中，对偏差和方差的权衡是需要着重解决的问题。
 
2. 交叉验证步骤
 
交叉验证意味着需要保留一个样本数据集，不用来训练模型。在最终完成模型前，用这个数据集验证模型。交叉验证包含以下步骤：
 
步骤01　保留一个样本数据集，即测试集。
 
步骤02　用剩余部分（训练集）训练模型。
 
步骤03　用保留的数据集（测试集）验证模型。
 
这样做有助于了解模型的有效性。如果当前模型在此测试数据集也表现良好，就说明模型的泛化能力较好，可以用来预测未知数据。
 
3. 交叉验证的常用方法
 
交叉验证有很多方法，下面介绍其中三种。
 
（1）“验证集”法
 
保留50%的数据集用作验证，剩下50%训练模型。之后用验证集测试模型表现。这个方法的主要缺陷是只使用了50%数据训练模型，原数据中一些重要的信息可能被忽略，也就是说，会有较大偏误。
 
（2）留一法交叉验证（Leave-One-Out cross-Validation, LOOCV）
 
这种方法只保留一个数据点用作验证，用剩余的数据集训练模型。然后对每个数据点重复这个过程。该方法有利有弊：
 
 
 	由于使用了所有数据点，因此偏差较低。
 
 	验证过程重复了n次（n为数据点个数），导致执行时间较长。
 
 	由于只使用一个数据点验证，因此该方法导致模型有效性的差异更大。得到的估计结果深受此点的影响。如果这是一个离群点，就会引起较大偏差。


 
（3）K折交叉验证（K-Fold Cross Validation）
 
从以上两个验证方法中我们知道：
 
 
 	应该使用较大比例的数据集来训练模型，否则会导致失败，最终得到偏误很大的模型。
 
 	验证用的数据点，其比例应该恰到好处。如果太少，会影响验证模型有效性，得到的结果波动较大。
 
 	训练和验证过程应该重复（迭代）多次。训练集和验证集不能一成不变，这样有助于验证模型的有效性。


 
是否有一种方法可以兼顾这三个方面？答案是肯定的！这种方法就是“K折交叉验证”。该方法的简要步骤如下：
 
步骤01　把整个数据集随机分成K“层”。
 
步骤02　对于每一份数据来说：① 以该份作为测试集，其余作为训练集，也就是说用其中K-1层训练模型，然后用第K层验证；② 在训练集上得到模型；③ 在测试集上得到生成误差。
 
步骤03　重复这个过程，直到每“层”数据都做过验证集。这样对每一份数据都有一个预测结果，记录从每个预测结果获得的误差。
 
步骤04　记录下的K个误差的平均值被称为交叉验证误差（cross-validation error）。可以被用作衡量模型表现的标准。
 
步骤05　取误差最小的那个模型。
 
此算法的缺点是计算量较大，当K=10时，K层交叉验证示意图如图11-3所示。
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 图11-3　10折交叉验证
 

 
一个常见的问题是：如何确定合适的K值？K值越小，偏误越大，所以越不推荐。另一方面，K值太大，所得结果会变化多端。K值小，则会变得像“验证集法”；K值大，则会变得像“留一法”，因此通常建议的经验值是K=10。
 
4. 衡量模型的偏误／变化程度
 
K层交叉检验之后，我们得到K个不同的模型误差估算值（e1, e2, …, ek）。理想情况是这些误差值相加的结果值为0。计算模型的偏误时，我们把所有这些误差值相加再取平均值，平均值越低，模型越好。模型表现变化程度的计算与之类似。取所有误差值的标准差，标准差越小，说明模型随训练数据的变化越小。
 
应该试图在偏误和变化程度间找到一种平衡。降低变化程度、控制偏误可以达到这个目的，这样会得到更好的数据模型。进行这个取舍，通常会得出复杂程度较低的预测模型。
 
11.1.2　MADlib的交叉验证相关函数
 
决策树例子中的交叉验证是内嵌在决策树训练函数中的。MADlib 1.10还提供了独立的交叉验证函数，可对大部分MADlib的预测模型进行交叉验证。
 
交叉验证可以估计一个预测模型在实际中的执行精度，还可用于设置预测目标。MADlib提供的交叉验证函数非常灵活，不但可以选择已经支持的交叉验证算法，而且可以编写自己的验证算法。从交叉验证函数输入需要验证的训练、预测和误差估计函数规范。这些规范包括三部分：函数名称、传递给函数的参数数组、参数对应的数据类型数组。
 
训练函数使用给定的自变量和因变量数据集产生模型，模型存储于输出表中。预测函数使用训练函数生成的模型，并接收不同于训练数据的自变量数据集，产生基于模型的对因变量的预测，并将预测结果存储在输出表中。预测函数的输入中应该包含一个表示唯一ID的列名，便于预测结果与验证值做比较。注意，有些MADlib的预测函数不将预测结果存储在输出表中，这种函数不适用于MADlib的交叉验证函数。误差度量函数比较数据集中已知的因变量和预测结果，用特定的算法计算误差度量，并将结果存入一个表中。其他输入包括输出表名、K折交叉验证的K值等。
 
1. 语法
 


 cross_validation_general( modelling_func,

                          modelling_params,

                          modelling_params_type,

                          param_explored,

                          explore_values,

                          predict_func,

                          predict_params,

                          predict_params_type,

                          metric_func,

                          metric_params,

                          metric_params_type,

                          data_tbl,

                          data_id,

                          id_is_random,

                          validation_result,

                          data_cols,

                          fold_num )


 
2. 参数
 
cross_validation_general函数参数说明如表11-1所示。
 
 
 表11-1　cross_validation_general函数参数说明
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训练、预测和误差度量函数的参数数组中可以包含以下特殊关键字：
 
 
 	%data%：代表训练／验证数据。
 
 	%model%：代表训练函数的输出，即预测函数的输入。
 
 	%id%：代表唯一ID列（用户提供的或函数生成的）。
 
 	%prediction%：代表预测函数的输出，即误差度量函数的输入。
 
 	%error%：代表误差度量函数的输出。


 
11.1.3　交叉验证示例
 
我们将调用交叉验证函数，量化弹性网络正则化回归模型的准确性，并找出最佳的正则化参数。关于弹性网络正则化的说明参见https://en.wikipedia.org/wiki/Elastic_net_regularization。
 
1. 准备输入数据
 
 
 

drop table if exists houses;

-- 房屋价格表

create table houses (

    id serial not null,         -- 自增序列

    tax integer,                -- 税金

    bedroom real,               -- 卧室数

    bath real,                  -- 卫生间数

    price integer,              -- 价格

    size integer,               -- 使用面积

    lot integer                 -- 占地面积

);





insert into houses(tax, bedroom, bath, price, size, lot) values

( 590, 2,   1,  50000,  770, 22100),

(1050, 3,   2,  85000, 1410, 12000),

(  20, 3,   1,  22500, 1060,  3500),

( 870, 2,   2,  90000, 1300, 17500),

(1320, 3,   2, 133000, 1500, 30000),

(1350, 2,   1,  90500,  820, 25700),

(2790, 3, 2.5, 260000, 2130, 25000),

( 680, 2,   1, 142500, 1170, 22000),

(1840, 3,   2, 160000, 1500, 19000),

(3680, 4,   2, 240000, 2790, 20000),

(1660, 3,   1,  87000, 1030, 17500),

(1620, 3,   2, 118600, 1250, 20000),

(3100, 3,   2, 140000, 1760, 38000),

(2070, 2,   3, 148000, 1550, 14000),

( 650, 3, 1.5,  65000, 1450, 12000);


 

 
2. 创建函数执行交叉验证,
 
 
 

create or replace function check_cv()

returns void as $$

begin

    execute 'drop table if exists valid_rst_houses';

    perform madlib.cross_validation_general(

    -- 训练函数

    'madlib.elastic_net_train',

    -- 训练函数参数

    '{%data%, %model%, (price>100000), "array[tax, bath, size, lot]",

    binomial, 1, lambda, true, null, fista,

"{eta=2, max_stepsize=2, use_active_set=t}",

null, 2000, 1e-6}'::varchar[],

    -- 训练函数参数数据类型

    '{varchar, varchar, varchar, varchar, varchar, double precision,

    double precision, boolean, varchar, varchar, varchar, varchar, integer

    double precision}'::varchar[],

    -- 被考察参数

    'lambda',

    -- 被考察参数值

    '{0.04, 0.08, 0.12, 0.16, 0.20, 0.24, 0.28, 0.32, 0.36}'::varchar[],

    -- 预测函数

    'madlib.elastic_net_predict',

    -- 预测函数参数

    '{%model%, %data%, %id%, %prediction%}'::varchar[],

    -- 预测函数参数数据类型

    '{text, text, text, text}'::varchar[],

    -- 误差度量函数

    'madlib.misclassification_avg',

    -- 误差度量函数参数

    '{%prediction%, %data%, %id%, (price>100000), %error%}'::varchar[],

    -- 误差度量函数参数数据类型

    '{varchar, varchar, varchar, varchar, varchar}'::varchar[],

    -- 数据表

    'houses',

    -- ID列

    'id',

    -- id是否随机

    false,

    -- 验证结果表

    'valid_rst_houses',

    -- 数据列

    '{tax,bath,size,lot, price}'::varchar[],

    -- 折数

    3

    );

end;

$$ language plpgsql volatile;


 

 
3. 执行函数并查询结果
 
 
 

select check_cv();

select * from valid_rst_houses order by lambda;


 

 
结果：
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上面的查询结果表示，随着正则化参数不断加大，平均误差也会增加，而且当正则化参数较小时标准差也较小。因此得出结论，用0.04作为正则化参数将得到较好的预测模型。
 
11.2　预测度量
 
MADlib的Prediction Metrics模块提供了一组度量来评估模型预测的质量。除非另有说明，典型的函数将采用一组“预测”和“观察”值，并使用它们来计算所需的度量。除混淆矩阵外，其他所有功能都支持分组。
 
1. 预测度量函数
 
（1）平均绝对误差：mean_abs_error(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（2）平均绝对百分误差：mean_abs_perc_error(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（3）平均百分比误差：mean_perc_error(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（4）均方误差：mean_squared_error(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（5）R2评分：r2_score(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（6）调整后的R2评分：adjusted_r2_score(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, num_predictors, training_size, grouping_cols)。
 
（7）与二元分类相关的预测度量：binary_classifier(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（8）ROC（receiver operating characteristic）曲线下的面积：area_under_roc(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
（9）多类分类器的混淆矩阵：confusion_matrix(table_in, table_out, prediction_col, observed_col, grouping_cols)。
 
2. 参数
 
 
 	table_in：TEXT。输入表的名称。
 
 	table_out：TEXT。输出表的名称。出于一致性，即使在不使用分组的情况下，也会为所有度量输出创建一个表，这可能意味着在某些情况下输出表中只有一个值。
 
 	prediction_col：TEXT。输入表中预测值列的名称。
 
 	observed_col：TEXT。输入表中观察值列的名称。
 
 	num_predictors（只对adjusted_r2_score）：INTEGER。不含常数项的预测模型中的参数个数。
 
 	training_size（只对adjusted_r2_score）：INTEGER。用于训练的行数，不包括任何空行。
 
 	grouping_cols（可选）：TEXT。默认值为NULL。输入表中分组列的名称。


 
3. 函数的具体细节
 
（1）r2_score
 
该函数返回预测值和观测值之间的决定系数（R2）。R2为1，表示回归线与数据完全吻合；R2为0，表示该线完全不适合数据。当将非线性函数拟合为数据时，R2可能出现负值。
 
（2）adjusted_r2_score
 
该函数返回对上述R2调整后的评分。当模型中加入额外的解释变量时，调整后的R2得分用来抵消R2自动增加的问题。它需要两个额外参数描述模型的自由度（num_predictors）和函数训练集的大小（training_size）：
 
 
 	num_predictors：指示模型具有常数项以外的参数个数。例如，如果它被设置为“3”的模式，可采取以下形式为例：7+5x+39y+0.91z。
 
 	training_size：指示训练集的行数，不包括任何空行。


 
（3）Binary Classification
 
该函数返回一个输出表，其中包含一些二进制分类常用的度量指标。各度量的定义如下：
 
 
 	tp：正确分类的正样本计数。
 
 	tn：正确分类的负样本计数。
 
 	fp：错误分类的正样本计数。
 
 	fn：错误分类的负样本计数。
 
 	tpr=tp / (tp+fn)。
 
 	tnr=tn / (fp+tn)。
 
 	ppv=tp / (tp+fp)。
 
 	npv=tn / (tn+fn)。
 
 	fpr=fp / (fp+tn)。
 
 	fdr=1 - ppv。
 
 	fnr=fn / (fn+tp)。
 
 	acc=(tp+tn) / (tp+tn+fp+fn)。
 
 	f1=2 * tp / (2 * tp+fp+fn)。


 
（4）area_under_roc
 
该函数返回二元分类下接收者操作特征曲线下的面积（Area Under Curve, AUC）。ROC曲线是曲线与分类器的TPR和FPR度量，这些度量定义见上面的二进制分类。二分类函数可以用来获取绘制ROC曲线要求的数据（TPR和FPR值）。
 
注意，对于‘binary_classifier’和‘area_under_roc’函数：
 
 
 	“observed_col”列为一个有两个值的数值列：0和1，或一个布尔列。0被认为是负的，1被认为是正的。
 
 	“pred_col”列包含相应的似然概率值。更大的值对应于更大的确定性，即所观察到的值将是“1”；较低的值对应于更大的确定性，它将是“0”。


 
（5）confusion_matrix
 
该函数返回多类分类的混淆矩阵。矩阵的每一列表示一个预测类中的实例，而每一行代表实际类中的实例。
 
4. 示例
 
（1）创建示例数据
 
 
 

drop table if exists test_set;

create table test_set(

                  pred float8,

                  obs float8

                  );

insert into test_set values

  (37.5,53.1), (12.3,34.2), (74.2,65.4), (91.1,82.1);


 

 
（2）运行平均绝对误差函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.mean_abs_error( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（3）运行平均绝对百分误差函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.mean_abs_perc_error( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（4）运行平均百分比误差函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.mean_perc_error( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（5）运行均方误差函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.mean_squared_error( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（6）运行R2评分函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.r2_score( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（7）运行调整后的R2评分函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.adjusted_r2_score( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs', 3,

100);

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（8）为二进制分类器度量创建样本数据
 
 
 

drop table if exists test_set;

create table test_set as

    select ((a*8)::integer)/8.0 pred,

           ((a*0.5+random()*0.5)>0.5) obs

from (select random() as a from generate_series(1,100)) x;


 

 
（9）运行二元分类器度量函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.binary_classifier( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');


 

 
（10）查看真正率和假正率
 
 
 

select threshold, tpr, fpr from table_out order by threshold;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（11）查看给定阈值下的所有度量值
 
 
 

\x on

select * from table_out where threshold=0.5;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（12）运行ROC曲线下的面积函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.area_under_roc( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
（13）创建混淆矩阵的样本数据
 
 
 

drop table if exists test_set;

create table test_set as

    select (x+y)%5+1 as pred,

           (x*y)%5 as obs

    from generate_series(1,5) x,

           generate_series(1,5) y;


 

 
（14）运行混淆矩阵函数
 
 
 

drop table if exists table_out;

select madlib.confusion_matrix( 'test_set', 'table_out', 'pred', 'obs');

select * from table_out order by class;


 

 
结果：
 
 
 [image: ] 

 
11.3　小结
 
模型评估对由训练数据集生成的机器学习预测模型的准确性非常重要。在模型正式投入使用前必须经过验证过程。交叉验证是常用的一类模型验证评估方法，其中“K折交叉验证”法重复多次执行训练和验证过程，每次训练集和验证集发生变化，有助于验证模型的有效性。MADlib提供的K折交叉验证函数，可用于大部分MADlib的预测模型。MADlib的Prediction Metrics模块包含多个度量函数，用于评估预测模型的质量。
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